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RESUMEN 
T E C N I C A S D E C O N T R O L RARA R O B O T S M A N I P U L A D O R E S C O N 

F L E X I B I L I D A D EN LA A R T I C U L A C I O N 

Publicación No. 

José G u a d a l u p e Alvarez Leal. Dr. en Ingeniería Eléctr ica 

Universidad A u t ó n o m a de Nuevo León 

Profesor Asesor: Dr. Jesús De León Morales 

E n es ta tesis se presentan algori tmos de control para el seguimiento de la t rayectoria 

de un robot man ipu lador de un simple eslabón, el cual t iene flexibilidad en la art iculación. 

Es tos algori tmos se basan en la utilización de observadores de es tado para es t imar las 

variables no medibles de las es t ruc tu ras mecánicas. Ademas, se hace un es tudio de la 

es tabi l idad en lazo cerrado del s istema, el cual está const i tu ido por el s is tema a controlar 

y el observador . 

Los mé todos desarrollados permi ten obtener un adecuado desempeño en el seguimiento 

de la t rayector ia del robot flexible en su tarca a realizar. Cons iderando que por razones 

físicas o económicas 110 es posible disponer de la medición completa del vector de estado, 

so p ropone observadores de es tado que nos pe rmi t an es t imar la pa r t e del vector de es-

t a d o no medible. de ta l manera que se pueda util izar esta información para el control del 

s is tema. 

También se presenta en este t r a b a j o de tesis un estudio compara t ivo de las dis t in tos 

a lgor i tmos de control propuestos, p resentando resul tados en simulación a un modelo de 

un robot con ar t iculación flexible. Sin embargo estas técnicas se puden util izar pa ra ot ras 

aplicaciones industr ia les tales como generadores síncronos o procesos químicos. 

Una comparac ión en simulación de las técnicas de control desarrol ladas, a n t e la presen-

cia de per tu rbac iones o ruido, fue implementada para de te rminar la robustez del s is tema. 
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Capí tu lo 1 

In t roducc ión 

1.0.1 Automatización Industrial 

E n la ac tua l idad la indust r ia manufac tu re ra , y en par t icular la indust r ia relacionada ron 

la meta l -mecánica , se encuent ra a n t e la necesidad de a d a p t a r los procesos de producción 

en función de la d e m a n d a , y debe sat isfacer los criterios de cal idad, que le p e r m i t a n ser 

más compet i t iva y mantenerse en el mercado. 

E n estos p r o n t o s de manufac tu r a se ha des tacado un gran interés por el uso de ro-

bots . Es to es debido a que son capaces de desempeñar una gran var iedad de funciones de 

manufac tu r a , pueden t r a b a j a r en ambientes hostiles para el hombre y p resen tan una ven-

t a j a que 110 t ienen las máqu inas especializadas: son mul t i funcionales y reprogramables . 

Una consecuencia del uso de los robots , es que se ha ob ten ido reducción en los costos de 

producción v de mate r i as pr imas, además , el t i e m p o para llevar a cabo las ta reas que 

e jecuta el b razo robot man ipu lador se ha minimizado de m a n e r a impor t an te . 

De acuerdo con la asociación mundia l de robót ica , un robot indust r ia l es un manip-

ulador reprogramablc muU ¡funcional d iseñado para mover mater ia les , par tes , herramien-

tas, o disposit ivos especiales, a t ravés de movimientos p rogramados p a r a el desempeño de 

una variedad de tareas . Un robot de es tas caracterís t icas, se dice que posee inteligen-

cia si asociamos a los algori tmos de control computac ionales uno o varios s is temas de 



medición y / o visión. 

T íp icamente , un robot indust r ia l consiste de varios eslabones rígidos conectados en 

serie por ar t iculaciones, las cuales pueden ser revolutas y / o pr i smát icas . Además , el ro-

bot posee un e lemento impor t an t e conocido como el efector final o he r ramien ta . la cual 

es de t e rminan te , d a d o que pe rmi t e definir la t a rea que puede desarrol lar , por ejemplo, 

man ipu l a r ob j e tos con proposi tos de ensamble, soldar, p in tar , o bien a lgunas o t ras t a r -

eas que se le as ignan al manipu lador . Por o t ro lado, en el o t ro e x t r e m o de la cadena 

cinemática , se encuent ra una base fija su je ta al piso, ta l como se mues t ra en la siguiente 

figura: 

de los robo t s industr iales . Es ta flexibilidad se presenta cuando se ut i l izan elemento? 

pa ra la t ransmis ión del movimiento, ta les como los impulsores armónicos , b a n d a s de 

t ransmis ión, o bien en el caso de grandes flechas de t ransmisión, d o n d e un desp lazamiento 

d inámico es in t roduc ido ent re la posición de los ac tuadores y la posición de los eslabones. 

Muchas veces, esta pequeña deflexión intrínseca es la causa de muchos problemas, 

especia lmente cuando se desea controlar con mucha precisión el seguimiento de la trayec-

tor ia . o bien c u a n d o se quiere tener una a l ta sensibilidad pa ra fuerzas car tes ianas en 

a lguna ta rea específica a efectuar por el brazo manipulador . C o m o es de observarse en el 

Herramienta 

Figura Xo. 1.1 Robot indust r ia l 

1.0.2 Robots flexibles 

La presencia de flexibilidad en los brazos robots manipuladores es muy común en muchos 



movimien to de los brazos robots , existe una pequeña vibración la cual no podemos de-

spreciar . E s t a s vibraciones son de pequeña m a g n i t u d y de una frecuencia re la t ivamente 

a l ta , las cuales pe rmanecen den t ro de cierto ancho de banda de interés pa ra el control. 

1.0.3 Robots con flexibilidad en las articulaciones 

E n el mode lado de brazos robots manipuladores , la deformación puede ser carac ter izada 

como si és ta es tuviera concent rada en las ar t iculaciones del robot . É s t a es la principal 

caracter ís t ica que se reconoce, la cual r epercu te en la derivación del mode lo y la síntesis 

del control. 

Sin embargo, existo una diferencia con respecto aquellos brazos robo t s con eslabones 

largos y ligeros, en los que la flexibilidad involucra cuerpos de g randes m a s a s sometidos 

a deformaciones d is t r ibuidas sobre largos segmentos, en tal caso la flexibilidad no puede 

ser considerada m i n o >i ésta estuviera concent rada en las ar t iculaciones, sino que más 

bien la flexibilidad deberá ser considerada en los eslabones. 

Por o t ro lado, »uponer que los robo t s t iene rigidez perfecta es una hipótesis que difí-

ci lmente se puede cumplir . Sin embargo, lo más i m p o r t a n t e es cómo obtener un modelo 

m a t e m á t i c o que incluya t o d a clase de flexibilidades, con el fin de evaluar cuan t i t ivamente 

sus efectos relativ<». 

C u a n d o se hace una comparac ión ent re los robots flexibles en las ar t iculaciones v 

los robo t s con eslabones rígidos, se observa que el modelo d inámico requiere dos veces 

el número de coordenadas general izadas para pode r caracter izar comple t amen te la con-

figuración de todos los cuerpos rígidos que lo conforman, tales como los motores y los 

eslabones. Es de observarse t ambién que ac tua lmen te las deformaciones de las art icu-

laciones son b a s t a n t e pequeñas , y las fuerzas elást icas es tán t í p i camen te l imi tadas a el 

dominio de la l inealidad. 

E n el caso de brazos robots con art iculaciones elásticas, el n ú m e r o de en t radas de 

control no es igual ai número de grados de l iber tad del robot . Por consecuencia, las 

t a reas de control son ma* difíciles de e jecutar que las diseñadas pa ra el caso de los robots 



rígidos. Ademas , en los brazos robo t s con flexibilidad en las ar t iculaciones, se observa 

que p a r a la implement ación de una ley de c o n t r o l se requiere de dos veces el n u m e r o de 

sensores, así como de la medición de variables que se encuen t ran an t e s y despues de la 

deformación. 

El ob je t ivo principal del diseño de controladores p a r a robo t s flexibles en 1& ar t icu-

lación es m a n e j a r ap rop iadamen te las vibraciones produc idas por la e las t ic idad en lar-

ar t iculaciones, y asi e fec tuar un posic ionamiento rápido y un seguimiento preciso de la 

he r ramien ta del robot . E n este t r a b a j o se supone que se t iene rigidez en el es labón. 

1.0.4 Aportaciones de La Investigación 

E n el presente t r a b a j o so presentan varias técnicas de control para el seguimien to de la 

t rayector ia de robots manipu ladores con flexibilidad en la ar t iculación. Las apor tac iones 

principales se encuen t ran en los capí tulos 3. 4.5 y 6 de la tesis, y en cada u n o de es tos 

capítulos se p resen tan los resul tados obtenidos para cada una de las técnicas de control 

propues tas . 

1.0.5 Organización del trabajo de tesis 

El t r a b a j o de tesis está organizado como sigue: E n el Cap í tu lo 2. se presenta el mod-

elo m a t e m á t i c o de un brazo robot con flexibilidad en ia ar t iculación, v se enunc ian las 

principales hipótesis que se consideran para la obtención del modelo de ios robo t s con 

flexibilidad en la ar t iculación, así como también se presenta el mode lo del b razo robot de 

un simple es labón con ar t iculación ro ta to r ia flexible que será considerado a lo largo de 

este t r a b a j o , y que permi t i rá el diseño de los dis t intos algori tmos de control p ropues tos 

en es te t r a b a j o . 

Basado en técnic as de la geometr ía diferencial se propone, en el Cap í tu lo 3. u n contro-

lador basado en un observador pa ra una clase de s is temas no-lineales que son l inealizables 

por re t roa l imentac ión de es tado. Ademas , un observador de a l ta gananc ia es d i señado 

para es t imar el e s tado no medible de esta clase de s is temas. Un análisis de es tab i l idad del 



s i s tema en lazo cerrado es presentado. Resul tados en simulación son mos t rados cuando 

es te e squema de control se aplica al modelo del robot . 

E n el Cap í tu lo 4. se diseña un controlador considerando el mé todo algebraico difer-

encial p a r a resolver los problemas de estabilización y seguimiento de salida de s is temas 

no-lineales, u t i l izando para ello, la es t ra tegia de linealización exac ta de la d inámica del 

error de seguimiento, en esta técnica se propone un observador de al ta ganancia para 

es t imar el error de seguimiento. F ina lmente , se presentan los resul tados de simulación 

de es te esquema de control. 

Med ian t e la teoría basada en per turbac iones singulares, en el Cap í tu lo 5. se presenta 

un cont ro lador basado en un observador para una clase de s is temas no-lineales singular-

m e n t e pe r tu rbados . B a j o este esquema se clan las condiciones suficientes para garant izar 

la es tabi l idad del s is tema en lazo cerrado. Resul tados son presentados para mos t r a r el 

desempeño de esta técnica de control . 

E n el Cap i tu lo 6. se presenta un es tudio compara t ivo de las técnicas de control prop-

uestas . donde exper imentos sobre la robustez de estas técnicas es efectuado, t o m a n d o en 

consideración la presencia de per turbac iones o ru ido en el s is tema, y la in t roducción de 

variaciones en los pa ráme t ros del robot 

F ina lmen te , en el Cap í tu lo 7 se dan las conclusiones generales y recomendaciones para 

t r a b a j o s fu turos . 

E n el presente t r a b a j o de investigación, se presenta además un apéndice, en el cual 

se clan a lgunos conceptos y definiciones necesarias para la comprensión de esta tesis, em-

pezando con a lgunas definiciones sobre la teoría de la observación de s is temas no-lineales 

en t i e m p o continuo, algunos resul tados sobre observadores y su síntesis, definiciones y 

resul tados útiles sobre estabi l idad y estabilización de sistemas de control . F ina lmen te 

se a n e x a n algunos resul tados presentados en es te t r a b a j o de investigación, que fueron 

acep tados y presen tados en Congresos Internacionales. 



Capí tu lo 2 

Modelo ma temát i co del robot con 

flexibilidad en la ar t iculación 

2.0.6 Manipuladores con Articulaciones Elásticas 

En este capí tu lo se considera la modelación cle robots con elast icidad en las art iculaciones. 

C o m o se mencionó en la introducción, la presencia de flexibilidad en las ar t iculaciones 

de los robots , son problemas muy comunes en muchos de lo robo t s industr ia les . 

Pa ra la modelación de robots flexibles en la art iculación, deben tomarse on cuenta 

a lgunas hipótesis generales acerca de su es t ruc tu ra mecánica, las cuales se enuncia como 

sigue: 

Hipótesis 

1.- Las deformaciones elásticas deben de ser pequeñas, de ta l manera que sus efectos 

son conocidos, ya que de no ser así t endr íamos modelos demas iado complejos, que no son 

t r a t a b l e s por el diseño del control. 

2.- Pa ra la modelización del efecto de la flexibilidad en la ar t iculación, se considera 

es te como si fuera un resorte torsional, ta l como se mues t ra en la F igura 2.1 

3.- Los rotores de los ac tuadores son modelados como si estos fue ran cuerpos uniformes 

cuyo centro de masas está sobre el eje de rotación. 



Eslab 
Rotor del 
motor 

Figura Xo.2.1 Art iculación flexible 

Es i m p o r t a n t e hacer no ta r que la suposición de la simetría geométr ica de los rotores, 

implica que t a n t o la mat r iz de inercia como el t é rmino gravi ta tor io en el modelo d inámico 

son independien tes de la posición in terna de los motores . 

E n base a la formulación Lagrangiana . un con jun to de coordenadas general izadas 

t iene que ser ut i l izada para caractcr izar de manera única la configuración del s is tema. 

Dado que el brazo robot esta compues to por 2n cuerpos rígidos ( los eslabones y los 

ac tuadores ele la e s t ruc tu ra del brazo robot ) , entonces serán necesarias 2n coordenadas . 

Sea (]\ el vector (n x 1) de posición de los eslabones y q2 el vector n x l que representa 

las posiciones del ac tuador no rma lmen te reflejado a t ravés de la relación de engranes. 

De acuerdo con esta selección, la diferencia qLl - q2j representará la deformación de la 

i-ésima ar t iculación. Por o t ro lado, la cinemática directa de todo el es labón ( y t ambién 

de cada ex t r emo del eslabón) deberá ser una función ún icamente de las variables del 

es labón q¡. 

Ahora , definiendo la energía cinética del robot la cual esta d a d a por: 

d o n d e q = {qi.q-2) € R2n y H(q) representa la mat r iz de inercia de (2r? x 2 n ) . la cual es 

s imétr ica y definida positiva para t o d a q. Ademas , para art iculaciones ro ta to r ias todos 

T = \ q H(q) q (2.1) 



los e lementos de H{q) son acotados. De acuerdo a las suposiciones anteriores. H{q) t iene 

la s iguiente e s t ruc tu ra interna: 

E n la ecuación anter ior todos las subniatr ices son matr ices de dimensión (/?x n) . 

donde H\ contiene todas las propiedades inerciales. H2 t o m a en consideración los 

acoplamientos inerciales en t re los giros de los ac tuadores y los eslabones previos, mien t ras 

que H3 es una ma t r i z diagonal cons tan te que depende de las inercias de los rotores de 

los motores y de la relación de engranes. 

La energía potencial está dada como la suma de dos términos, los té rminos gravita-

torios de los ac tuadores y los de los eslabones. 

Suponiendo que las masas de los rotores son simétricas, la energía potencia l U, r esta 

expresada por 

El segundo té rmino tic la ecuación anterior se refiere a la elast icidad de la ar t iculación, 

la cual puede ser escrita como: 

l'g = l',,{<¡l) - i'e ( 2 . 3 ) 

tí = o^/i - <I2)TK(<]1 ~ q-2) 
1 

( 2 . 4 ) 

d o n d e K = d/ag { k } k„}. k, > 0 . k, representa la cons tan te elástica de la ar t iculación 

?'. Def iniendo ahora la matr iz 



la energía elástica (2.5) puede ser reescrita como 

Ue = -q KEq (2 .6) 

Por o t r a par te , las ecuaciones d inámicas del movimiento del robot se ob t i enen a pa r t i r 

de 
d ( dL\ DL 

d i m J ~ d ¡ r U t 1 = 1 2 n 
(2.7) 

d o n d e L{q.q) = K{q.q) - U(q.q) es la función Lagrangiana y u, representa la fuerza 

general izada que desempeña un t r a b a j o sobre la coordenadas q,. P u e s t o que ú n i c a m e n t e 

las coordenadas del motor q2 son ac tuadas di rectamente , se pueden representar t o d a s las 

fuerzas en el lado derecho de la ecuación (2.7) por 

u = [ 0 . . . 0 Ü J . . . U , / en2" :2.b) 

E n forma explícita la ecuación (2.7) da lugar a 2» ecuaciones diferenciales de segundo 

orden de la forma 

H{qi) q —C{q. q) q -rI<Eq ^ <j(qi) = u 

en la cual los té rminos de Coriolis v centr í fugos son 

C(q.q)q= H{q{)q--

y el \-cctor de gravedad es 

(2.9) 

(2 .10 ) 

g{q\) -
dU9{qi) : 

dq 
g{qi) 

o 
(2 .11 ) 

con 

Los té rminos de fricción viscosa a c t ú a n en el es labón v en el motor . Es tos se encuen-



t r a n a los lados de las a r t icu lac ión elást ica y pueden ser fác i lmente incluidos en el mode lo 

d inámico . 

2.0.7 Propiedades del modelo 

Al cons ide ra r el mode lo general (2.9). las s iguientes p rop iedades p u e d e n ser der ivadas , 

a lgunas de ellas se e n c u e n t r a n t a m b i é n presentes en el caso del mode lo del robo t rígido. 

l . -Los e lementos de C(q.Q) p u e d e n s iempre definirse, de ta l fo rma que la m a t r i z H 

- 2 C r e su l t e anti-simétrica. En par t i cu la r , ta l selección es p ropo rc ionada por los s ímbolos 

de Cliristoffel 

2.-Si C{q. q) esta definida como en (2.12). en tonces es ta puede ser de scompues t a como 

( 2 . 1 2 ) 

p a r a i.j = 1 2n. d o n d e q, deno ta el i-esimo e lemento del vector q. 

C(q.Q) =CA(ql.q2) + CB{q1.ql) (2.13) 

con 

(2.14) 

(2.15) 

d o n d e los e lementos de las ma t r i ces (/? x N) CAI-CD\.CB2 y CBZ son 

( 2 . 1 6 ) 

(2.17) 



CB2aM = ^ 

CB3.,j{q I.?i) = i 

; <?i + <7i 
dq\ dqi., 

dH2jl • d{Hly • " J 9i + 2 ' Qi 

(2.18) 

(2.19) 
dqi dqu 

con A1 d e n o t a n d o la i-ésima fila de una matr iz A . Es tas expresiones resu l tan a par til-

de dependenc ia de la mat r iz de inercia (2.2) y de la propiedad número 1. 

3.- La m a t r i z H2{qx) t iene la siguiente es t ruc tura t r iangular 

^ 0 7/2.12(^1.1) #2.13(91.1-91.2) ••• #2.1n(<?l,l 9i.».-i) ^ 

#2.23(91.2) • • • #2.2ii (91.2 ? l .»- l ) 

#2. n — 1. n (91. 'i — 1 

0 

Los elementos de la matr iz H2 pueden ser obtenidos median te la siguiente expresión 

d-T 

0Qi,0q2_, 
(2.20) 

d o n d e la energía cinética T representa la suma de la energía cinética de cada es labón 

incluyendo la del es ta tor del mo to r sucesivo y la de cada rotor de los motores . E11 v i r tud 

de que la energía cinética es una forma cuadrá t ica de q. y t o m a n d o en cuenta la selección 

de variables mencionadas anter iormente , las contribuciones de fí2 se deben so lamente a 

la p a r t e de la energía cinética correspondiente a los rotores, de ta l manera que para el 

i-esimo ro tor esta energía viene dada por 

1 T 1 T r ir.1 = ^mr.,1'2lV2_x + -ff.2¡lrAW2., (2.21) 

d o n d e r2]J y w2¡¡ son la velocidad lineal absoluta y la velocidad angular del rotor , respec-

t ivamente . expresadas en un marco de referencia colocado en el correspondiente es ta tor . 

Por o t ro lado. m r . , e IT¡1 r epresen tan la masa y el tensor de inercia del ro tor . D a d o que el 



c e n t r o de m a s a s del ro to r p e r m a n e c e en el e je de ro tac ión , s o l a m e n t e el s e g u n d o t é r m i n o 

del l ado de recho de la ecuación anter ior con t r ibuye a H2JJ. La v e l o c i d a d a n g u l a r u'2.¿ 

p u e d e ser ca lcu lada p a r a a r t icu lac iones ro tac ionales po r la s igu ien te f ó r m u l a recurs iva: 

ít'2.1 = Rr.1 U.'1.,-_1 + b-u 92.« 

u.'i.f = RM\.i) 1 T bi.} 9i .i 
(2.22) 

en la cua l w\ t l es la ve loc idad abso lu ta angu la r del e s labón i en un m a r c o de referencia 

s u j e t o al p rop io es labón . blA es el vector un i t a r i o asoc iado a el e je d e la i -esima a r t i cu -

lación. b2A es el vector un i t a r i o c o n s t a n t e de la velocidad angu la r del r o t o r i r e la t ivo al 

e s l abón 2 - 1 . Rt es la m a t r i z de t r ans fo rmac ión de (3 x 3) desde el m a r c o del e s l abón 

/ - 1 al m a r c o de referencia del e s labón i. Rr , es la ma t r i z de t r a n s f o r m a c i ó n de (3 x 3) 

desde el m a r c o del e s labón i - 1 al m a r c o de referencia del ro tor i. 

4.- Ex i s t e u n a c o n s t a n t e posi t iva a t a l que 

2.0.8 Modelos simplificados 

E n m u c h o s arreglos c inemát icos comunes , el b loque H-, en la m a t r i z de inerc ia del mode lo 

del robot con ar t icu lac ión elást ica es constante, de ta l m a n e r a q u e se p u e d e n e f ec tua r 

s impl i f icac iones en la modelac ión , es decir 

e s to significa que los t é r m i n o s de Coriolis y cent r í fugo, los cuales son s i e m p r e i ndepend i -

en tes de q2. r e s u l t a n t a m b i é n ser i ndepend ien te s de q2 . C o m o consecuenc i a de lo an te r io r . 

7! 
(2.23) 

H2 = constante => CAl — CB-i = C S 3 = 0 



el modelo (2.9) puede ser reescri to de la forma 

Hi(qi) 91 +H2 q2 +C[qi.qi) +I<{qi - q2) + gi{qi) = 0 
(2.24) 

Hj qx -f-Hz q2 +A'(<?2 - <?i) = u 

d o n d e Ci = C. 

E n a lgunas e s t ruc tu r a s c inemát icas especiales de robots se encuen t ra cine H2 = 0 

. y s implif icaciones adicionales son inducidas. E n consecuencia, no hay acoplamientos 

inerciales en t r e el es labón y las d inámicas del moto r 

H\{q\) +C(ql.q1) qx - A ' ( 9 l - q,) + (?1) = 0 
(2.25) 

H.í q2 -rh (q2 — qx) = u 

P a r a mode los de robo t s generales con arriculacionos elásticas, u n modelo reducido de 

la forma anter ior puede ser ob ten ido al despreciar a lgunas contr ibuciones en la energía 

del s i s tema. E n par t icu la r . H . puedo ser igual a cero, si la p a r t e angular de la energía 

cinética de cada ro tor se debe ún icamen te a su propia rotación, esto es ic2 , fír , q , , . 

o bien 

-r 1 t l r 2 Tr, = - - I m . , <?_>., (2.26) 

con el escalar posi t ivo / , „ , = b L R j j r . ^ r . A i , - C u a n d o la relación de la reducción de 

oí igra nos es m u y grande , esta aproximación es b a s t a n t e razonable dado que el giro ráp ido 

de cada ro to r domina en la velocidad angular de los eslabones previos de la cadena 

c inemát ica . 

2.0.9 Modelo del robot con articulación flexible de un grado de 

libertad 

En es ta tesis, se p r o p o n d r á n d is t in tas técnicas de control pa ra t r a t a r con los p rob lemas 

de es tabi l ización y seguimiento de salida, de un robot de un s imple es labón y con art ic-

ulación revolu ta flexible, ta l e s t ruc tu ra se encuent ra formulada con el s iguiente mode lo 



matemát i co . 

2.1 Modelo Matemático 

E n base a la formulación Lagrangiana . el s is tema dinámico que describe el compor-

t a m i e n t o de un robot de un simple eslabón con ar t iculación ro ta to r ia flexible en un 

movimien to p lana r será derivada. 

El s i s tema d inámico ( S u ) que describe el movimiento del robot ( ver Spong [31]) esta 

dado por el s iguiente modelo ma temá t i co 

donde q deno ta la posición angular del es labón de longitud 1/2 y masa m . q,„ denota la 

posición angular del rotor del motor . I representa la inercia del es labón. J es la inercia 

del motor , k os el coeficiente de rigidez de la art iculación flexible. D es la fricción viscosa 

del motor . Dt representa la fricción viscosa del eslabón, g es la aceleración gravi tacional : 

y finalmente u es el vector de torques de los ac tuadores . 

El mode lo represen tado por la ecuación ( 2.27). no toma en cuenta el efecto de la iner-

cia del a c tuado r alrededor de los t res ejes independientes . Sin embargo, se ha demos t r ado 

en [31] que la ecuación (2.27) representa de manera apropiada , den t ro de un dominio de 

func ionamiento , la d inámica del manipulador . 



El esquema del modelo de robot descri to por (2.27) se i lustra en la Figura 2.2. 

F igura Xo. 2.2 Modelo del robot manipu lador 

• q. qm son las coordenadas generalizadas de posición 

• J = 3.003 n r K g . . B = 300.3 XmKg. . k - 100 X r a d / m 

• e = y / ^ a ; 10"1 . o = 7.13 - 10"& 

• myl = 0.8 Kg nr/sey2 



Capí tu lo 3 

M é t o d o Geométr ico Diferencial 

3.0.1 Introducción 

E n es tudios recientes sobre el p roblema de es tabi l idad para s is temas no lineales af ines en 

el control , y que e s t án basados en la geometr ía diferencial, son t e m a s de Ínteres por p a r t e 

de los invest igadores en la ma te r i a (ver por e jemplo [ G j . [ l l ] . [ 2 9 ] ) . E s t a metodolog ía está 

basada en los e lementos fundamen ta l e s de la geometr ía diferencial , la cual lia p e r m i t i d o 

el análisis de es tabi l idad y diseño de controladores mucho mas eficientes que los m é t o d o s 

t rad ic ionales de control clásico. La diferencia f u n d a m e n t a l ent re las técnicas de control 

clásico y las que se basan en métodos de geometr ía diferencial, radica en el hecho que 

pe rmi to ob tener resul tados m á s poderosos, además de coadyuvar a comprende r me jo r los 

folíenmenos que an tes e ran despreciados o que l imi taban su aplicación a solo p e q u e ñ a s 

regiones de func ionamiento . 

El ob je t ivo del presente capí tu lo es presentar u n a lgor i tmo de control b a s a d o en 

un observador pa ra u n a clase de s is temas no lineales, los cuales son l inealizables por 

r e t roa l imentac ión de es tado. Además , se p ropone un observador o sensor compu tac iona l . 

el cual p e r m i t e es t imar las variables de estado, que por razones físicas o económicas , no 

es posible medir . 

E n este cap í tu lo se considera un observador para la clase de s i s t emas n o lineales 



observable p a r a t o d a en t rada , es decir la propiedad de observabil idad del s is tema 110 se 

ve a fec tada por las en t radas apl icadas al s is tema [ver Teorema 0.13 Apéndice]. 

Med ian t e un cambio de coordenadas apropiado es posible, b a j o cier tas condiciones 

es t ruc tura les , t r ans fo rmar un s is tema no lineal en otro s is tema el cual es controlable y 

que es l inealizable por re t roal imentación de estado. 

3.1 Estabilización de una Clase de Sistemas No Lin-

eales 

Consideremos la siguiente clase de s is temas no lineales con una en t rada y una salida, 

observables pa ra cualquier en t r ada y con la siguiente es t ruc tu ra : 

S.VL 
y - Cx = 

donde x G Rn. u € 7?. y e R. v 

' o 1 ... o x 

.4 = 
0 0 . . . 1 

o o . . . o 

B = 

< o \ 

\ y"',r' / 

: í = 

/ 0 ^ 

V t-(.r) ) 

c= 1 o ... o 

Además , se a sume que las funciones ; V L ' son funciones globalmentes Lipsliitz. 

U11 observador pa ra esta clase de sis temas esta dado por 

A . A 
x= , A , _ , A 

= /I X + - S;lCT{C i ~y) (3.1) 

d o n d e S0 es una mat r iz simétrica definida positiva, solución de la ecuación de L v apunov 

9Se + ATSe + Se ,4 = CTC (3.2) 

para valores de 0 suf ic ientemente grandes, donde x es el e s t imado del e s tado x. 



Los coeficientes de (Sg)^ son dados por la siguiente expresión 

= (3.3) 

í n! \ d o n d e ( C% = — ) .que se obt iene a pa r t i r de la solución de la ecuación (3.2). es 
V i"-p)WJ ' 

una m a t r i z s imétr ica definida positiva ( ver [6.8.10]). 

C o m o se puede observar el s is tema se encuent ra en la forma normal que se ha estable-

cido en [5]. También se puede señalar que si u está acotada , entonces la ecuación (3.0) 

es un observador exponencial pa ra el s is tema dado. 

Es to es. si se define =r =x {t) - x(t). entonces la dinámica del error de es t imación esta 

d a d a por 

f= {A - SQ1CTC) £ T- (*(*) - $(,-)) + ^ ( x ) - u 

se puede demos t r a r que converge exponencia lmente a cero cuando el t i e m p o t iende hacia 

r l inf ini to (ver [8]). Mas precisamente. Vu e LX{R~). existe k > 0 ta l que | |r | | < . 

A d e m á s l-(j-) ^ 0: V.r 6 /?". 

Un control ador que linealice y estabilize al s is tema E.vi está d a d o por 

, . E " = l «i*) ~ r (*) 
« U ) = — r (3.4) 

donde los coeficientes au se seleccionan de modo que la matriz {A - BK) sea Hurwitz. 

O b s e r v a c i ó n 1: Resultados más generales, tanto para sisternas no lineales en forma 

triangular, como para sistemas mult i variables, existen y pueden ser considerados como 

una extensión de estos (ver [10] para el caso de una simple salida, y en [17] para el caso 

de múltiples salidas). 



3.2 Análisis de Estabilidad en Lazo Cerrado 

Se discut i rá enseguida el principio de separación, el cual consiste en el es tudio de la 

es tabi l idad del siguiente s is tema en lazo cerrado (ver Figura 3.1). 

Entrada u 
— O 1 > Sistema 

Brazo Robot 

Sal ida y 

Observador 
Estimado x 

u(x) Algoritmo ^ 
de Control 

Figura 3.1 Esquema de control en lazo cerrado 

E n o t ras pa labras , se considera el problema de la es tabi l idad del s is tema aumen tado , 

consis tente en el s is tema controlado y el observador, cuando la re t roa l imentac ión es una 

función del e s tado es t imado, el cual es proporc ionado por el observador. 

Pa ra resolver este problema, se considera el siguiente sis tema a u m e n t a d o 

.1-= .4 .r T ^(X)u(J:) - SglCT(C .r - y ) 

- <l>(x - r ) (x 

apl icando el control u de la ecuación (3.3). y escribiendo en té rminos de la d inámica del 

error v del e s tado es t imado, obtenemos 

Ì=ÀÌ -SglCTC-:. 

£= ( A - SñlCTC)s + - * ( £ - = ) ) + ( * ( £ ) - * ( £ - £ ) ) u ( 



donde 

A= 
0 0 

- G 0 - a i — fln-l 

A cont inuación se presenta el resul tado principal de este capítulo, y el cual se expresa en 

el s iguiente 

T e o r e m a 1. Sea u(x) ¡a retroalimentación de estado dada por (3.3). Asumiendo que 

sup | |u(x) | | < oc . Entonces, el sistema (E) es global y asintóticamente estable. 
T ~ I i n 

P r u e b a d e l T e o r e m a 1. 

Considere r ( i \ = ) = \ \ (r) - r>(.r) .como una función cand ida ta de Lyapunov. donde 

* = y = x t P j ' - s iendo P una matr iz simétrica definida positiva tal que 

.4 P + P . 4 = - / • donde I es la matr iz ident idad y .4 la t r anspues ta de la mat r iz A • 

Ahora se demos t ra rá que el s is tema ( £ ) es g lobalmente estable, 

i) Pr imero , der ivando \ \ ( - ) con respecto al t i empo la función a lo largo de las travec-

tor ias de £ . se t iene 

= '2zTSoAz - 2 { C e ) 2 -r 2 E t S b - <I>(.r 

= -0-:rS0z - {Ce)2 + 2EtS0 -

D e n o t a n d o por ||£||5fl la norma ( x r S f l i ) * y ut i l izando la des igualdad de Schwarz. se 

obtiene: 

d t V v - M l s J " ) < - « ( [ l = i l s » ) 2 + 2 | £ | | s > 

donde 

5» 
+ 2 Urli, 'o 

( r 0 = s u p || 1/(2*)j| ). 



A h o r a , a p r o v e c h a n d o la fo rma p a r t i c u l a r de Se. $ v el hecho de que $ y $ s o n glob-

a l m e n t e Lipschi tz . se obt iene: 

- - c ) < Ai ||c| s9 

< Xi II-II5» • 

p a r a a l g u n a s c o n s t a n t e s A! y A2 las cuales no d e p e n d e n de 6. 9 > 1. En tonces . 

d , M # 
J 11 -115« < " 2 il^l's. - A1IU- \s, ^ A-> ll=ILs '0-

Se lecc ionando 6 t a l que - - - X,RQ = > 0. Resu l t a que 

d 
~J¡ ll-ILs« - ~~9 II-I S„ 

v en consecuencia 

I K U < , - - " > ' | | 5 ( 0 ) | 5 H 

(ii) A h o r a . de r ivando la func ión U U ) a lo largo de las t r ayec to r i as del s i s t ema , r e su l t a 

([iie 

AT , 7 - A T - / T , T A A T 

=x PAx + x A P X - 2 x PSglCTCr = - x x-2 x PSD
LCTC• 

< - A F P Î -2 ? PSq1CTCs = -aV2 - 2 x T PS^CTCe 

pa ra a l g u n a s c o n s t a n t e s o > 0. 



Uti l izando la des igualdad de Schwarz se obt iene 

Tt(V2)<~aV2 + 2pB\\4s^4-

Seleccionando 6 t a l que ~!9 > ^ se completa y finaliza la prueba . • 

Se ha d e m o s t r a d o la es tabi l idad del s is tema en lazo cerrado para la clase de s is temas 

cons iderada , en el caso donde la en t rada u es tá aco tada y donde las funciones ^ y v son 

funciones g loba lmente Lipschitz. 

C u a n d o la en t r ada u no este acotada , entonces se tiene 

C o r o l a r i o 1. Asumiendo que u es una constante diferente de cero y y~ globalmente 

Lipschitz. Entonces. (Y.) es global y asintóticamente estable. 

Note que para la prueba del Teorema 1. el aco tamien to de u(.r) t iene que ser usado en 

el t é rmino - - - - ) ) u . el cual desaparece, y por lo t an to , el s is tema ( £ ) 

toma la fo rma siguiente 

¿'=4^ -SGLCTC£. 

S= ( A - S ^ C T C ) - * ( * - , ) . 

O b s e r v a c i ó n 2 : El control u. dado en la ecuación (3.3) . estabiliza el s is tema en x = 0 

. D a d o que el s is tema considerado es comple tamente Iinealizable por re t roa l imentac ión 

de estado, entonces se puede diseñar una ley de control que siga una señal de referencia 

ijre/ de salida dada ( ver [8]). Es ta ley de control está dada por: 

= «fe (-*<*> ^ í - l S - i ( * • - » £ " " ) ) 

B a j o hipótesis similares de acotamiento, como antes, el pr incipio de separación se 

preserva t ambién pa ra el control de seguimiento de yR. 



3.3 Aplicación al modelo matemático del robot con 

articulación flexible 

La técnica m e d i a n t e este enfoque geométr ico diferencial se aplica al caso de un robot 

de un s imple es labón el cual t iene flexibilidad en la art iculación, v para ta l p ropós i to se 

considera el s iguiente modelo m a t e m á t i c o descri to por las siguientes ecuaciones d inámicas 

donde q r epresen ta la posición angular del eslabón de longitud 1/2. y masa w . q,„ la 

posición angular del ro tor del motor . 7 representa la inercia del es labón. J es la inercia 

del motor , k es el coeficiente de rigidez de la art iculación flexible. D es la fricción viscosa 

del mo to r . B¡ representa el fricción viscosa del eslabón, g es la aceleración gravi tacional : 

y finalmente, u es el vector de torques del ac tuador . 

P a r t i e n d o de las expresiones que describen al s is tema ( £ u ) . se define el s iguiente 

cambio de coordenadas : 

•''i = <7m la posición angular del rotor del motor 

~ (l„, la velocidad angular del motor 

•i':í - k(q - qm) representa la fuerza elástica 

•i'-1 = ' <?s la variación de la velocidad elástica. 

Entonces , se obt iene el siguiente modelo dinámico del robot 

•7 Qm -rB qm +k{qm - q) = u 

I Q +B¡q -L-mgl sin(g) - k{qm - q) = 0 

r 
Xi~ X-2 

x.2- {-BIX2 - mgl sinixx) + k(x3 - arj)} j l 

•r4= {— BXA - k(.r3 - xx) + u}/.J 

y = xi 



—2 i 
s iendo por nosotros definida la cons tan te 3 = - . la cual no deberá confundirse con la 

K 
cons tan te empleada en la técnica de per turbaciones singulares ( ver Capí tu lo 5). 



A h o r a , e f ec tuando un cambio de variable de la forma c = <J> ( .r) . se obiene 

= 

q2 — x2 = LfXi 

í3 - -{Blx2-i-mglsm(x1)-k{x3-x1)}/í = L2
fx1 

U = ~ { A x2 +mgl{xl) cosixt) - k{x3 -.*i)}/7 - L3
fx: 

P u e d e ser fáci lmente verificado que la mat r iz Jacob iana de <í> (.t) con respecto a <;. es 

invert ible pa ra toda <; e R4. 

Entonces , el s is tema ( S u ) se t r ans fo rma en el siguiente sis tema no lineal linealizable 

por re t roa l imentac ión . el cual está dado por 

<. 1 = S 2 

S_> - <T:s 

*3 = U 

S"4 = Ü ( í ) T J ( Í ) I Í 

d o n d e 

n ( s ) = -I~'2B { - r l B (i?,) - mglx2cosf.rO + k(x, - x2)} + 

-rl-'mglx^ sillín) - I-'-rnglR, cosfrj) - I~ik{rlR1 + J~lBmxA + k {x3 - Xl)} 
y 

J Í O - / " 1 ^ 1 

con 

Ri = —B¡x2 — mgl sin(xi) + £(2*3 - .tj) 



Cons t ruyendo u n observador de al ta ganancia para el s is tema anterior , se t iene el 

s iguiente s i s tema ( ver [18] ) 

í i = £2 - 4 0 ( ? i ~y) 
A 

A A r n > l h \ ?2 = C3 -y) 
A 

= u —3^-(ci - y ) 
A o /A 

í 4 = Q Í ^ + ^ Ü - ^ - ^ ) 

Con el observador de es tado anter ior se puede obtener la es t imación de las variables 

no medibles. Entonces , la expresión del control aplicado es de la forma: 

seleccionando los polos . so obt ienen lo> siguientes valores para las o,.: Oí = 25G o> = 

2 Ó G . Í 7 3 = 9 G A 3 = 9 6 . Y a 4 = 1 6 

3.3.1 Resultados de Simulación 

E11 esta sección, se presenta los resul tados en simulación de un a lgor i tmo de control 

basado en un observador. 

P a r a llevar a cabo esta aplicación, se consideraron los siguientes valores de las condi-

ciones iniciales. 

Las condiciones iniciales para el s is tema fueron seleccionadas como: xx (0) = 0.5. X>(0) = 

0.5. £3(0) = 0. x 4 (0) = 0.5. Pa ra el observador, las condiciones a rb i t ra r ias ^ (0) = 0.02. 

C2 (0) = 0.01. £3 (0) = 0.002. £4 (0) = 0.003. El p a r á m e t r o de sintonización del observador 

fue seleccionado como 0 = 3. 

La señal de referencia para la t rayectoria deseada yR{t) en la posición del motor , se 

u 
•3(0 



estableció como: yji{t) = sin(¿). 

Se puede apreciar en la Figura (3.2) que para el controlador p ropues to basado en 

el observador , el e s tado x\ sigue a la t rayector ia de referencia yn(t) con un excelente 

desempeño, a pa r t i r de 6 segundos, mient ras que en la Figura (3.3) se mues t ra la conver-

gencia del e s tado x2 hacia d{yR{t))¡dt. E n la Figura (3.-4). se i lustra el compor t amien to 

del cont ro lador p ropues to u. mient ras que en las Figuras (3.5) y (3.6). se mues t ra las 

variables de e s t ado xx y x2 con su respectivo es t imado proporc ionado por el observador. 

/ 
/ 

/ 
Usegj 

Figura 3.2 El es tado x: y la señal do referencia x 



tí 4> iff M 

Figura 3.3 El es tado x2 y la señal xref 

Codes' g 



ti IW 

Figura 3.5 Es t ado xi y su es t imado 

*l*t> 

Figura 3.6 E s t a d o x 2 y su es t imado x 2 

3.3.2 Conclusiones 

E n este capí tu lo , se propuso un controlador basado en un observador de a l t a ganancia 

p a r a una clase de s is temas no lineales, el cual es linealizable por re t roa l imentac ión de 

salida. Los resul tados se aplicaron al modelo del robot flexible. 



Capí tu lo 4 

M é t o d o Algebraico Diferencial 

4.1 Introducción 

Varias técnicas en el diseño de control a dores lian sido propuestas , desde diferentes per-

spect ivas. pa ra la estabilización de s is temas no-lineales. Recientemente , un número con-

siderable de t r a b a j o s lian es tudiado el problema del control de robo t s manipu ladores con 

flexibilidad en la art iculación. Es te problema t iene un interés t a n t o prác t ico como téorico. 

Porque , desde el p u n t o de vista práctico, se debe considerar el efecto de la elast icidad en 

el robot pa ra diseñar las leyes de control: y desde el p u n t o de vista téorico. el número 

de grados de l iber tad es dos veces el número de acciones de control, y las propiedades de 

igua lamiento ent re las no-linealidades y las en t radas se pierde (ver [6]. [29]). 

E n la l i t e ra tura , se puede encont ra r diferentes esquemas de control pa ra s is temas no-

lineales. Muchos de estos esquemas util izan controladores por re t roa l imentac ión es tá t ica . 

Su diseño es tá basado en técnicas de control adapt ivo. per turbac iones singulares, teoría 

de control no-lineal, y esquemas de control de Lyapunov basados en la energía, o m a s 

rec ien temente en esquemas basados en desacoplamiento, backstepping. o pas ividad ( ver 

[ 6 ] . [ 2 9 ] ) . 

Por o t ro lado, un número considerable de investigadores han es tud iado los problemas 

de es tab i l idad y seguimiento de salida de s is temas dinámicos usando has ta hoy la más 



común de las he r ramien tas ma temá t i ca s en la teoría de control de s is temas no-lineales: 

Geometría Diferencial. Sin embargo, si las no linealidades involucradas en el s is tema 

son t o d a s polinomiales. entonces existen métodos del algebra diferencial que pueden ser 

ut i l izados en su lugar. Ha sido mos t r ado por M. Fliess. que el algebra diferencial es una 

he r ramien ta na tu ra l pa ra t r a t a r con s is temas polinomiales. 

E n es ta técnica de control t r a t a m o s los problemas de es tabi l idad y seguimiento de 

salida pa ra s is temas no-lineales, desde la estrategia de linealización del error por rotroal-

i inentación d inámica . Es t e enfoque está basado en la forma canónica de observabi l idad 

general izada ( F C O G ) y la forma canónica de controlabi l idad generalizada ( F C C G ) de 

Fliess. las cuales son fáciles consecuencias del teorema del e lemento pr imit ivo diferencial 

( ver ref. [15. 1G. 28] ). Recordando que. desde el compor t amien to ex te rno del s is tema, la 

fo rma ( F C O G ) de Fliess es una descripción generalizada de los es tados del s is tema donde 

en general , las ecuaciones de es tado dinámicas son dependientes del control, incluyendo 

un número finito de der ivadas del control con respecto al t iempo. 

El control ador que se p ropone en esta tesis es ob ten ido por medio de linealización 

exac ta fie la d inámica del error de seguimiento. Es te controlador es una función del 

vector del error de seguimiento el cual es. en general, parc ia lmente medible. por lo que 

es necesario est imarlo. Un observador de alta ganancia es ut i l izado para es t imar el error 

de seguimiento pa ra implementar nues t ro controlador. F ina lmente , para garant izar la 

es tabi l idad del s is tema en lazo cerrado, se presenta un análisis de es tabi l idad. 

Es t e cap í tu lo está organizado como sigue: La sección 4.2. in t roduce a lgunas defini-

ciones y notaciones. Los problemas de estabilización y seguimiento de salida por medio 

de u n observador exponencial , ut i l izando el enfoque algebraico diferencial, son t r a t a d o s 

en la sección 4.3. E n la sección 4.4. se in t roduce un modelo ma temát i co , p a r a describir 

el c o m p o r t a m i e n t o de un brazo manipulador con flexibilidad en la ar t iculación. E n la 

sección 4.5 los resul tados de las simulaciones usando nuestro esquema de control son 

presentados . 



4.2 Formas canónicas de observabilidad y controla-

bilidad generalizadas. 

Comenzamos esta técnica de control, in t roduciendo a lgunas definiciones y notaciones 

úti les en es te capí tu lo ( ver bibliografía [13, 15, 16] ). 

D e f i n i c i ó n 1: Una extensión del campo diferencial L/I< es dado por dos campos 

vectoriales K y L. tales que : i) K es un subcampo de L: ii) la derivación de I( es la 

restricción para K de la derivación de L. 

D e f i n i c i ó n 2: Sea u un escalar diferencial indeterminado y sea I< un campo difer-

encial. con deriva//ón denotada por ' 

Una d inámica G - K ( u ) es definida como una extensión finita algebraica generada 

diferencia lmente del c a m p o diferencial K(u). donde K(u) denota el campo diferencial 

generado por A' v los elementos de un con jun to finito a = (iíL. ti2 um} de cantidades 

diferenciales. 

D e f i n i c i ó n 3: Considere un subconjunto {u. ¿/} de G en una dinámica G/K u £ 

elemento en G es llamado algebraicamente observable con respecto a {u.y} este es 

algebraico sobre Kiu.y} . Esto significa que x 0 puede se r egresado como una ;VL ón 

algebraica de las componentes de {u. y} y un número finito de sus derivadas con rem:To 

al tiempo. Por esto, un estado x' es llamado algebraicamente observable si y solo si este 

es algebraicamente observable con respecto a {u,y}. 

n 



D e f i n i c i ó n 4: Una dinámica G/K(u) con variable de salida y en G es llamada 

algebraicamente observable si y solo si cualquier estado (generalizado) también lo es. 

De acuerdo a el teorema del e lemento pr imit ivo diferencial existe un elemento 6 e G 

ta l que G = El grado de t rascendencia n de G/K{u) (ver [10.13.15]). el cual 

d71 F 

es igual a la d imensión del s istema, y es el entero mas pequeño £ ta l q u e es K ( u ) -

a lgebra icamente dependien te en j | . f t . • • •. j la cual es una base t rascendente de 

G/K(u){ ver [13. 16. 17]). 

Definiendo el siguiente cambio de variable de la forma £t = ^ r r f : 1 < ¿ < n. Es 

claro que {É ,}"^ eh t ambién una base t rascendente de G/K{u) . A par t i r de aqui. una 

generalización no-lineal de la forma canónica del controlador es dada por 

f 1 < i < » - 1 
n ( ñ n C u du d-U \ . n

 i 4 " i > 

donde D £. </. ^ . • • • . os un polinomio con coeficientes en K. Si uno puede 

resolver locahnente para ^ en la segunda ecuación de Í Z 4 ) . uno obt iene un sis tema 

explícito de ecuaciones diferenciales de primer orden, conocido como la Forma Canónica, 

de ControlabUidad Generalizada (FCCG) . 

1 < i < n - 1 

_ T ( f „ du . . . d Z u \ 
dt u - d f • 1 F ) 

para un entero es t r i c tamente positivo. 

Ahora, sea y eí escalar de salida y sea n el entero mas pequeño tal que ^ es a lg 

bra icamente depend ien te en 

dy dn~ly du d^u 



es decir significa que: 

dny r ( dy dn~ly du «fu 
= -L0 y — — r . u. 

dtn V' dt' ' dtn~l ' ' dt' ' df 

U s a n d o el siguiente cambio de variable = para 1 < ?' < n. entonces uno puede 

escribir una representación local del espacio de estado, la cual t iene ía forma especial de 

una Forma Canónica de observabihdad Generalizada (FCOG) : 

(ZGOCF)• ' 

= ^ l < i < n — l 

^ = -L (n v ••• ^ii dt yi-u- dl • • díu ) 

y = 'h 

para u un en tero positivo. 

4.3 Un enfoque algebraico diferencial para estabi-

lización asintotica y seguimiento de salida. 

Considere el s iguiente s is tema no-lineal 

SL) • 
x=f(x.u) 

y = ") 
(4.2) 

donde x = ( m . • • •. ,r„) e /?". {Ul um) € R™. y e R. f y h son asumidos como 

polinomios en sus argumentos . El s is tema (4.1) se supone universa lmente observable 

(ver [13. 15]) con compor t amien to externo descri to por ecuaciones de la fo rma 

dt» °V' dt''"' dt«-i 
y du d''u 

dF 

donde L0 es un polinomio de sus argumentos . 



Definiendo loca lmente r¡t = 1 < i < n. nosotros ob tenemos una forma explícita 

del s i s tema (4.1) de la manera s iguiente: 

1 < ? < n — 1 (4.1) 

r / du d~'u\ , s 

^ - ^ ( " • " • r f T 1F) ^ 
Ahora , sea yR{t) una función de referencia de salida prescri ta la cual es diferenciable 

al menos r> veces. El problema de seguimiento de salida asintót ico consiste en buscar un 

cont ro lador d inámico descri to por una ecuación diferencial ordinar ia escalar var iante en 

el t i empo , la cual es pos ib lemente implíci ta, y que t iene como salida: 

a ) La señal de referencia de salida yR(t). j u n t o con un número finito de sus der ivadas 

con respec to al t i e m p o 

d'VR. 
—;— 1 < 1 < n 
dt' ~ ~ 

y 
b ) Las coordenadas de es tado i)l de el s is tema. 

El cont ro lador es supues to para produci r una función escalar u. lo cual obliga a la 

salida y para que tenga convergencia asintót ica a la señal de referencia yR(t) . 

Definimos ahora una función de error de seguimiento de salida e{t) como la diferencia 

en t re y(t) y la señal yR{t) : 

E ( 0 = ! / ( ' ) - ( 4 . 3 ) 

Por definición, r¡, es igual a la { / - l ) -es ima derivada de t i empo de y(t). es to es r¡i — 

para 1 < i < n.. Entonces , nosotros tenemos lo siguiente 

d'e{t) d'yR(t) 
= C4-4) 

dne(t) dqn dnyR(t) ( du d"u\ d"yR{t) 



Sea p(s) = sn + X Ü o 1 a ' s ' u n pol inomio Hurwi tz . Po r d isponer d e una d inámica 

a u t ó n o m a lineal invar ian te en el t i e m p o para la función del er ror de seguimiento: 

d»e{t) d>e(t) 

i=0 

se s igue q u e las ecuaciones (4.5) . (4.6) y (4.7) pueden ser reescr i tas como 

1=1 n ' 

e s to es 
r i du d"u\ d n y R ( f ) ^ ( d1yR(t)\ 

n-•••• i f ) = - W - - g ("< " " ^ J ( 4 ' 8 ) 

O b s e r v a c i ó n 1. La ecuación diferencial escalar vanante en el tiempo (4.9) im-

plicitamente define u. la cual da estabilización asintotica hacia cero para el error de 

seguimiento, de una manera enteramente prescrita por el diseiio del conjunto de coefi-

cientes constantes {oo. «i. • • •. o,,_i}. 

Ahora def in iendo e, = ' ' d l . -V • pa ra 1 < i < n . como las c o m p o n e n t e s de u n vector 

de er ror T = Col (ei . e-¿. • • • • c„ ). noso t ros ob tenemos 

de, 
— = £ , _ ! . 1 < ¿ < n — 1 (4.9) 

den 

T i r = " 2 > - ^ (4-10) dt 
1 = 1 

ó bien en fo rma c o m p a c t a 

(4.11) 



donde 

_ ¿ • ¿"A dnyR{t) 

con el vector de señales de referencia dado por 

7 i= 1 

vR(t) = Col(yR. dyR _ dn~ yR 

dt dt"-1 

(4.12: 

F = 

0 0 ••• 1 
y —rio • • • - " „ - i 

El origen, c = 0. es un p u n t o de equilibrio para la dinámica del error de seguimiento 

(4.10).(4.11). Nosotros asumimos que u de (4.13) está definida pa ra todo t iempo, y está 

aco tada pa ra todas las funciones aco tadas yR(t) las cuales t ambién exhiben derivadas 

aco tadas . Xo te que el controlador por re t roal imentación dinámica depende sobre el 

vector de es tado de la dinámica del error de seguimiento, la cual deberá ser e s t imada por 

medio de un observador. 

Ahora , escribiendo el s is tema (4.10) como sigue: 

de í dyR dnyR du 

donde los e lementos de la matr iz E son dados por 

di" 

E,j = 1 = 
1 si i = j - 1 

0 si 



y 

dnyR d»u 

O 

Entonces , la est imación del error de seguimiento e{t) = y{t) - yR(t) es dado por un 

observador exponencial ( Ó ) de la forma 

O 
d" ' 'ir> , , <ia 
iln-i • di • dt" 

donde S0 = diag (tí. tí2.0:i $"). para algún 6 > 0 y I\ = (A'i.A'o A" n ) r . K es 

seleccionado do tal forma que a (.4 - I\C) C R~ (detalles adicionales pueden encontrarse 

en la bibliografía [17. 29]). 

Sea 

dnyR{/) 
di" 

J ^ a ^ j é , - 0 
1=1 

y a, el control resul tante basado en el observador desde <t( U¿. yR{t). é(t)) = 0. 

La dinámica de é(t) y e 0 ( 0 = c(t) - e(t). (el error de seguimiento es t imado y el error 

de observación, respect ivamente) , son dados por: 

dyn 
dt • 

d">JR du¿ 
dt" • Ue- dt % = Eé(t)-Y-{c(f).yR. 

S0K[Cé(í) - ei(t)¡ 

= (E - A0KC) e0(t) + é(t)) 

• dt" ) 

El s is tema anter ior puede reescribirse mediante un cambio de variable en el siguiente 



s is tema. 

( E r ) : 
^ - F é - r ^ / c è o 

= 0 ( E - À'C) eo (f) + A ^ Ó ^ A , " 1 è 0 ( 0 - è ( t ) ) 

donde 

e0=A/c0. = C±0 = OC. = diag .d~2 0~") 

y 

- | 7 llM . . . l,nyR du¿ dv uf \ 
6$(€Q.é)= !'R- dl ' ' f" «'" 

- ' (c ?/D íiíífi . . . <ia± . . . \ 
r \L-DR• dS • • dt- • di • • HF^) 

In t roduc i remos las siguientes 

Suposiciones: 

A l ) H>{ A 0 f 0 (t).¿(t)) (,>, global mente Lipselutz en R" con nspecto a So f 0 ( 0 // 

uniformemente con respecto a é{t). 

A 2 ) Lab s(íwles u¿. yR{t) y m/.s derivada* de ord( n superior hastu n al menos están 

acota das. 

Entonces , nues t ro principal resul tado puede establecerse de la siguiente mane ra : 

T e o r e m a 1: Considere u{ la retroalimentación dinámica de estado lineal/zante la cual 

es solución de rr(u¿. yR{t). c(t)) = 0 .Supongamos ademas que Al y A2 son satisfechas. 

Entonces el sistema en lazo cerrado (Er) con control ué es global mente asintóticamente 

estable (ver [11] ). 



4.4 Controlador dinámico basado en el observador 

para manipuladores con articulación flexible 

E n e s t a sección del Capí tu lo , noso t ros ap l icamos los resu l tados ob ten idos en las secciones 

an te r io res p a r a t r a t a r con los p rob lemas de estabi l ización y seguimien to de sal ida, de un 

b r a z o robo t d e un s imple es labón y con ar t icu lac ión flexible. 

M o d e l o M a t e m á t i c o 

B a s á n d o n o s en la formulac ión Lagrang iana . el s i s tema d inámico q u e descr ibe el com-

p o r t a m i e n t o de u n b razo robo t de u n s imple es labón y con a r t i cu lac ión flexible es 

o b t e n i d a , desde el Cap í tu lo 3. 

En tonces , el mode lo d inámico ( £ u ) . d e l brazo robot m a n i p u l a d o r , r ep re sen t ado en 

es tas c o o r d e n a d a s resul ta ser de la s iguiente fo rma: 

£,/) = < x2= — A'̂ .to + k\ ./*3 + k\u 
(4.13) 

, r 4 = {— A-jA*3 sin(.i"Á'3 + .ri) - k4x3 - k7x2 - k63x, - kiu}/"! 

d o n d e 3 = es una cons tan te , la cual no deberá confundi r se con la c o n s t a n t e ut i l izada 

en la técnica de pe r tu rbac iones singulares. 

E n el mode lo del s i s tema ( E u ) . las cons tan tes k,. son las siguientes: ki = 7: k2 = 7: 
•J í 

k-¿ = mgl: kA = kx + k2: A-5 - j-: k& = f : k7 = ke - k5: u = r. 

O b s e r v a c i ó n 2: El sistema ( S A / ) tiene diferente grado relativo, cuando la salida 

del sistema y es considerada como la posición del motor xi. en lugar de la posición del 

eslabón z = X\-f 3.13. 

E s t o es deb ido a las s iguientes consideraciones: 

1) Si noso t ros cons ideramos c como una sal ida, el s i s tema resu l ta d e n t r o de un s is tema 

con g rado re la t ivo igual a 4. Entonces , el s i s tema r e su l t an t e puede ser e x a c t a m e n t e 



l inealizado por medio de una re t roal imentación estát ica . Es ta re t roal imentación de es tado 

es una func ión de la posición, velocidad, aceleración, y sacudida ( y ). las cuales son 

m u y difíciles de medir en la práct ica . 

2) Ut i l izando la posición del motor X\ como la salida del s is tema, esta resul ta ser de 

g rado re la t ivo 2. Por esta razón, la aplicación de nues t ra técnica nos pe rmi t e ob tene r un 

cont ro lador d inámico de segundo orden (detalles adicionales pueden ser encont rados en 

la bibliografía [29]). 

C u a n d o nosotros consideramos el s is tema linealizado en el p u n t o de operación, la 

d inámica cero sigue siendo de fase mínima. Sin embargo, esta propiedad de la dinámica 

cero es una función del pa r áme t ro D. El hecho de que S / 0 es crucial pa ra que el 

robot flexible esté en fase mínima. Si B = 0. nues t ra técnica no puede ser apl icada, y 

la d inámica cero resul ta ser oscilatoria. E n la práct ica, esta condición es verificada para 

muchos manipu ladores mecánicos. 

La siguiente t ransformación de coordenadas dependientes de la e n t r a d a nos pe rmi t e 

ob tener una forma canónica de obscrvabilidad generalizada (FCOG) . 

Definiendo el e lemento primit ivo diferencial i¡[ = .¿j las siguientes relaciones se 

cumplen 

y = ¡h= 

y= }-)., . ,r_> 
(4.14) 

y~ '13 = -h¿'2 — + k\u 

y— i¡A = (k'3)2x2 ~ A'iA"5.r3 + k\3 \r4 + k^k^u + ki u 

j / / . U. U. y J es una base de t rascendencia de R {u. y) ¡R (u) la cual representa la 

d inámica de la ecuación (4.2). El g rado de t rascendencia de R ( u . y ) / R ( u ) es dado 



por d°tr (R (u. y) ¡R (u)) = 4 y su t ransformación inversa correspondiente es 

Xi = r¡ j 

x2 = rj2 

= (̂ 3 + hn-2 ~ ki u)/ki 

X4 = J(r]4 - (k5)2x2 + M5.T3 - k:k-0u - k¡ u) 3 /kx. 0 

(4.15) 

La ma t r i z Jacob iano de la t ransformación de coordenadas de es tado (4.3) es d a d a por. 

J = 

' l 0 
0 1 

0 -k5 

( h f 

o 
o 

0 
0 
o 
-z-1 — k\k 5 k\3 j 

la cual es c l a ramen te no singular si 3 es diferente de cero. La forma canónica de contro-

labil idad general izada ( F C C G ) para el s is tema (4.2) es entonces. 

'/l= '/2 
n-i= 'h 

t¡4= -klk2k2l3 " s in{3 ' [k b i ] 2 - k\u + q3]/A'i + t^) - 3 ~{kxk7 + A-4A\5}r/2 

+ h-M'h ~ {h + " " + k.ke^ + k ^ 

, y = m 

Fina lmen te , el compor t amien to externo del s is tema es d a d o por 

ííli de* 

(4.16) 

% + U-5 + + - A-5A-6}^ + 3 - { h k 7 + A-4A-5}g 

+ M - 2 f c 3 3 " 2 s i n ( J 2 [ * 5 2 j - S - + y) + ~ h } u - M - e g - fri^ = o 

(4.17) 

Ahora , sea yn{t) una t rayectoria de referencia de salida deseada de la posición angu-

lar. Der ivando la referencia de salida deseada y/?(i) has ta la cuar ta derivada, nosotros 



podemos apl icar el controlador d inámico 

con n = 4 y 7 = 2. 

Def iniendo el error de seguimiento como ef í ) = x: - yR{t). uno obt iene basandose 

en los resu l tados de la sección 3. el s is tema de ecuaciones diferenciales que descr iben la 

d inámica del error de seguimiento como: 

r / e zr , 
— = ¿ e - 1 - r - ( C j . e2 .P3 .<"4- ! J f í -

donde 

<hjR d2yR d3yR dhjn du d2u 
dt ' dt2 ' dt3 ' dtA ' ' dt ' dt-• " • - n - - J 7 T • VTE = ei (4.18) 

1 si ; = j - 1 

0 si i ¿ j - 1 

dAyR du d2u 
~dtr'u'~dt'~di2 

dt4 / 

Dado que el s is tema (4.7) es observable nosotros proponemos el s iguiente observador 

no-lineal exponencia l ( ver bibl.[23]) para la est imación del error de seguimiento 

de 

éi = E e + * e ( t ) - y R -

dAyR dué d2u-( 

dt4 . US. 

dt ' dt2 - A 0K [Ce(t) - ei(t)} (4.19) 

La linealización exacta de la dinámica del error de seguimiento puede ser ahora com-

ple tada . igua lando la úl t ima ecuación diferencial del s is tema (4.7) a una expresión lineal 

invariante en el t i e m p o en las coordenadas del error (ver [2]) 



T ( du d2u\ A/?(0 A 

' 1 = 1 

donde 

-L0 (vR(t) + e.u. - -WtkaT2 sin(T/A'i[A'5 (e2 + - * , U + e3 - + e, 

- ^ ( M v + A4A-5) {e2 + - [kj~32 + M ' e } {c 3 + 

- + h ) {e 4 + + k . /T f {k< - A-J u ~r A ^ g + k ^ 

(4.20) 

Entonces , escribiendo en las coordenadas originales la ecuación del controlador d inámico 

se sigue que: 

+ («3 - *3 ) § + ( H - «2 " A-,a3 - A'! J ~ 2 ) u = k2k~r2 sin ( T 2 . r 3 + x ^ 

+ ( W ~ 2 + k ¡ ~ " i ~ M í - .r, - ( § i - A'? - n2 - O3A-5) .r3 - f ^ i (4.21) 

+ ^ {k5 + h ~ a3}x, + + a3~¡fr + ^ a ^ + a0yR) (A',)"1 

y el desempeño d inámico deseado puede ser obtenido seleccionando nosotros adecuada-

m e n t e o j . (7o. a 3 . 

Sin embargo, este controlador depende de todos los es tados los cuales no son todos 

medibles. Pa ra vencer esta dificultad nosotros reemplazamos el e s tado que es e s t imado 

por el observador . Para desarollar este procedimiento, t o m a m o s en consideración que 

la t r ans fo rmac ión inversa es dada por (4.4). de ta l forma que escribiendo las ecuaciones 

anteriores, en té rminos del error de seguimiento, obtenemos: 

= ei - yR 
= * + ^ 

= {e3 + ^ + fcs(e2 + í ? ) -

x , = {e4 + d-^ + A-5(e3 + 



Ahora r eemplazando los es tados es t imados por (4.8) ob tenemos 

A A 
xi=e\ +Vr 
A A j 
z 2 = e 2 

* 3 = { e 3 + k 5(e 2 _ k i v } / k i 

{^4 + h(e3 - k ^ h / 3 dt'¿ ' ni di 

Entonces , el controlador dinámico como una función de los es tados es t imados es dado 

por 

^ + ke^ff - - ky}ue = ~k2k^23sm(3~ x3 + 

-T2±{kík7 + kAk5} ía - ¿ { ^ + k-0kñ} x3 

- { h ' M ¿4 - ^ { i . + + 

Se calcula el control ue de la ecuación anterior en té rminos de las variables de estado, 

y el valor r e su l t an te se in t roduce en el sistema dinámico. 

4.4.1 Resultados de simulación 

Ahora , mos t r a remos como el controlador d inámico basado en el observador es implemen-

t ado para el modelo del brazo robot con flexibilidad en la ar t iculación. Las simulaciones 

numéricas (ut i l izando SIMXOX) fueron realizadas con los siguientes pa ráme t ros 

kl = 3.33 (m-Kg)~l: k2 = 1.0 {m2Kg)~l: kA = 5.0 .Ym: A-, = 4.33 {m2Kg)~l 

k-3 - 0.333 .s"1: kQ = 0.1 s~l: k7 = - 0 . 2 3 3 a" 1 : h\ = 100 .V /{ni rad~l). 

Todas las condiciones iniciales, t a n t o para el s istema, asi como para el controlador 

d inámico fueron escogidas como cero. La t rayectoria de referencia deseada yñ{t) p a r a la 

posición del mo to r fue puesta igual a: 

yR{t) = 0 .5s inf 

La pr imera t a rea para nues t ro controlador propues to basado en el observador fue el 

de seguir la t rayector ia deseada yn{t). La figura 4.1. muest ra el e s tado y la t rayectoria 



deseada. Se puede observar que la t rayector ia xi converge hacia la t rayector ia deseada 

yR(t). La figura 4.2 nos mues t ra el e s tado x2 v dyR/dt.en la que t ambién se puede apreciar 

una convergencia en un t i empo de 1.5 segundos, pa ra el seguimiento de la t rayector ia 

del brazo robot manipulador . F ina lmente la figura 4.3 describe el controlador obtenido, 

p ropues to en és ta técnica de control y el cual es aplicado al s is tema. 



Figura No. 4.3 Grafica del control u 

4.5 Conclusiones 

En este Capí tu lo , hemos propues to un controlador basado en mi observador para una 

clase de s is temas no-lineales. En lo par t icular , hemos dado condiciones suficientes, pa ra 

garant izar la es tabi l idad del sistema en lazo-cerrado incluyendo el observador de estado. 

Una conexión ent re las ganancias del observador, y las ganancias del controlador . nos 

permi t ie ron ob tener el origen globalmente as in tó t icamente estable. La aplicación de esta 

técnica en el caso del modelo del brazo robot manipulador , nos permi t ió obtener , un buen 

desempeño en el seguimiento de la trayectoria a seguir por el brazo robot manipu lador . 



Capí tu lo 5 

M é t o d o Basado en Per tu rbac iones 

Singulares 

En este Capí tu lo se p ropone un controlador basado en un observador pa ra una clase de 

s is temas no-lineales s ingularmente pe r tu rbados . Por o t ra pa r t e se dan las condiciones 

suficientes pa ra garant izar la estabi l idad del esquema de control basado en observadores 

del s is tema en lazo cerrado. Los resultados en simulación presentados al final del capi tulo 

nos sirven para i lustrar la aplicación de esta técnica de control para un modelo de un 

bi azo robot manipu lador con flexibilidad en la ar t iculación 

5.1 Introducción 

D u r a n t e estos úl t imos años, se han realizado impor t an te s t r a b a j o s de investigación hacia 

el p roblema del control de brazos robot con art iculaciones flexibles, en t re estos se pueden 

señalar: Técnicas de linealización por re t roal imentación. técnicas de per tu rbac iones sin-

gulares. técnicas de modos deslizantes y técnicas adapt ivas . Todas es tas técnicas han sido 

propues tas p a r a resolver el problema (ver. e. g. Brogliato et al 1995 y las referencias 

incluidas en estos, Kokotovic et a! 1993. Bat t i lo t t i y Lanari . 1995, Slotine y Hong 1986). 

A ú n c u a n d o el modelo considerado en esta tesis es comple tamente Iinealizable via 



re t roa l imentac ión de estado, las técnicas pa ra la estabilización por re t roa l imentac ión 

de sal ida a lgunas no se aplican, ó bién solamente logran estabilización en con jun tos 

compac tos a t ravés de un observador de al ta ganancia (ver e.g. Ba t t i lo t t i y Lanar i . 

1995). 

Rec ien temente , la técnica de control de robo t s flexibles t iene ba s t an t e a t r ac t ivo pa ra 

la investigación. Los algori tmos de control de es t ruc tura variable pueden clasificarse den-

t ro de los siguientes: i) métodos de Jerarquización: ii) métodos basados en la es tabi l idad 

de Lyapunov y iii) mé todos de linealización. Sin embargo, todos estos mé todos t ienen 

caracter ís t icas en común, tales como 1) variedades deslizantes son seleccionadas como 

hiperplanos: 2) las leyes de control dependen a l t amen te en la superficie desl izante especi-

ficada. es to es. diferentes variedades deslizantes requieren un rediseño del controlador 

correspondiente : 3) el cálculo de las ganancias de switcheo está basado en el conocimiento 

de los l inderos ó limites en cualquier e lemento de las matr ices del s is tema. 

E n S tepanenko y Su (1993) un controlador deslizante que depende esencialmente 

de la selección de una variedad deslizante, es propues to usando var iedades no-lineales, 

suponiendo el conocimiento de los limites en la p lanta , la cual vence las ú l t imas difi-

cu l tades y proporciona una rápida convergencia. Las variedades diferenciales no-lineales 

ogrecen una rica variedad de diseños a l ternat ivos en comparación con las variedades 

lineales. 

Por o t ra par te , el diseño de observadores para brazos robot con ar t iculación flexible 

es un p rob lema interesante en la teoría de control, asi como t ambién de gran impor-

tancia prác t ica . E n efecto muchas técnicas de control pa ra estos robots requieren del 

conocimiento de cua t ro variables pa ra cada art iculación, las cuales pueden ser cualquiera 

de las posiciones y velocidades de los motores y de los eslabones ó bién posiciones, ve-

locidades. aceleraciones y jerks de los eslabones. Algunos resul tados interesantes fueron 

publ icados por Tomei (1990). 

Más rec ientemente , una le}' de control por re t rol imentación de es tado (ver [13]). 

basada en un observador no-lineal, usando métodos de pe r tu rbac ión singular , es diseñada 



para una c ier ta clase de s is temas no-lineales, la cual admi te una pe r tu rbac ión singular , 

pa ra las t rayector ias variantes en el t i empo del seguimiento deseado, que requer imos de 

los brazos robo t s manipuladores . 

El modelo del robot con art iculación flexible puede ser dividido en dos subsis temas: 

los subs i s temas len to y rápido, donde las variables lentas son la posición y las velocidades 

del es labón y las variables ráp idas son las fuerzas élasticas y sus der ivadas con respecto al 

t iempo. E n Ba t t i l o t t i y Lanar i (1995) las posiciones del es labón y la fuerza élastica son 

medibles y las o t ras variables no. debido a razones económicas o restricciones de carác ter 

técnico. Po r esta razón, se p ropone un observador deslizante para es t imar estas variables. 

Adic iona lmente proporc ionamos un análisis de es tabi l idad del s is tema aumen tado . 

E n esta técnica un modelo simplificado es cousiderado. y asumimos que la posición 

del eslal)ón está disponible pa ra su medición. E n suma, una ley de control basado en las 

técnicas de m o d o deslizante para una clase de s is temas no-lineales de s is temas singular-

men te pe r tu rbados , recientemente repor tados en Alvarez y Silva, es apl icado al modelo 

de 1111 robot manipu lador de un simple eslabón. Adicionalmente . un observador no-lineal 

de al ta ganancia propues to por Busawon y otros en 1998. es d iseñado para esta clase de 

sistemas, y t ambién es aplicado a nuestro modelo de robot manipu lador con flexibilidad 

en la ar t iculación. 

Es t e capí tu lo está organizado de la siguiente forma. E n la Sección 2. b revemente hace-

mos la referencia del modelo del manipulador considerado en esta tesis. E n la sección 3. se 

t iene el diseño de un controlador basado en la técnica de per turbac iones singulares. Para 

vencer la dif icul tad de es t imar las variables no medibles. un observador no lineal es d a d o 

en la sección 4. Un análisis de estabi l idad del s is tema en lazo cerrado es p resen tado en la 

sección 5. E n la sección 6. el esquema del controlador basado en el observador ob ten ido 

en las secciones previas, es aplicado al modelo del robot . F ina lmente , los resul tados de 

simulación y a lgunas conclusiones t e rminan el presente capítulo. 



5.2 Modelo del Brazo Robot Manipulator 

Un robot man ipu l ado r consiste esencialmente de p eslabones, in terconectados en p a r t icu-

laciones d e n t r o de una cadena cinemática. Cada eslabón es man ipu l ado por un ac tuador . 

el cual puede ser eléctrico, hidráulico ó pneumát ico . El ac tuador puede es tar localizado 

d i r ec t amen te en la ar t iculación que ac túa ó bién puede ser man ipu l ado a travos de una 

t ransmis ión r emota s i tuada en la base del robot . E n el modelo de un robot rígido se 

supone que los acoplamientos ent re los ac tuadores y los eslabones son pe r f ec t amen te 

rígidos. Por cont ras te , en un modelo de robot con ar t iculación flexible se a s u m e que 

los es labones son rígidos, pero que los ac tuadores es tán acoplados e lás t icamente a los 

eslabones. 

E n esta tesis, se considera un robot flexible de 1111 simple eslabón, el cual es man ipu l ado 

por el eje de 1111 moto r de corriente directa , cuyo rotor está acoplado d i rec tamente a el 

eslabón. El modelo ma temá t i co para este manipu lador fué d a d o en el Cap í tu lo 2 y stis 

ecuaciones son las siguientes: 

I q -lB¡ >1 -mglsm(qi) - k{qm - q) = 0 

(5.1) 
• t • 

J <i,n -D <lm -rk(qm - q) = u 

donde q y qm son respect ivamente las posiciones angulares del es labón y del eje del motor , 

mient ras que u es la fuerza de en t rada desde el ac tuador ( to rque del motor ) . I es la 

inercia del brazo. J representa la inercia del motor . B es la frición viscosa del mo to r . B\ 

es la fr ición viscosa del eslabón . mgl es la carga nominal en el brazo y k es el coeficiente 

de rigidez de la ar t iculación flexible, flexible. El modelo no toma en cuenta la inercia 

del a c tuado r a l rededor de sus tres ejes independientes . Sin embargo, ha sido demos t r ado 

por Spong (1990) que esto representa adecuadamen te la dinámica del man ipu lador y esta 

disponible p a r a el diseño del control. 

51 1 0 2 0 1 2 6 3 8 2 



5.3 Control modo deslizantes en escala de Dos tiem-

pos 

Consideremos la clase de s is temas no-lineales s ingularmente pe r tu rbados , descri tos por 

las asi l l amadas forma estandard singularmente perturbada. 

/i(z) + Fl {x)z + 9l{x)u. x(t0) = x0. (5.2) 

^ h{x) -r F 2 ( r ) ¿ + g2{x)u. z{t0) - (5.3) 

donde x € Bx C R" es el estado lento, z € Bz C Rm es el estado rápido . u e Rr es 

la entrada de control y e G [0.1) es el pequeño parámetro de pertubación. fxy f2. son 

las co lumnas de las matr ices Fxy F2 respect ivamente . gx y g2 son asumidas aco tadas en 

sus componen tes s iendo éstas funciones suaves de x. Bx y B. representa subcon jun tos 

cerrados y acotados centrados en el origen. Fo(i') es supues ta no-singular pa ra toda .r € 

Bx. También se supone que f¡{0) - f>{0) - 0 y. pa ra u = 0. el origen (x. ~) - (0.0) es 

un es tado de equilibrio aislado. 

El s i s tema reducido lento puede ser encontrado, haciendo = = 0 en (5.3). ob ten iendo 

asi el s iguiente sistema lento de orden n 

' \= / ( - r j + g{xs)us. .r4(f0) = ¿o (5.4) 

= /i(-cs) := -F^ixs) [f2(xs) +g2(xs)us] (5.5) 

donde xs. zs y us representan respect ivamente las componentes lenta de las variables 

originales x. z y u. y 

f ( x s ) = f:(xs) - F1(xs)F21{xs)f2{xs) (5.6) 



flOO = 9 i { x s ) ~ F i i x J F ^ i x J g z i x , ) . (5.7) 

E n (5.4) y (5.5), u s ( x s ) denota la re t roal imentación del e s tado lento el cual ún icamente 

depende de xs. D e acuerdo con De Cario et al (1988) y Utk in (1992). la var iedad invariante 

n-d imens ional del s is tema (5.2).(5.3) está pa ramet r i zada por 6 y sabiendo que la variedad 

invariante lenta, es definida por. 

Ms { z € B z c R m : z = he(xs.e) := o(xs.e) + v(xs.e)ues(xs.e)} (5.8) 

donde las funciones o{xs. e). v(xs. e) y u e s(.rA .e) sat isfacen la asi l l amada condición de 

variedad 

R T~ R~ (do DV dii(i \ , , 
h ~ F2o+F2cues + g2uts = e ^ — + — uca + r — I [/i + FiO + Fi (5.9) 

-^ff i"«] (5.1) 

para t o d a xs € Bx y para e suficientemente pequeña, donde el subíndice "e" se {presenta 

para la solución exacta . E n general, es difícil ob tener el subsis tema exacto desplegado 

on M f . asi una aproximación s t andard , usua lmente hecha, es la expansión en serie de 

potenc ias de o. v y u£S a lrededor de e = 0. i.e. una aproximación O(e). Una aproximación 

0{e) para el subs is tema lento exacto es precisamente dado por (5.4) j u n t o con o(-¿v e) = 

- K ' M M * . ) + 0 ( 6 ) . i '( .r„.e) - -F,1 ( x ^ x ^ + 0 ( e ) . u„ ( ; r 4 . e ) - u>(xs) + 0(e). 

h( (,rs. é) = h(xs) + O(e). 

La d inámica ráp ida ( también conocida como boundary layer system) es obtenida 

t r a n s f o r m a n d o la escala de t iempo (lenta) t a la escala de t i e m p o ( rápida) r := (t — f 0 ) f e 

e in t roducc iendo la desviación z desde M.:. i.e. T] := z — he(x.e). En tonces el s is tema 

original (5.2).(5.3) resul ta como: 

dx 
T = r { f i { x ) + Fi{x)[r) + he(x.e)}+gi(x)u} (5.10) 
uT 



fr = H{x) + F2{X)[TI + he(x. E)} + g2(x) 
dr¡ dhe(x. e) dx 

u — 
dx dr 

(5.11) 

d o n d e r]{to) = z0 - h(x0), Z{t) := z{tr + t0). con ? ( f 0 ) = y x{r) : = x(sr + t0). 

con x(t0) = x0. El asi l l amado control compuesto pa ra el s i s tema original (5.2).(5.3) es 

def inido por . 

donde ues y ue} d e n o t a n respec t ivamente las componen te s lenta y rápida de el control . 

La c o m p o n e n t e uef es usada pa ra hacer a M. a t r ac t iva y desaparece r en ella, es 

decir uef{x. 0. e) = 0. Si ues{x.e) y dhe(x.e)/dx e s t án a c o t a da s y x p e r m a n e c e relat iva-

m e n t e c o n s t a n t e con respec to r. entonces el t é rmino e{dhF(x. e ) / d x ) puede ser desprec iado 

para e su f i c ien temente pequeño. D a d o que la ecuación (5.11) define el subs i s t ema re-

ducido rápido, una aproximación O(e) puede ser ob ten ida p a r a es te subs i s t ema u s a n d o 

la ecuación (5.5) y hac iendo r = 0 en (5.10).(5.11). es to es. 

d o n d e iiapx. h(x) = /ie(.r.O) y u¡ son aproximaciones O(e) p a r a r\. hL{x. r ) y utf d u r a n t e 

la capa f ron te ra inicial y / / a p x(0) = co - /»(^o-O). 

5.3.1 Diseño del control en Modo deslizante 

El control en m o d o desl izante pa ra el s i s tema (5.2).(5.3) es d i señado en dos e t apas . E s t o 

es. u n control en m o d o desl izante es d i señado pa ra cada subs i s t ema reducido, i.e. p a r a 

las aprox imac iones 0{e) de los subs i s temas lento y rápido . En tonces a m b o s controles son 

combinados p a r a ob t ene r un control compues to que es ap l icado p a r a el s i s tema (5.2),(5.3). 

P r imero , es d i señado el control lento pa ra el subs i s t ema lento (5.4). P a r a hacer esto. 

u(x. i], e) = u„(2-. e) + uef(x. ij. e). (5.12) 

(5.13) 



consideremos una superficie de switcheo no-lineal (n - r )d imensional definida por. 

^s{xs-Xsd) = 

<JSl (xs. Xsd) 

K
 (7sr(xs- Xsd) ¡ 

= 0 (5.14) 

donde xsd = col{xsdl xsdr¡) es un vector de referencia y cada función rrSi : Bxx Bx —• R 

, i = 1. . . . . r . es una función C 1 ta l que í t S j (0 .0) - 0. El método del control equivalente 

(ver De Car io et al 1968. X a t h a n y Singh 1987. Utk in 1992) es usado para de t e rmina r 

el s is tema reducido lento, restr ingido para la superficie de switcheo lenta rrs(xs.xsd) = 0. 

obten iendo asi el control equivalente lento 

fa* , v 
- i 

« « = - y U ' J 
OXs 

,, . fa* . 
f ( x s ) - -— xid d: 

15.15: 

donde la ma t r i z [d^/d.r , ] / ; ( .* ,) es asumida no singular para toda xs.xsd e Bs. La sub-

s t i tución del control equivalente lento (5.15) en (5.4) da como resu l tado la ecuación en 

modo-desl izante lento. 

Á = Jc{x s-xbd) 4- gL{xs.xid) xsd (5.1G) 

donde 

f t { X ; , . X s d ) = j / „ " -g(xs) 
faS , v " 1 

dx, J 

gt{xs.xsd) = -g[xs) 
' f a s , fas dxsd 

f(Xs) [5.17 

(5.18) 

con In d e n o t a n d o la mat r iz ident idad de n x n. 

Pa ra comple ta r el diseño del control lento se establece (De Cario et al 1988. Utk in 

1992) que. 

u s = u s e + U s \ (5.19) 



d o n d e u s e es el cont ro l equivalente lento (5.15), el cual a c t ú a c u a n d o el s i s t ema r educ ido 

lento es r e s t r ing ido a t r ^ . x ^ ) = 0. mien t r a s que ac túa c u a n d o tra{xa.xsd) ¿ 0. E n 

esta tesis el cont ro l u s y es seleccionado como. 

d o n d e Ls(xs) es u n a m a t r i z definida posi t iva de r x /• cuyas c o m p o n e n t e s son func iones 

reales no- l ineales C° a c o t a d a s de xs. t a l que: 

< PS (5.21) 

pa ra t o d a .rs € Bx con una cons t an te ps > 0. La ecuación que descr ibe la proyección del 

mov imien to del subs i s t ema lento fuera de a 4 ( . r s .a r s d) = 0 es dada por 

(x,.xad) = — jrsrf). (5.22) 

Las p r o p i e d a d e s de es tab i l idad de rr5(.r s . .r5( /) = 0 en (5.22) p u e d e n ser e s t u d i a d a s po r 

medio de la f unc ión c a n d i d a t a de L y a p u n o v r ( . r s . x s d ) = ( l /2) r r f ( .T s . . r 5 d ) rT s ( . r i . . r S ( / ) cuya 

der ivada de t i e m p o a lo largo de (5.22) sa t i s face Y (xs.xsd) = rrj{xs.xsd) as {xs.xsd) 

= -rr{ (./•.,.;i ' , ,/)I,(.r5)n-a(.r s . .r, r f) para t oda xs.xsd € Bx. Excep to , desde las p rop i edades 

do C'1 de rrX'V.í 's,/) uno t iene que ||rrJ(.¡:s. .rS(/) - rrs(0. j-se/)| < | j j s | | y |jrrs(0. < 

^mí \l-L'-<<\ • pa ra t o d a xad e B2 d o n d e lat es la c o n s t a n t e de Lipschi tz de rrs{xs. xsd) 

con respec to a xs y lasd es una cons t an te posi t iva. U s a n d o la p r o p i e d a d de ab < (k/2)d2 + 

( 1 / 2 k ) b 2 . con k € (0. l ) . u n o t iene que 

y (¿s-Xsd) < -pso 1 | |x s | | - psa-2 \\Xsd\\- < ~psQ\ | |x sJ|- d o n d e c^ = £ + laJa^d/k1. 

° 2 = + y € (0 .1) . Asi. la exis tencia de un m o d o des l izan te lento p u e d e 

ser conc lu ida . 

La r e t r o a l i m e n t a c i ó n del s i s tema (5.4) con el cont ro l len to (5.19) da como r e su l t ado 

el s i s tema len to r educ ido en lazo cer rado. xs= fe(xs, 0) -1- ps(x9, xsd. xsd) 



donde 

PÁx-.Xrt.Xri) = fe{xs,xsd) - fe(xs,0) +g(xs)usy + ge(xs.xsd) ísd . (5.23) 

También, desde el aco tamien to de f{xs) y las co lumnas de g(xs). la no-s ingular idad de 

la ma t r i z \dcrs/dxs}g(xs) y la difeienciabi l idad cont inua de <Ts(.rs..rsd). se sigue que. 

ps{xs.xsd.xsd) < ||j:6|| + l2 |[Xsc/|¡ + x s d (5.24) 

para t o d a xs. xsd. xs. xsde i ^ . d o n d e y h son cons tan tes posit ivas. Ahora introduci-

mos las s iguientes suposiciones. 

A l . El equilibrio xa = 0 de xs= fe(xs.O) is ¡ocalmente exponenciahncnte estable. 

A 2 . El vector de referencias xsd{t) y sus derivadas de tiempo xsdy °xsd$on unifonne-

mentc acotadas y satisfacen. 

ta«/l < b i . x i t / < b-i. Xsd < b3 Í5.25: 

para algunas constantes positivas bi.by y 63. 

Por el t eo rema inverso de Lyapunov (ver Khal i l 1990). la suposición A l asegura la 

existencia de una función de Lyapunov U í - r J . la cual sat isface. 

Ci I t a í l ' < r s ( . r 6 ) < c2 I t a 

d\\(xs) 
Ox 

fe{xs. 0) < - c 3 ||.r< [5.26) 

dVs(xs 

dx < c4 Ita 

para a lgunas cons tan tes posit ivas Ci. c2. C3 y c4. Se puede uti l izar como una función 



cand ida ta de Lyapunov para investigar la es tabi l idad del origen xa = 0 como un p u n t o 

de equilibrio pa ra el s is tema (5.24). Uti l izando las suposiciones A l . A2. (5.28) y usando 

otra vez la propiedad de ab < (k/2)a2 + ( 1 / 2 k ) b \ con k e (0 .1) . la der ivada de t i empo 

de Vs sat isface. 

Vs (Xs) < -Vi ||XS||2 + l'2 

donde 

C4 >'] = C3 - C4lpt. V-2 = —(libi + kb2) 
2h"! 

(5.27 

(5.28) 

con K] e (0 .1) y lPt — [/] + \(l2bi + l^Ki] . Entonces, si lPs es suf ic ientemente pequeña 

para sat isfacer 

£4 
(5.29) 

el subs is tema reducido lento es localmente finalmente aco tado (ver apéndice) . 

El diseño para el subsis tema del control rápido (5.13) puede ser ob ten ido do una man-

era similar al que se o b t u b o para el control lento. Es to es. uno considera una superficie 

de Mvitcheo (m — r) dimensional rápida definida por. 

Vfi'hnx'Xfd) = 

/ "fA'lapx-Xfd) ^ 

^ "fA'lapi-tfd) ) 

= 0 15.30) 

donde x [d — col(x¡dl v¡dm) es otro vector de referencia, y cada función rrft : Bs x B. —> 

R . i = 1 r. es t ambién una función C 1 ta l que 07,(0.0) = 0. El control r áp ido comple to 

toma la forma. 

uj = ufe + ufx (5.31) 

donde Ufe es el control equivalente rápido control dado por. 

ufc{x->lapx-Zfd) = ~ 
d a / 

- i 
dcTJ F r r ) n , d(Tf dxfd j r — > i a p x T « r~ di] ? dxfd dr 

(5.32) 



y 

Ufxfi-Vapz'Xfd) = ~ 
da, - i 

Lf(1ìapi)<Tf{lÌ o vx • Xfd). (5.33) 
d'lapx 

En (5.32) y (5.33). la mat r iz \daf/dr)apj:]g2(x) es asumida no singular {x. t1api. T j d ) 6 

Bx x Bz x Bz. y Lf(r¡apx) es una matr iz definida positiva de dimensión r x r. cuyas 

componentes son funciones reales no-lineales aco tadas C° de 77 ta l que 

\Lf{r¡apx)\\ < ps (5.34) 

para t o d a {x.j)apx. xfd) e Bx x B. x B:. con una cons tan te pf. La proyección del 

movimiento del subsis tema rápido fuera de aj{i)opx..rfd) = 0 es descri to por daf/dr = 

- L f i V u p ^ f i ' l a p j - t f d ) - y a rgumentos similares como los del movimiento del subs is tema 

lento pueden ser aplicados y concluir la existencia de un m o d o desl izante rápido. 

C u a n d o el control completo rápido (5.31) es subs t i tu ido den t ro de (5.13). el s is tema 

en lazo cer rado del subs is tema reducido rápido toma la forma. 

d f ~ = o f i - ~ Pftì-'lap,-Xfd- (~r) (5.35) 

donde 

Pf(X-'lapx• X/d- — ) - 9c{x. 'hpr-Xfd, + g c A x - X f d ) ^ ^ - - g c ( x . i ) a p x . Q ) (5.3C) 

con 

9c(x.i) xfd) = F-2{x)n api (5.39) 

~9-2{x) 
daj 

w 
92{x) 

api 

-1 Oaf 

apT 
F? (x)r]apx + 



gCl(x.xfd) = g2{x) da, 

d n 
-92(2) 

apx 

-1 d(7} 

PXfd. 
(5.37) 

A pa r t i r del aco tamien to de f ( x s ) y las columnas de g(xs). la no s ingular idad de la 

matr iz [derf/Ôqapx]g2{x) y la diferenciabil idad cont inua de af(q .xfd), se sigue que. 

-Vapx-Xfd.dxfd/dr)}] < h | | ^ o p i | | + l 2 + I3 dx fa 

dr 
(5.38) 

para toda T)apx.xjd.dx¡d/dr 6 Bz. donde / j . ¿2 y l3 son cons tan tes positivas. Similar-

men te a el s is tema reducido lento, las siguientes suposiciones son int roducidas . 

A 3 . El equilibrio qapx = 0 de dqnpx/dr = gc(x. tiopx. 0) es localmente exponeneiai-

mente estable. 

A 4 . El rector de referencias xfd{t) y sus derivadas de tiempo dxfd/dr son uniforme-

mente acotadas y satisfacen. 

k/dl1 \\dxfd/dr\\ <b2 (5.39) 

para algunas constantes positivas b\.y b-2 • 

A par t i r de la suposición A3. por un teorema inverso de Lyapunov (Khali l 1990). 

existe una función de Lyapunov ]Vf{¡]üpx) la cual sat isface 

— 112 — 11 112 
ll'/opil! < U'fiVapx) <¿2 \h I apx I 

dWfin apx 1 

d'la 
gc(x.qapj.O) < - c3 ||t7 apx I (5.40) 

px 

d\Vf{r¡ 
dq 

apx • 
<¿4 apx I 

apx 



para algunas constantes positivas q . ^ . ^ y c 4 . Se puede usar también \ V f ( T ¡ a p x ) como 

una función cand ida ta de Lyapunov para investigar la estabil idad del origen r¡ap i = 0 

como un pun to de equilibrio pa ra el sistema (5.37). Usando las suposiciones A3. A4. 

(5.40) y o t ra vez la propiedad de ab < (k/2)a? + ( l /2¿)6 2 . con k G (0 .1) . la derivada de 

t i empo de \Vf a lo largo de las trayectorias de (5.35) entonces satisface. 

<M'f(nap,) 
dr < " '"i lì'? api |2+ V-> ( 5 . 4 1 ) 

donde 

? , l = c 3 - C4 lpr r-2= ~-{l-2bl + hb2) (5.42) 

con k-2 6 (0.1) y lPf — [/j —^{i2bi -f /3¿»2)^*2]- Si ¡Pf es suficientemente pequeña para 

satisfacer la cota. 

l?f zipi< r 
CA 

(5.43) 

el s is tema reducido rápido (5.35) es localmente finalmente acotado. 

Basado en el control de modo-deslizante de orden reducido descrito arriba. las vari-

ables de es tado lenta y rápido originales, son usadas para construir el control compuesto, 

es decir obtenemos la expresión siguiente que representa el control compuesto. 

u(x..rsd.i\d.}]..rf(ì.d.Vfd/dr) = us{x. xid. xòd) + uf{x.r¡. xfd. dxfd/dr) (5.44) 

donde 

u . = -
<9(7, 

g(x) 
-1 

Vr = -
d<7f 

92(2) 
-1 

drrs d<fs • 

da f ^ , . do t dxfd 

di dxfd dr 

(5.45) 

( 5 . 4 6 ) 

Cuando el control compuesto (5.45).(5.46) y (5.47) es subs t i tu ido en (5.2) y (5.3). se 



obt iene el s i s tema s ingu la rmen te p e r t u r b a d o no-lineal en lazo cer rado. 

x= fc{x.r¡,xsd) xsd '5 .47 

* c)fi 
9c(x,ri-xfd)+gci(x.xfd)exfd - É _ [ f c ( x . ihxsd) + ge(x.xsd) 'xsd (5.48) 

donde r¡ = z ~ h(x), x{t0) = x0. z(t0) = ; 0 y 

fc{x. r¡. xsd) - f ( x ) + Fi (x)r¡ - g{x) 
drrí 

dx g(z) 
- i d<7 ¡ 

~dx 
f { x ) + L>(x)as{x) (5.49) 

En esta técnica de control , las funciones c a n d i d a t a s de L y a p u n o v \ 's y W f son in s t rumen-

ta l ob ten ido c u a n d o el control compues to p a r a invest igar las p rop iedades de es tab i l idad 

del s i s tema en lazo cer rado u = us + u¡ es u sado y u n observador es in t roduc ido pa ra 

e s t imar el e s t a d o del s i s tema original. Es to es m o s t r a d o en la sección 5.4 

5.4 Un Observador No-Lineal 

Las leyes de control desar ro l ladas en la sección anter ior requ ie ren del conoc imien to de 

todo el vector de e s t a d o para poder ser imp lemen tadas . C o m o solo es posible tener 

información de a lgunas componen tes del vector de e s t a d o por medic ión d i rec ta , en tonces 

para vencer es ta di f icul tad, y basado en cier tas condiciones de la observabi l idad del 

s is tema, es posible subs t i tu i r esta información desconocida por med io d e un observador 

de es tado. Es t e s i s tema auxiliar nos pe rmi te ob tener u n e s t i m a d o del vector de es tado, 

a pa r t i r de las medic iones de las e n t r a d a s y sal idas del s i s tema a ser observado. 

C o m o es bién conocido, el observador de Luenberger y el filtro de K a l m a n son muy 

ut i l izados pa ra e s t imar el es tado en el caso de s i s temas lineales. Rec ien temen te , a lgunos 

es t imadores de e s t a d o p a r a s i s temas no-lineales h a n sido p ropues to s (ver. e.g. Busawon et 

al 1998. G a u t h i e r et al 1992. De León et al 1996. He rnández y B a r b o t 1996. H a m m o u r i y 



De León 1990 ). La diferencia fundamen ta l en t re los s is temas lineales y los no-lineales es 

que. pa ra s i s temas lineales, la en t rada no afecta a la observabil idad de los s is temas. Sin 

embargo, p a r a s is temas no-lineales, existen en t radas que vuelven al s is tema inobservable. 

Es ta clase de en t r adas son conocidas como entradas singulares (ver apéndice) . C o m o una 

consecuencia de esto : nosotros clasificamos los s is temas pa ra los cuales es posible diseñar 

un observador . C u a n d o las en t radas aplicadas al sistema no afec tan su observabil idad. 

estas son l l amadas entradas universales, y a los observadores diseñados se les refiere 

observadores uniformes. Por otro lado, un observador que puede ser d i señado para un 

s is tema no-lineal con en t radas singulares es conocido como un observador persistente ó 

observador regularmente persistente. En este capítulo, un observador un i fo rme el cual 

pe rmi te es t imar los es tados de un sistema no-lineal y recientemente r e p o r t a d o en Busawon 

ct al (1996) es uti l izado. 

Cons ideremos el sistema s ingularmente p e r t u r b a d o (5.2) y (5.3) j u n t o con una variable 

de salida. 

donde y e R y ~ es una función suave. Supongamos que este s i s tema puede ser escrito, 

des pues de una posible t ransformación de coordenadas s = 4>(.r. c) . en la forma. 

y = (5.50) 

; ( 0 = F ( y X ( 0 + G ( u ( 0 . < ^ ) ) 

y = c\(t) 
(5.51) 

donde i, € Dx x B:. u £ Rr. C = 1 0 • • • 0 ¡ y 

/ 
o fi(y) o 

o 0 My) 

o \ 

F(y) 0 

0 f n n . m - i { y ) 

0 0 

(5.52) 

0 0 

\ 
0 0 / 



S l ( u - S l ) 

G{u.<) = 

9n + m- Cn+m-l) 

^ Ci <;„_„,_!. í n _ m ) ^ 

E n (5.3). condiciones necesarias y suficientes son dadas para asegurar la existencia de 

la descripción (5.51) j u n t o con un procedimiento para ob tener mapeos $ ( a \ c). También 

se a sume que las funciones f,.i = 1 n + m - l . son de clase Cr. r > 1. con respecto 

a y y que las funciones g,. i = 1 n + m. son globalmente Lipschitz con respecto a <; 

y un i fo rmemente con respecto a u. En suma, se asume que existe una clase de controles 

U C Rr y cons tan tes a. 3. tales que para cada u € U y cada salida y asociada a u y la 

condición inicial ^(0) € Bs x Bz. 

0 < a < f,{y) < 3.i = 1 n + m - 1. (5.53) 

Definimos ahora el s is tema. 

= F ( y m -Gtu{t).<(t)) -So\y)CT[Cs-y] (5.54) 

donde So= 9-iy)S,,Q[y) con 

1 . 0 

• / i - • 

• • f i h • 

nr - i l / . J 

(5.55) 

y asumimos que la derivada de t i empo Cl{y) es tá aco tada . S& es una ma t r i z s imétr ica 



definida posi t iva la cual es la única solución de la ecuación a lgebra ica de L y a p u n o v 

0So + ATSe + Se A - CTC = 0 (5.56) 

con 9 > 0 y 

/I = 

' o 1 ••• o x 

0 0 ••• 1 

o o ••• o 

Sea e ( / ) = ? ( / ) - < ; ( f ) e l error de es t imación, cuya d inámica es d a d a por. 

- - i 
C (0 = {F(y)~ So (y)C C}e(t) -r G(u(t).?{t)) - G(u(t).q(t)) 0.0/ 

donde So nna solución de 

O So -F(y)T So - So F{y) - CTC = 0. 

Después de a lgunos cálculos de computac ión , u n o puede ver que F(y) = Q~l(y)AQ(y). 

CQ{y) = C y SO = (1 6)AOS\ÁO. donde SX es la solución única de(5.56) con 9 = 1 

y So = <liag{lA,9. - • • A/9"~n>~1}. Ademas , d a d a la e s t ruc tu ra t r i angu la r de G y al 

hecho de cada una de sus componen tes es g lobahnen te Lipschitz con re spec to a c, y 

u n i f o r m e m e n t e con respec to a u. se t iene que. 

| | G ( U ( í ) . ? ( í ) ) - G ( « ( 0 . í ( 0 ) l l < f r 2 He(í)ll 

para a lguna c o n s t a n t e posit iva F¿2 • También . RR[A — Sq1CTC) = A{A) C C". d o n d e ÍX(,4) 

deno ta el e spec t ro de la mat r i z (.4)- asi 

&u{A) =k i 



donde Ûa/(-) d e n o t a el máx imo valor s ingular áe(A)- P o n g a m o s 

¿ O = S u p { L L I Î - ^ C Ç J L L } . ? ^ S u p { | | F I ( C Ç ) | | } . 6 0 = S u p ( Ô I C O F T ^ C Ç ) 
f>0,çsfîxxfîz t>0.<£B,xBM (>0,s€í?fxe, 1 

donde 6 0 , <5i y ¿2Son cons tan tes posit ivas, y reescr ib iendo (5.60) como 

e (i) = Ü-'iyttA - S^CTC}9.(y)e(t) + G ( u ( f ) . ? ( f ) ) - G(u(t).<;(t)) (5.58) 

pa ra lo cual u n o t i ene 

e(t) < ||0-!(y)| ||{,4- S^C^C} | ||n(í/)|| ||e(f)| 

< [?0?1 A-! -A2]||e(0|| 

(5.59) 

P a r a e s tud i a r la es tab i l idad de la d inámica del error de seguimien to (5.58). noso t ros 

cons ideramos el m é t o d o di rec to de Lyapunov . H a g a m o s ahora el s iguiente cambio de 

var iable e (t) = 9.{y)A0e(t). asi 

í ( 0 = <9{.4 - S f 1 ^ C } é (í) - n ( i / ) A f l { G ( i i ( f ) . ? ( 0 ) - ñ ( y j n - ^ i / ) c (f) . 

Ahora , cons ide rando la siguiente función cand ida t a de Lyapunov \'0(é (t)) = e ( f )S 2 é (t) 

y t o m a n d o la der ivada de t i empo de es ta func ión a lo largo de las t r ayec to r i a s de la 

d inámica del er ror de es t imación (5.58). se sigue que. 

V0 (e (i)) < " (O ~ Q[¿o¿iki + ¿2]) Va[é (í)) < -pV0(é (/)) 

donde o = 2 L m a x ( S i ) . o equiva len temente 



Vo ( e (0 ) < - f i X V M t ) ) (5.60) 

donde (j. = 9 — g[óo<5ifci + ¿o] es una constante positiva. Entonces 

lie (í)| | <A* e~iU 

donde K es una constante que depende de las condiciones iniciales | |?(0)| | . y la cons tante 

.Y es una función de ( l / 0 n ~ m _ l ) que es obtenida desde sus linderos ó limites 

V^V||e| =(ks/9"-m-1) | H < |Q( í /)| |A, | |m i n | | e | |< | | r | | < | | 0 ( y ) | | A(?|||nax |e|| <l2 \\c\ 

donde A-3= I n f {|IH(C<;) ¡}. Asi. una velocidad de decaed miento exponencial arbi-

t rar io para ||e (f) | | y. consecuentemente, para | |c(f) | es obtenido. Es to puede ser obtenido 

en el siguiente resul tado. 

T e o r e m a 1 : Asuma que el sistema (5.51). Satisface las suposiciones dadas. En-

tonces existe una constante pos/tira 9o tul que. para toda u 6 U. para todas las condiciones 

miciaU s s(0) . ?(0) € Bx x B..para toda 9^ > 0. y 9 > 90. entonces el sistema (5.54) 

es un observador exponencial para el sistema exponential (5.51) con una velocidad de 

dceaecimiento arbitrario exponencial. 

(Ver Busawon 1998. para más detalles) 

5.5 Estabilidad en Lazo Cerrado 

Suponga que el control compuesto (5.44).(5.45).(5.46) ha sido diseñado de tal manera 

que el s is tema no-lineal s ingularmente pe r tu rbado (5.47).(5.48) finalmente aco tado (ver 

apéndice), y que un observador (5.54). con velocidad de convergencia exponencial , es 

también diseñado. La pregunta fundamenta l de saber, si la estabi l idad de el s is tema en 

lazo-cerrado es preservada, cuando el es tado es reemplazado por su es t imado en la lev de 



control, es aho ra p roc l amada ó discut ida. Hecho que el control compues to ahora d e p e n d e 

de los e s t imados ( £ . 2 ) . la función h depende de x.x.xsd y xsd . Cons ideremos nosotros 

el s i s tema a u m e n t a d o descri to por ecuaciones de la forma. 

bd + ' diZ ' X s d ' ' 77 ̂  = ~ X s d ° ' X s d ° ) 

x= f { x ) + Fiix)^ + g{x)u/¿.xsd.xsd) + gi{x)Uf(xS].xfd.d-^). x(t0) = x0 

= h= F2(X)V + 92(x)Uf{x. i x f d . - 5 [ ( i ) + ( F - ) ( I f ) ' 

è (t) = Q-'iyKA - S¿lCTC}Q(y)e(t) + G ( u ( f ) . ? ( 0 ) " G(u(t).^(t)). e(t0) = e0 

Y = C ' Í 

(5.04) 

donde <; = c o / ( ^ . <r_.) - $( . r . z). con € Dx y G D:. e = col(es. ez) ~ co/(?x - ^ -

<;) }' c'x = donde 
7 1 0 

Mr = 
0 o 

Obse rvando que el control compues to ahora depende del e s t imado [x.Tj) y que c/y, 'dt —<, 

-i-tkj./dt = Mr c t {O'b/dx) x. el s is tema (ó.64) puede ser reescri to como: 

•l'= fc(x.r/.xsd) -t ge[x.xsd) xsd +g{x)Sus{x.x.xsd.xid) 

+(ji(x)uf{x.T].Xfd.dxfd/dr). x ( f 0 ) = x0 
• • ^ 

= '/= 9c(x. r}.xfd)+ gCl{x. x{d)t x¡d +g2{x)Suf{x. ?/. x.íj. xfd. dxfd/dr) 

( f ) + { f f j ( S ) J { M z - n . z ^ + g Á x - X s ü ) x s d 

-*-g{x)Auf{x.x.x>d.x>d) -r gi(x)uf{xS].xfd.dxfd/dr)} 

- 5 { * - x ^ t + " d ] . I 7 ( í 0 ) = * 0 - M * o . 

' (í) = H " 1 ^ - S^CTC}9.(y)e(t) + G{u(t).?(t)) - G(u(i). ?(«))• e(í0) = e0 

y = C í 



donde fe,g€1gc y gCl son definidas al igual que las sección 3. y 

Aus{x/i,xsd,ísd) = us(x.xsd,lsd) - us{x.xsd.xsd) 
a / A — , / A (5.G6) 
Auf{x,x,T),ii.Xfd:dxfd/dT) = itf(x,rj.xfd.dxfd/dr) -Uf{x.rj.xfd.dxfd/dr). 

Desde las p rop iedades de las funciones involucradas en u s y uf. uno t iene que A u s y A u f 

sat isfacen las condicion local Lipschitz. 

Aus(x.x.xsd.xsd) < m , llel A uf(x.x.í].rj.xfd.dxfd/dr) < m / | je | (5.67) 

para toda ( a \ x . r\.T}) e Bx x Bx xB: x Bz. con ms y mf como las cons tan tes Lipschitz 

de u,{x.x,d.x5<¡) y Uf(x. i]. X f d . dxfd/dr) con respecto a x y {.r.q). respect ivamente . A 

par t i r del hecho que las columnas de g{x).g:(x) y g2{x) es tán acotadas , se t iene que: 

g{x)Aus[x.'x.xbti.ï bíl , < ¡ m s lell . 

gl{x)uf{xS].xfd.dxfd/dr) < rm (¿i ||.r|¡ -r <S \\t}\\ + <S ||e||). (5.6b) 

g2{x)Suf{x. x. ¡j. rj. xfd. dxfd/d-) < m 2 m . f | | e | . 

para toda ./•. .ce Bx. i¡. T¡ e B:. y r € Bx x B~. m 0 . " h y m¿ son a lgunas cons tan tes 

positivas. 

E n v i r tud de las propiedades de todas las funciones involucradas en fc(x. rj. xsd). gt{x. xsd] 

estas sa t is facen las condiciones locales de Lipschitz. 

WMx.rj.Xri) ~ fc(x.Q.xsd)\\ | |Fi(x); / | | < lfr¡ . V (x.rj) e Bx x Bz (5.69) 

\ge{x.xsd) - ge{0.xsd)\\ < lfx2 ||ar||. V x.z e B, (5.70) 

donde l f n , 1¡X2 son las constantes Lipschitz de fc{x-'l.xsd)). con respecto a la variable 

rápida rj. y ge(x.xsd). con respecto a la variable lenta x. ademas . / c ( 0 . 0 . 0 ) = 0 y 

£ ( 0 . 0 ) = 0. asi que: 



• < ifXl N I + ifdx I k i d l l , v x e b1 

IliefO, Xsd)|| < ^ 1 1 ^ 1 1 , V X E B X 

(5.71) 

(5.72) 

donde l f x i y lfdlso constantes positivas y lfd2 denota la constante de Lipschitz de ge(0. xsd) 

con respecto a xsd. También, de la diferenciabilidad continua de h con respecto a sus 

argumentos y de los mapeos de $ esto es lo que sucede. 

dh 
dx 

dh 
< 

dh 
dx sd 

< lh 
dh 

d x i d 
< h 

d<& 
dx 

< l (5.73) 

para toda x.<;xe Bxcon litI,.lhT2 - l h , A y 1* siendo constantes positivas. Ahora, 

pongamos. 

" i = (' 'i ~ c4mi<5i). 

a 3 = ¿/-Y. 

•ii - c4{lfri + m i i 2 ) + ^ +kTak-) {If,! + b-ilfx2 + m ^ O 

•32 = C4 ( /T?q m 5 + m 1S1). (5.74) 

•3.3 =¿4 {(lhxi + + lhl3} [m0ms + + {lfxi + b2lfx2)bl} 

+ 7 Q m2mf+ c4 //,I2(<VIA'I -r ki) 

= ~ca {(lhtl +kI7l*) +lhX2}(lf* 1 +hlfX2)bi +c4 (lh^b2 + lh^b3) 

- = Yo + ^ < 

El siguiente resul tado nos da condiciones suficientes para asegurar el acotamiento 

uniforme del sistema aumentado en lazo cerrado del sistema no-lineal s ingularmente per-

t u rbado (5.65). 

T e o r e m a 2: Considere el sistema no-lineal singularmente perturbado (5.2).(5.3) para 

la cual un control compuesto (5.U). (545).(5.^6) es diseñado tal que (5.29) y (5.43) son 

satisfechas. Suponga que un observador (5.54) con velocidad de convergencia exponencial 



es diseñado. Entonces, existen algunos números O < 9, < 1.? = 1 . 2 . 3 . 4 . tales que 

. i a' tí c' 1 
fico = min —. —. — ^ > O (5.75) 

LC2 C2 JJ.\ J V ' 
donde 

para e. suficientemente pequeño, entonces el sistema aumentado en lazo cerrado del sis-

tema singularmente perturbado (5.G5) es [ocalmente finalmente acotado (ver apéndice) 



Prueba: 

Consideremos la siguiente función cand ida ta de Lyapunov 

L(x.r1.e) = Vs(x) + \Vf(7]) + V0(e). 

Diferenciando K s(x) a lo largo de la pr imera dinámica de (5.65). ob tenemos: 

Vs < -vi ||z:|| + r 2 + 

'dVx 

d\\ 
Fi{x)r) 

+ 
dx 

dx 

[g(x)Aus{x.x.xsd.xòd)\ 

(5. i i 

(dV. 
\0x 

Similarmente . d i ferenciando !!/(?/) a lo largo de la segunda d inámica en (5.65). ob ten-

emos: 

Wr = -
1 fdWf 

€ \ Oí] 

d\Vf 

OWf 

d\Yf 

OWf 

!íc[x. r}. X f d ) + gCi (.r. x f d ) = x f d 

|fc{x.i¡.xsd) + ge{x\xòd) "w 

g[x)±ua{x.x.x„{.xsd) 

ídh_ Oh \ /¿M> 

m 

m 

Oh 

d i 

Oh \ 

ÔVJ \ Ô Ï ) 

Oh \ 

Oh 
dxid 

Mr e 

t \ / ' ~ <ìxi'i \ 
UT 

Xsd + 
0h_ 

d xsd 
, \ \ / A - àxjd g2{x)Suf{.x.x. }). x fd. ——). 

o. i 

E n la sección 5.3 de este capítulo, mos t r amos que usando la función W'f. el s is tema 

(5.37) es loca lmente uni formemente acotada . Por o t ra par te , en Kalil (1992) (Capí tu lo 

5. sección 5.7. pags. 234-250). se mues t ra que cuando x es reemplazado por el e s tado 

lento es te se conserva, es to es la variable x. la propiedad de es tabi l idad local del e s tado 

Vapi ~ ~ ~ h{x) es conservada, es to es. 



d\V} 

dr} 9c(x. r¡.xfd)+gci(x.xfd)s5:fd ^ - v \ N f + i'2 

se preserva. Asi que. 

(5.78) 

fc(x. >l.xsd) + ge(x.xsd) x 

g(x)Sus(x.x. 

gi{x)uf{i.rj.xfd.Ì^-) 
U i 

s<i 

. ^ . - ' ( ^ { A - Sò1CrC}Q(y)c(t) 

Mr{G(u(t).^(t))~G(u(t).<(t))} 

En la misma forma, cuando U f e ) es diferenciado a lo largo de las t rayector ias de la 

tercera d inámica de (5.65). y uti l izando los resul tados de la sección 5.4 (Teorema 1). 

podemos obtener 

Ú ( e ) < - M " [ r f - (5.79) 

A par t i r de las ecuaciones (28). (43). (68)-(73). obtenemos 

< c4lfn \\x 



§) < C4moms ||.r|| llel 

d V ' \ ¡ i < c 4 mi (<5¡ ||2-||2 + 62 ¡kü Wn\\ + ¿3 ||.r|| ||e 

d\Vf 

drj 

OW'i 

(91 í 7 

dh\ ¡ dh \ 
d x ) + \ d i [djc 

dh\ i dh \ /<9<I>' 
dx ) \ p , I \ dx 

f e + 9e ¿sd 

dh \ 

g\u 

d\V< 

9i<¿f 

dn 
9>Suf 

d\Y dh 

d>l J \\d< 

d\Vf í ( dh 

w 

d\Vj 

<9s, 

dh 

Mx9.~l{A-S¿lCTC}Qe 

<¿ 4 (h, r i + lh , ¿* ) m 0 m s ||//|| ||c|| . (5.60) 

< í ' 4 ( l i t l . + h , s 2 k > ) m i ( ¿ j | . r | ¡ ~ + | ¡ . r | )¡ - r <S 

<c4 m2ms ¡¡/?|| ¡|e|j . 

¡hxy ¿o£\k\ ||í/|| ||c|l 

//«,, k-2 ll'?ll ||e 

dh \ .. 
xsd < h (UX3 62 + ^ 6 3 ) II'/II dr¡ J I \dxsdJ \d xsd 

Combinando estas desigualdades en (5.77).(5.78) y (5.79). y usando la propiedad 

< {k/2)a2 + (l/2/i-)62. con k e (0.1) . resulta 

Í< -a' ||.r¡|" - b' ¡|/>||J - c' ||e||2 + d' < -pcoL + A (5.81) 



donde d' - 7 + 3 4 / 2 0 4 . Sea \ico definida por (5.75). entonces se sigue que: 

L<-pC0L + d' 

lo cual implica que 

L{x{t).r,{t).e(t))< L(x0.i]0.e0) - — 
Vcoj 

,-fcoV-to) jL 
Vco 

Entonces , los es tados x. r¡ y e son localmente finalmente acotados y debe rán converger a 

la bola d a d a por 

[x.!].e) = { [x. i), e) : L{.v.ij.e) < — 
Vea 

• 

Observemos que cuando el es tado (,r. ~) está disponible (es decir 110 existe observador 

en el s i s tema ). y ahí 110 existe 1111 vector de referencia (i.e. xsi¡ = xf(¡ = 0) la pr imera 

y la cua r t a desigualdad de la ecuación (5.60) resul tan en la.s asi l l amadas condiciones de 

int( reonexión. es decir 

~07 
[Id-1'- >]• 0) — /c(j'- 0. 0)] < c±lj1} ||¿'|¡ |¡?; [5.82) 

d\\ 
dx 

L r [/c(-r- >1-0)| [í/J'?H2 + //xi \\x\ II?; 

5.6 Aplicación para el Modelo del Manipulador 
a 

Median te la asignación de .rj = q. x2 =9- -1 = k(q - qm). z2 = zk{q - qm) d o n d e k = — . 

es posible escribir el modelo (5.1) en la forma s t a n d a r d s ingularmente p e r t u r b a d a (5.2). 

es decir. 



Z= /i (x)+F1(x)z 

zz=Í2 (x) + F2{x)z + g-2{x)u 
(5.83) 

con 

/ 2 ( * ) = | . 0
 n ) .F2(x) = F 2 = ( ° 1 \.g2(x)=g2 = 

donde o = k e s el coeficiente de rigidez de la ar t iculación flexible, el cual es asumido 

como una aproximación 0 ( t ? ) para el pa r áme t ro r . 

5.6.1 Diseno de la Ley de Control 

C u a n d o r = 0. uno obt iene una raíz única = ^ ^ {dmgl s in( .rM) + Bxi2 + Iu,}. 

z„., = 0 y entonces el s is tema reducido lento toma la forma (5.4) con 

/(•''=) = , ' Í S i • í ( . r , ) = í ° ) (5.84) 

D a d o que se desea que la posición del rotor siga una señal de referencia dada , la 

siguiente función de switcheo es seleccionada. 

= « í U i - £«fi) •J- «2(^2 - (5.85) 

donde si y s2 son coeficientes reales constantes , y xsdl es la señal de referencia (x s d 2 =xsd, 

). Es supues to t ambién que xsd¡y xsd2 j u n t o con sus der ivadas de t i e m p o es tán aco tadas 

para t o d a t > 0. La selección de la función de switcheo (5.85) conduce, de acuerdo con 

la sección 5.2. hacia el control lento U¡ — Use + {/¿y con 



u s e = mgl sin(xSl) + [B - ^ (/ + J)}xS2 + f l (/ + J ) 'xsdl + (I + J ) lsd2 (5.86) 
'-'2 52 

- - ( / + J)LS(XS)^-(XSI - xsdl) - (I -R J)Ls(XS)(X52 - xsd2) (5.87) 
¿ o 

donde Ls{xs) ha sido seleccionada, por simplicidad, como una cons tante es t r ic tamente 

positiva Ls{xs) = ls > 0. Despues de la subst i tución del control lento us dent ro del 

subsis tema reducido lento, nosotros obtenemos el sistema reducido lento en lazo-cerrado 

A = fe(xs. 0) +/ ) 4 (0 .x s r f . I ' S ( í ) = Ásx3 ~ ps{0.x,d.x,d) 

0 1 \ I o 

(5.6b) 

- i i x / , 
S¿

 4 V s 2 

X . 

donde xs = 0 es un punto de equlibrio exponencialmente estable de xs = f£{xs. 0) s iempre 

que las cons tantes 5 , . so y ¡ s sean escogidas de tal forma que el polinomio 

i si , \ siL 
S~-r& \ — + -r — = 0 

.!>••> / 

sea Hunvi tz . Observemos que p s(0. xbd. xsd) <h\\xad\\+k . Median te la selección 

de si > 0 y s¿ > O.uno garantiza el acotamiento finalmente acotado del s is tema (5.88). 

En par t icular , existe una función candida ta de Lyapunov Vs(xs) = xJPsxs donde Ps es 

una mat r iz simétrica definida positiva, la cual es solución de la ecuación de Lyapunov 

PbAa + A^PS — -Qs. con Qs una matr iz arbi t rar ia simétrica definida positiva, tal que 

la derivada de t i empo de Vs a lo largo de las t rayector ias de (5.88) sat isface (5.29) con 
c3 = A m u i (Q a ) . c4 = Amax (P3) y lPs = [/i + Hhk + /362)«I] 

En esta aplicación, uno necesita j u s t amen te estabilizar las variables rápidas hacia el 

origen. Asi. uno puede seleccionar la función de switcheo rápida 



rrf = S j s 2 r¡2 (5.89) 

donde syy s2son coeficientes reales constantes . E n concordancia con la sección 5.3 de este 

capítulo, el control r áp ido resulta 

uf = ufe + ufx (5.90) 

con 

J , ¿i Jlf 

donde, por s impl idad. Lj(>i a p x) es seleccionada como una cons tan te e s t r i c t amente posi-

tiva. es decir L¡{i)apx) = 1/ > 0. La ecuación en modo deslizante rápido en lazo-cerrado 

toma la forma siguiente: 

dllapx 
= <Jc(*.>1npi-0) (5.93) <ir 

= = 

^ l -Ll 
S¡ j V Í2 

Siempre que las cons tan tes •Si-^y h s e a n seleccionadas de ta l m a n e r a que el pol inomio 

s 2 + s ( ^ - + / , ) + ^ / / = 0 (5.94) 
S 2 S 2 

tenga e s t r i c t amen te todas las raíces en el semiplano complejo izquierdo, el s i s tema (5.93) 

es exponenc ia lmente estable. Por esto, ahí existe una función cand ida t a de Lyapunov 

^V(^üpx) — TlIpiPfVapx donde P¡ es una matr iz s imétr ica definida positiva, la cual es 

solución de la ecuación de Lyapunov P¡A¡ 4- ATjP¡ = ~Q¡. con Q¡ una ma t r i z simétrica 



definida posit iva arbi t rar ia , ta l que la d e r i v a d a \ V f a lo largo de las t rayector ias de (5.93) 

sat isface (5.44) con t > j = c 3 = Xmia{Qf) y r 2 = 0. es decir, ah í no la necesi tamos pa ra 

verificar (5.46). F ina lmente , el control compues to resulta 

u(x.7]..xsd) = us(x.xsd) + uf(ij) (5.95) 

C u a n d o es te control compues to es subs t i tu ido den t ro de la representación s ingularmente 

p e r t u r b a d a del modelo del robot con ar t iculación flexible, uno obt iene el s iguiente s is tema 

s ingu la rmente p e r t u r b a d o en lazo cerrado 

x= fc{x. r / . . ^ ) -r gt{.r.xsd) xsd= .4s.r + F^x)^ -r p>(Q.xithxad) (5.96) 

' / ni d h 
rj= gc{x.r¡. 0) - e— 

ax 
,4s.r - Fi(x)q + p,{0. xsd. xid) (5.97) 

5.6.2 Estimación de las velocidades angulares del motor y el 

es labón 

El cont ro lador diseñado en la subsección 5.1 requiere de una medición comple ta de las 

posiciones angulares del eslabón y del eje del motor . Sin embargo, usua lmente en la 

práct ica, ún icamente se puede disponer de las posiciones angulares. A fin de es t imar las 

velocidades angulares del eslabón y del eje del motor , un observador de al ta ganancia 

es d iseñado en esta subsección: otra clase de observadores han sido diseñados pa ra estos 

manipu ladores (Busawon et a! 1998). Haciendo el siguiente cambio de coordenadas . 

= XI. = ¿2- = -1- ?1 = Z2. (5.98) 

se puede escribir el s is tema s ingularmente p e r t u r b a d o asociado para el man ipu lador en 

la forma siguiente: 



*2= - ^ s i n t í i ) - f + m i + m 3 cos ( í i )sin (<n) 

*3= & 

• 4 = s i n ( ? l ) + _ ? ( i + i ) _ ^ _ 

y = c i 

con ? = col . • í 31 ) y 

(5.99) 

/ 

F(¿/) = F = 

0 1 0 0 

o o - ) o 

0 0 0 i 

0 0 0 o 

0 

- ^ s i n ( c i ) 

0 

V + —C2 " 7 (7 + j ) <>3 - -S.i - - / 

Un observador pa ra la variable de e s t a d o c es de la fo rma 

- - i 
? ( 0 = F ? ( 0 + G"(<t .U)-S g ( y ) ^ - ? , ] (5.100) 

donde Se= Q(y)SeO.(y). s iendo S$ la solución única de (56). y 

/ 1 0 0 0 

0 1 0 o 

o o o 

^ 0 0 0 - j j ) 



La ganancia del observador Se
 1 ( y ) C T = ( O { y ) S e 9 . { y ) ) ~ l CT t iene la forma. 

- - ì 
5, (y)C1 = 

663 

-AIO2 

-sIB } 

De acuerdo al t eo rema 1. el origen e = 0 de la est imación de la d inámica del error es un 

pun to de equil ibrio exponencia lmente estable, mas precisamente, la función cand ida t a de 

Lyapunov Y0{è (f)) =eT ( f )S , e (f).con c (t) = 9.{y)A0c{t). sa t isface 

U ( r ) < - / ' - V [|c| 2 . :-5.IOD 

donde ¡j = 0 - g[ì0ìik-2 + <S]. = " = 2. //i = 2 . 
0" '" 

Por su])iiesto. 0 se selceiona de tal forma que // > 0. 

5.6.3 Estabilidad en lazo cerrado 

En esta aplicación el s is tema aumen tado en lazo-cerrado s ingularmente p e r t u r b a d o (5.65) 

resulta: 

.r= fc(x.ij.xid) + yí{x.xsd) •l'sci -gi-^-^u^x.x.x^.x^). y = 

r í)= gL (-T. n-0) + g2{x)Auf{x. i], x. í>. 0.0) 

c {t) =e (t) = 0 - i ( y ) { . 4 - S j " 1 C r C } n ( y ) e ( f ) + G ( u ( / ) . ? ( f ) ) - G ( u ( f ) - ? ( 0 ) 

donde A u s ( x \ x. xsd. xsd) = us{j:.xsd.'sd) - us{x. xsd. xsd) y Auf(x.r¡.xS).0.0) = uj(x 

• 0 .0) - Au/ÍS.TJ.O.O). 

De es tas ú l t imas expresiones uno puede verificar ( despues de largos cálculos), las 

condiciones de Lipschitz (5.67) y las desigualdades (5.68). 



Asi las ecuaciones (5.69)-(5.72) se satisfacen. También, la diferenciabil idad continua 

de h con respecto a sus argumentos y del mapeo <í>. cuyas componentes son dadas por 

(5.87) y (5.98), nos permi ten sostener las desigualdades (5.73) ( también a t ravés de largas 

operaciones matemát icas ) . Las constantes (5.74) son dadas por: 

<*i = (C3-C4&2). 

Q3 = P-Y. 

3 2 ~ cAm()ms. 

= ~c\ {{lnxi - I k ^ i m o m . + l f ^ ) + ^ c4 m 2 m f + c, / / íT2(¿0<S£I + £>)• 

•h = CA{lhXi+lhI2U.)lfxA. 

Los valores nominales de los parámetros del robot con art iculación flexible fueron 

escogidos como [1G] 

mgl = 0.8: a = 7.13 x 10~ s; I = 0.031 

J - 0.004: B - 0.007. = = 1Q~4 

Con estos valores y la selección s\ = 5. s 2 = 10. l s = 200. s 1 = 0.1. s 2 = 1 0 . 1/ = 0.010. 

0 = 2. la ecuación (5.75) se satisface, y el s is tema en lazo cerrado (5.102) es finalmente 

acotado. 

5.6.4 Resultados de Simulación 

Nosotros mos t ramos ahora algunos resultados de simulación cuando el esquema controlador-

observador es aplicado para el modelo del brazo robot con art iculación flexible. La señal 



de referencia a seguir fue puesta como xsdl = O.ós in ( t ) . Las condiciones iniciales de las 

variables del robot , asi como para los es t imados fueron fijadas a los valores siguientes: 

í i ( 0 ) = 0. ? 2(0) = 0. ?3(0) = 0. u { 0 ) = 0. ?! (0) = 0.2. ? 2 (0 ) = 0.02. ? 3 (0 ) = 0.002. 

? 4(0) = 0.003. 

Las graficas de t i e m p o del sistema en lazo-cerrado mues t ran el compor t amien to dinámico 

de la posición angular del eslabón, la señal de referencia, la velocidad angular del eslabón, 

la der ivada de t i e m p o de la señal de referencia son graficadas en las figuras 5.1 y 5.2 . 

mient ras que los errores de est imación y e2 son dados en las figuras 5.3 y 5.4. Desde 

estas gráficas, uno puede observar que un buen desempeño en el seguimiento de la trayec-

toria del b razo robot es obtenida. También la variable de control es conservada den t ro 

de ciertos limites de operación, tal como se muest ra en la figura 5.5 . 

•05. t (seg) t 

F igura No.5.1 Gráfica del es tado x\ y la señal de referencia xref 
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F igura No. 5.2 Gráfica del es tado y la señal d{xrPf)/dt 
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Figura 5.3 Grafica del es tado x\ y su e s t imado 
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F igura No. 5.4 Gráfica del es tado y su es t imado 



5.7 Conclusiones 

Una es t ruc tu ra n o l i n e a l de control-observador, basada en una clase de s is temas n o 

lineales s ingu la rmente per turbados , nos permit ió descomponer el s is tema original, en dos 

subsis temas de menor dimensión, ambos descritos en diferentes escalas de t iempo, esta 

técnica h a sido presen tada y aplicada pa ra el caso del modelo de un brazo robot de 

un simple eslabón, el cual t iene flexibilidad en la art iculación. Un buen desempeño del 

seguimiento de la t rayector ia se puede apreciar en este m é t o d o para tales dispositivos 

mecánicos. 



Capí tu lo 6 

Es tudio Compara t ivo de las dis t in tas 

técnicas de Control empleadas . 

6.0.1 Introducción 

En esre cap i tu lo presentaremos un es tudio comparat ivo, med ian te resul tados de simula-

ción. de las técnicas de control para la estabilización global de s is temas no-lineales con 

aplicación para el caso de robots manipuladores con flexibilidad en la ar t iculación lian 

sido desarrol lado en capitulos anteriores. 

Cons ide rando el modelo del brazo robot manipu lador dado por 

I q +Bt q +mylú\\{q) = k{q,„ - q) 
(6-1) 

J <?m T B qm +k{qm -q) = u 

donde la pr imera ecuación de (0.1) representa la dinámica del eslabón y la segunda 

ecuación la dinámica del motor. 

En este es tudio se aplicaron las técnicas control pa ra la estabil ización y seguimiento 

de la t rayector ia , las cuales se resumen en lo siguiente: 

• Método Geométrico Diferencial 

El diseño de un controlador para una clase de s is temas no-lineales feedback l inealizante 



mediante un observador de a l ta ganancia. 

• Método Algebraico Diferencial 

Un cont ro lador d inámico linealizante por re t roal imentación de es tado, ba sando en las 

formas canónicas de observabilidad generalizada ( F C O G ) y de controlabi l idad general-

izada ( F C C G ) de Fliess. Es te controlador está basado en la linealización del error de 

seguimiento, la es tabi l idad del sistema, asi como el seguimiento de la t rayector ia deseada 

para el man ipu lador con art iculación flexible. La dinámica del error de seguimiento es 

es t imada por un observador con el s is tema en lazo cerrado. 

• Método basado en Perturbaciones Singulares 

Un controlador basado en un observador para una cierta clase de s is temas no-lineales 

Singularmente Pe r tu rbados fue diseñado. Condiciones suficientes para garant izar la es-

tabi l idad del esquema de control basado en es t imadores de es tado con el s is tema en lazo 

cerrado fueron establecidas. 

6.0.2 Comparación entre las técnicas de Control empleadas. 

Resultados en simulación 

Ahora, mos t r amos una comparación entre los esquemas de estos controladores. imple-

nientado» para el modelo de un robot de un simple eslabón, con ar t iculación flexible. 

La simulaciones se efectuaron como sigue: se consideró a la señal de referencia deseada 

•T r tj = s in(f) . como la señal a seguir por la posición angular del motor x^. 

E n cada una de las estrategias de control se selecionaron los p a r á m e t r o s de diseño 

como sigue: 

Pa ra la ley de control basada en la teoría de per turbac iones singulares, así como las 

ganancias, fue ron seleccionadas, como sigue: 

= 20; s 2 = 25: ls = 60: s / i = 1: sf2 = 10: l¡ = 0.1. 

El p a r á m e t r o 6 en las ecuaciones del observador fue 6 = 20. 

Las condiciones iniciales de las variables del robot , y los es t imados, se seleccionaron 

como: 



xí (0) = O, i 2 ( 0 ) = 0. zi(0) = 0. z2{0) = 0. ? ! (0 ) = 0.2. í 2 ( 0 ) = 0.02. ~i(0) = 0.002. 

z2{0) - 0.003. 

Pa ra la técnica basada en el enfoque geométrico diferencial, las condiciones iniciales 

del s is tema, asi como las del observador fueron las siguientes: 

i i ( 0 ) - 1. x2(0) = 0.1. 3:3(0) = 1. 3:4(0) - 0.1. 

5 i (0 ) - 1. x 2 (0 ) = 0.3. í 3 ( 0 ) = 1. í 4 ( 0 ) - 1. 

El p a r á m e t r o 6 en las ecuaciones del observador, así como sus ganancias , fueron 

seleccionadas como: 

9 = 3. ki = 24. k2 = 10. k3 = 15. Jt4 = 10. 

Por o t ra pa r t e las ganancias del control ador se seleccionaron como: ai = 16. a2 = 32. 

a : i - 24. a 4 = 8. 

E n las Figura 6.1 se mues t ran la posición angular del eslabón, usando todos los 

esquemas de control, y la señal de referencia deseada. La velocidad angular del eslabón, 

así como la der ivada de la señal de referencia se mues t ran en la Figura 6.2. A par t i r de 

e^tas graficas. podemos observar, el buen desempeño para el seguimiento de la t rayector ia 

de cada una de las metodologías propuestas . Sin embargo, podemos no ta r que el esquema 

do control basado en per turbaciones singulares presenta menos oscilaciones que los otros 

esquemas de control . Ademas, la acción de control esta den t ro de los limites físicos. 

Aunque el control basado en la técnica geométrico diferencial, su acción es aun menor que 

el 1 ¡asado en la técnica per turbaciones singulares, su desempeño no es muy adecuado. Más 

aún. el m é t o d o basado en la técnica del algebra diferencial presentó una alta oscilación 

y una acción de control mas severa, estos son most rados en la figura 6.3 



Figura 6.1 Gráfica del es tado x\ y la señal de referencia xTC¡ 
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Figura 6.3 Gráfica^ del es tado x¿ y xrt¡ 

i 2 1 r (segj 

se::-

«a;-

Uad 

-sooo-i 1-
o i 6 ? 

t (seg) 

9 n 

ip s 

/ 
• 2 -

É 7 t(seg) 

Figura 6.4 Gráfica de los controladores 



6.1 Análisis ante perturbaciones o ruido 

Un análisis de la técnicas de control desarrolladas, ante la presencia de per tu rbac iones fue 

implementada con una señal de ruido gaussiano f ( t ) = 0 .05norm( / ) . con media ar i tmét ica 

cero ; desviación e s t anda r 1, y magn i tud de 55?. con respecto a la m a g n i t u d de la señal 

de salida. La figura 6.5 mues t ra el compor tamien to del es tado i i . x r e / y la señal de 

ruido, mien t ra s que la figura 6.6. nos mues t ra el compor tamien to del e s tado x2. y la 

señal de ru ido .median te la técnica del m é t o d o Geométrico Diferencial La figura 6.7 

muest ra el compor t amien to del es tado x i . r r e / . y la señal de ruido, la figura 6.8. nos 

muest ra el compor t amien to del es tado x2. y la señal de ru ido .median te la técnica del 

mé todo Algcbráico Diferencia!, y finalmente. Por o t ro lado, la figura 6.9 muest ra el 

compor t amien to del es tado x i . x r e ¡ . y la señal de ruido, y f ina lmente la figura 6.10. nos 

muestra el compor t amien to del es tado x2. y la señal de ruido, med ian te la técnica de 

Perturbaciones Singulares. 

Xref 



Figura G.6 Es tado y la señal con ruido. Geométr ico Diferencial 

Ruido 

Figura 6.7 Es t ado i \ y la señal de ruido. Algebraico Diferencial 



Figura 6.8 Es tado r^y la señal de ruido. Pe turbac iones Singulares 



Figura 6.10 El es tado x2 y la señal de ruido. Per tu rbac iones singulares 



Capí tu lo 7 

Conclusiones 

En el p resen te t r a b a j o de tésis se presentaron t res técnicas de control basadas en un 

observador, pa ra la es tabi l idad y el seguimiento de la t rayector ia de un brazo robot de 

un s imple eslabón con art iculación flexible. 

E n cada una de las estrategias de control es tudiadas , se hizo uso de un observador no 

lineal pa ra es t imar la pa r t e del vector de es tado no medible. pe rmi t i endo implementar 

estas es t ra tegias . 

E n t o d a s las técnicas presentadas , un estudio de estabi l idad del s is tema en lazo cerrado 

fue presentado, es decir en cada uno de los casos, condiciones necesarias para garant izar 

la es tabi l idad del s is tema en lazo cerrado fueron presentadas . Ademas , resu l tados en 

simulación fueron mos t rados para i lustrar el desempeño de cada una de es tas es t ra tegias 

de control. 

Un es tudio compara t ivo de las técnicas es tudiadas ha sido desarrol lado para i lustrar 

el desempeño de estas, siendo la metodología basada en per turbac iones singulares la que 

mejor resul tados most ró . 

Por o t ra par te , extensión de estos resul tados a el caso mult ivar iable es un problema 

abierto, s iendo ac tua lmente t ema de investigación. Asi como las aplicaciones a mode-

los de robo t s con múlt iples eslabones es t ambién un t ema de investigación. De hecho, 

aplicaciones a o t ro t ipo de procesos puede ser realizada de manera similar. 



En un análisis desarrol lado en las t res técnicas de control pa ra robo t s manipu ladores 

con flexibilidad en la art iculación, se sometió el s is tema ante la presencia de ruido en la 

señal de sal ida (perturbaciones en la salida), obteniendose los siguientes resul tados: 

1.-En cada u n a de las tres técnicas, se sigue conservando la convergencia del e s tado 

es t imado, hacia la señal de referencia deseada. 

2.-E1 m é t o d o basado en la metodología Algebraico Diferencial, resul ta demas iado 

lento en su respues ta 

3.-La técnica basada en el enfoque Geométr ico diferencial, resulta ser mejor com-

pa rado con el m é t o d o Algebráico Diferencial, en cuan to a rapidez de convergencia. 

4.- El m é t o d o basado en la técnica de Per turbac iones Singulares, resul tó ser el mejor 

en su respues ta de seguimiento de la t rayectoria , ante la presencia de ru ido en la señal 

de salida, p re sen tando menos oscilaciones, con respecto a los otros dos métodos . 

Por o t ra pa r t e se efectuó un análisis, para de te rminar el desempeño del b razo ro-

bot man ipu lador con flexibilidad en la art iculación, ante la presencia de incer t idumbres 

pará ine t r icas de la es t ruc tura del robot , ten iendo como resul tado lo siguiente: 

El observador basado en la técnica de modos deslizantes, resul tó ser el único que 

presenta mejor robustez, ante la presencia de incer t idumbres pará ine t r icas . 
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APENDICE A 

0.1 Conceptos y definiciones 

En este apéndice , se da r an a lgunas conceptos y definiciones necesarias p a r a la com-

prensión de es te t r aba jo . Pa ra comenzar , da remos a lgunas definiciones de base sobre 

la teoría de la observación de sistemas 110 lineales en t i empo continuo. A continuación, 

recordaremos algunos resul tados sobre los observadores y su síntesis. Pos ter iormente , se 

presentaran a lgunas definiciones y resul tados útiles referentes a la es tabi l idad y estabiliza-

ción de sistemas, y finalmente se anexan algunos resul tados presentados en este t r a b a j o 

de investigación, que fueron aceptados y presen tados en Congresos Internacionales . 

Pr imero , consideremos los sis temas 110 lineales de la forma: 

x = f{u.x) 
( 0 . 1 ) 

V = h(j-) 
\ 

donde el e s tado x € M. una variedad anal í t ica (Cu ' ) : la en t r ada u £ U C Rw: la salida 

U e Rp. P a r a toda u £ U. fu(x) — / ( « . • ) deno ta el c a m p o vectorial Cu" sobre M y la 

función h = (h] hp) es también C*. 

Designaremos por xu(t. j-0) la solución de (2.1) a pa r t i r de la condición inicial ¿.-„(O. x0) = 

¿a-

0.2 Observabilidad de sistemas no lineales 

La nocion de observabil idad puede ser formulada de varia mane ra s en el con tex to 110 

lineal. E11 este t r a b a j o adop ta remos la formulación dada por H e r m a n n Kreucr que se 



establece a pa r t i r de la noción de dist inguibil idad de estados. 

D e f i n i c i ó n 0 .1 (Dtstmguibüidad-IndistinguibiUdad): Dos estados iniciales x0 € M. 

Xl e M, x0 ¿ Xll son indistinguibles si para todo t > 0 y para toda entrada admisible 

u : [O.t] - U las trayectorias correspondientes de (0.1) que resultan de x0. xx son 

tales que h(xu(t,x0)) = h(xu(t. x,)). Recíprocamente, decimos que dos estados unciales 

x0 € M, xl e M. x0± Xl. son distinguibles si existe t > 0 y una entrada admisible 

u : [0,í] -> U tales que h{xu{t,x0)) ^ h{xu{Uxl)). 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 (Observabilidad): Un sistema es observable en x0 G M si para otro es-

tado .r, ^ 2-0 es distinguible de x0. Un sistema es observable si es observable en todo 

x0 e M. 

Para los s is temas lineales, la observabilidad esta caracter izada por la famosa condición 

de ran°o: 

T e o r e m a 0 .3: El sistema lineal estacionario : 

x - A r -f Bu 
(0.2) 

y = Cx x e Rn.u € Rm. y € Rp 

es observable si y sólo si la matriz \CT ATCT ... An~lTCT}T es de rango pleno. 

La dis t inguabi l idad es un concepto global. Sucede f recuentemente que pa ra generar dos 

trayectorias a par t i r de .r0 y de x \ . se t iene uno que alejar lo suf ic ientemente de x 0 y x \ . 

Las dos definiciones que siguen son de natura leza local. 

D e f i n i c i ó n 0 . 4 (Observabilidad local): Se dice que el sistema (0.1) es localmente ob-

servable en .tq si para toda vecindad abierta Vxo de el conjunto de puntos que son 



indistinguibles de x0 en VXo vía las trayectorias en Vxo es el punto xQ el mismo. 

Cuando se t r a t a de dist inguir x0 de sus vecinos, podemos avistar la condición de observ-

abilidad local. Desde es te pun to de vista, se tiene: 

D e f i n i c i ó n 0 . 5 (Observabilidad local débil): Se dice que el sistema (0.1) es localmente 

débil observable en x0 si existe una vecindad abierta VXQ de x 0 tal que para toda vecindad 

abierta VT'Q C VXo, el conjunto de puntos que son indistinguibles de x0 en V¿0 vía las 

trayectorias en V¿Q es el punto XQ el mismo. 

De manera general, un sistema es localmente débi lmente observable si t odo es tado .r0 

puedo sor i n s t an t áneamen te dist inguido de sus vecinos al util izar las t rayector ias que 

permanecen en una vecindad de XQ. 

La propiedad de observabilidad local débil os impor tan te , pues to que ella puede ser 

verificada por medio de una simple condición algebraica como en el caso lineal. Por lo 

anterior, nos lleva a definir el espacio de observación. 

D e f i n i c i ó n 0 . 6 (Espacio de observación): Se llama espacio de observación O el mas 

p(<jti< ño subcspuc/o vectorial de funciones reales de M que contiene hi y que sea 

cerrado por la derivación d( Lie con respecto a todos los campos vectoriales del tipo /,,. 

¡i € V. fijo. 

T e o r e m a 0 .7 : Sea dO el espacio de diferenciales de los elementos de O. Designemos 

por dO{xQ) la evaluación de dO en x0. Si: 

dim dO(xo) = n (0.3) 

entonces el sistema es localmente débilmente observable en x0. 



La condición (0.3) se l lama condición de rango. Si la condición (0.3) se verifica pa ra t o d o 

x0E AL se dice entonces que el sistema (2.1) es observable en el sent ido del rango. 

El t e o r e m a anter ior da una condición suficiente de observabil idad local débil. El s iguiente 

t e o r e m a sa una condición necesaria: 

T e o r e m a 0 . 8 : Supongamos que el sistema (0.1) es ¡ocalmente débilmente observable. En-

tonces la condición (0.3) se cumple casi en todas partes en M. es decir. ám\dO{x) = n 

en todo punto x que pertenece a un abierto denso M' en M. 

0.3 Entradas universales 

X o t e m o s que la definición de observabilidad dada anter iormente . 110 implica que t o d a 

f u n c i ó n de e n t r a d a distinga parejas de pun to de M . E n la práct ica , desear íamos cen-

t r a r n o s en el caso donde la entrada u que siendo fija, toda pareja de es tados dis t intos 

den lugar a sa l idas diferentes. En efecto, este no es el caso en que se pueda reconocer el 

e s t a d o inicial del s i s tema a par t i r de la información anterior sobre la en t r ada y la salida. 

E s t o no lleva a la noción de en t rada universal. 

D e f i n i c i ó n 0 . 9 (Entrada universal): í'na entrada admisible u : [0. T] —» U es universal 

para el sistema (2.1) sobre [0. T] sí. para toda pareja de estados diferentes distintos x0 y 

a-i. se tiene h{xu{t.x0)) ^ h{xn(t.xi)) en al menos en un tiempo í € [0.T]. Una entrada 

universal sobre R+ es universal. 

D e f i n i c i ó n 0 . 1 0 (Entrada singular): Una entrada no universal es una entrada singular. 

El p rob l ema de la existencia de en t radas universales ha sido es tud iado por varios au tores 

(Son tag . Sussmann) . Ellos han demos t rado que el con jun to de en t r adas universales es 



denso en el espacio de en t radas admisibles con una topologia conveniente pa ra los sis-

temas loca lmente débi lmente observables. 

0.4 Los sistemas uniformemente observables 

Consideremos el s is tema (0.1). E n general, existen en t radas singulares u ta les que el 

sistema a u t ó n o m o asociado: 

(0.4) 
i- = f M 

^ y = h(x) 

no sea observable. 

La noción de en t r ada universal permi te definir una clase in teresante de s is temas: los 

sistemas un i fo rmemente observables. 

D e f i n i c i ó n 0 . 1 1 (Sistemas uniformemente observables localmcnte uniformemente ob-

servables): i'n sistema en el cual todas las entradas son universales se llama uniforme-

mente observables, o simplemente, observable para toda entrada, i'n sistema es local-

mente uniformemente obser vable si y solo si para todo punto x € M existe una vecindad 

\'x de x tal que el t-i¿>tema permanecerá en esta vecindad es uniformemente observable. 

Los s is temas lineales observables son uni formemente observables. 

El problema de la caracterización de estos sis temas en el caso mono-sal ida ha sido 

abordado por Wil l iamson (válliamson) para los s is temas bilineales y por Gau th i e r et 

B o m a r d (Gau th ie r -Bornard) para los sis temas afines en el control, estos resul tados se 

resumen en los dos teoremas siguientes: 

T e o r e m a 0 . 1 2 : Consideremos el sistema bilineal: 



(0.5) 
i = Ax + uBx + Fu 

V = Cx 

donde x € Rn. u G Rm. y € R; A, B, F, C son matrices de dimensiones apropiadas. 

Una condición necesaria y suficiente para que el sistema (0.5) sea uniformemente 

observable es que pueda trasformarse por un cambio de coordenadas z = Tx. en: 

z = Az + uBz + Fu 

y = Cz 
(0.6) 

donde: 

.4 - TAT-1 = 

M o]. 

x o 1 . o N 

0 . 0 1 

y íi! . . a„ j 

. B = TBT~l = 

bu 

{ b„ ! 

. C = CT~l = 

>n» / 

T e o r e m a 0 . 1 3 : Consideremos el sistema afín en el control: 

x = f ( x ) + H Z 1 9 t ( x ) u I 

y = h(x) x e R". u e R'n. y e R. 
(0.7; 

Una condición necesaria y suficiente para que el sistema (0.7) sea localmente uni-

formemente observable es que exista un sistema de coordenadas locales sobre R" tal que 

(0.7) sea casi por todos lados localmente de la forma: 

z = ÀZ + *{Z) + T.?=i9MU* 

y = Cz 
(0.8) 



donde A = 

' o 1 0 N 

, <r{z) = 

' O ^ 

Vn(z) 

. C = [1.0 0] 

y 9'A2) = 9j(zi paraj = 1 n; i = 1. m. 

La carac ter izac ión de estos s is temas en el caso mul t ivar iab le es todav ía u n p rob lema 

abier to. 

0.5 Observadores 

Un observador o recons t ruc tor de es tado es un s is tema d inámico que p e r m i t e ob t ene r 

una es t imac ión del valor ins tan táneo del e s t a d o no medible de un s is tema a pa r t i r de 

informaciones an ter iores de las en t r adas del s i s tema original. 

D e f i n i c i ó n 0 . 1 4 (Observador): Sea el sistema dinámico: 

'V1 x = f{u.x) 

y = Hx) 

Se llama observador de (T.) un sistema dinámico auxiliar (O) cuyas entrads están 

constituidas por las entradas y las salidas del sistema (£) y cuyo vector de salida x es el 

estado estunado : 

( O ) 

z = f(u.y.z) 

x = h(u.y.z) 

tal que | | e (0 | | = I Ix( t ) ~ 4 0 1 1 0 cuando t -» oc. 



F i g u r a 0-1: Esquema del observador 

C u a n d o | |e(f)l! t i ende e x p o n e i i c i a l m e n t e hacia cero c u a n d o f —» 2c. se dice que el obser-

\ -ador es exponencia l . El e s q u e m a de u n observador se mues t ra en la figura siguiente: 

0.5.1 Síntesis de observadores 

El e s tud io de la p rop iedad d o observabi l idad cons t i tuye una pr imera e t apa en la con-

s t rucc ión de u n observador . E n efecto, para ga ran t iza r el buen func ionamien to de un 

observador es necesar io que e l s i s t ema pe rmanezca "suf ic ien temente observable " b a j o 

t o d a s las e n t r a d a s apl icadas . 

Es en tonces ev idente que u n o d e los obstáculos para la cons t rucc ión de observadores es 

la presencia de e n t r a d a s s i n g u l a r e s . Es te obs tácu lo no existe en los s i s temas lineales 

es tac ionar ios observables, p u e s t o que estos s is temas 110 t iene e n t r a d a s s ingulares .El ob-

servador m a s común para estos, s i s t emas es el de Luenberger ( luemberger) . 

• S i s temas l ineales e s tac ionar ios 

Sea el s i s t ema lineal o b s e r v a b l e : 



x = Ax + Bu 

y = Cx 
(0.9) 

donde X<=RN.U<ERM.YE RP Y ] a s matr ices A. B. C son de dimensiones apropiadas . 

El s is tema gobe rnado por: 

donde la ma t r i z K es selecionada tal que los valores propios de .4 - A 'C t ienen p a r t e real 

negativa, es un observador exponencial para el s is tema (0.9). 

• S is tema lineal variante en el t iempo 

Para los s is temas lineales con parámet ros variantes en el t iempo, existe el observador de 

Kalnian b a j o la hipótesis de la observabilidad completa uniforme: 

X 

D e f i n i c i ó n 0 . 1 5 (Observabilidad completa uniforme): El sistema: 

completamente uniformemente observable -7 existe T > 0. o > 0 i/ t^¡ > 0 tales <¡ue. 

pata todo t > 10 . .sp tiene: 

donde I es la matriz identidad y o(r.t) es la matriz de transición de la parte autónoma 

ele (0.11) definida por: 

x ~ Ax + Bu — I\(Cx - y) ( 0 . 1 0 ) 

¿(0 = A(t)x(t) 

y(t) = C(t)x(t) X e R". u e Rm.y e RF' 
(0.11) 

io(r.t) = A(r)o(r.t) 

o(t.t) = 1 



Es bien conocida la versión determinis ta del filtro de Kalman-Bucy (kalman-busy) que 

proporciona un observador no inicializado para los sistemas lineales variantes en el t iempo 

comple tamente observables. En efecto, se ha demostrado que si -4(0 y C(t) son acotados 

y si el s is tema (0.11) es uniformemente completamente observable, entonces el sistema: 

í ¿(í) - A(t)x(t) - SW^CitFQiCftxit) - y(t)) 

• 5 ( 0 = - 6 S ( t ) - - 4 ( 0 r 5 ( 0 - 5(í).4(0 + C(t)TQC(t) (0.12) 

5(0) - 50 

donde 6 > 0 y 5 0 . Q que son matrices definidas positivas, es un observador exponencial 

para (0.11). 

• S i s tema afín en el estado 

El resul tado anterior puede ser extendido a los sistemas afines en el estado: 

x = h - B ( u ) 

y = C[u)x x € R".n € Rm.\¡ e Rp 

Se puede apreciar que toda función u fija genera un sistema lineal con parámet ros vari-

ante* en el t iempo. Por consecuencia, se puede definir el Gramiano de observabilidad 

para estos sistemas, para u fija como sigue: 

G(u.t.t + T ) = £ T ol(r.t)CT(u(T))C(u(r))ou(T.t)dr 

donde 0„(T. 0 es la matriz de transición definida por: 

¿ o B ( - 0 = .4 ( U (7 - ) )o u ( r . 0 

ou(t.t) = I 

El sis tema (0.13) puede tener varias entradas singulares. E n (hamouri-De León) se de-



mues t ra que las en t radas universales no son suficientes para hacer funcionar un observador-

para los s is temas que poseen en t radas singulares. Es to proviene del hecho que una en-

t r ada universal t ras ladada en el t i empo no puede ser universal. Es por esto que la noción 

de en t r adas persis tentes ha sido introducida para garant izar el funcionamiento del obser-

vador. sobre t odo en presencia de ruido o de per turbaciones . Ahora in t roduci remos la 

noción de en t rada persistente. 

D e f i n i c i ó n 0 . 1 6 (Entrada regularmente persistente): Una función de entrada u es reg-

ularmente persistente para el sistema (0.1S) si existe T > 0. a > 0 y t0 > 0 tales que el 

valor propio mas pequeño de la matriz G(u. t . t ^ T ) c, superior a a por t > t0. 

El siguiente teorema permi te garantizar la construcción de un observador t ipo Ka lman 

extendido para los sistemas afines en el estado. 

T e o r e m a 0 . 1 7 : Toda entrada ngularmente persistente aplicada a un sistema afín al 

estado (0.1.J) genera un sistema lineal con parámetros ra ruin tes en el tiempo completa-

mente uniformemente observable. 

Por consecuencia . se obtiene el siguiente resultado: consideremos el s is tema (0.13) con 

matr ices ,4(ÍÍ). B{U) y C(u ) uniformemente acotadas sobre el dominio de las en t radas 

admisibles. Entonces, para toda entrada regularmente persistente para (0.13). el sistema 

í - A(u)i + B(u) - 5 _ 1 C ( ü ) r Q ( C ( ü ) i - - y) 

S = -0S - A(u)TS - SA(u) + C(u)TQC(u) (0.14) 

5(0) - S 0 

con 6 > 0 y 5 0 . Q matrices definidas positivas, es un observador exponencial para el 

s is tema (0.13). 



0.6 Estabilidad y estabilización 

0.6.1 Estabilidad 

El p rob lema de es tabi l idad de un sistema corresponde al compor t amien to de la t rayectoria 

de es te c u a n d o su es tado inicial esta próximo del p u n t o de equilibrio. E s t a idea es intuit iva 

y resul ta muy compleja para los s is temas no lineales. Por consecuencia una larga lista 

de definiciones han sido propuestos . El obje t ivo de la teoría de la es tabi l idad es de 

pode r ob tene r conclusiones sobre el compor t amien to de un sistema sin tener que calcular 

su solución. Aquí presentaremos algunas definiciones que son las mas ut i l izadas en la 

l i t e ra tura pr inc ipa lmente sobre la estabi l idad en el sent ido de Lyapunov. la es tabi l idad 

asintót ica y la es tabi l idad asintótica uniforme. 

Cons ideremos el s is tema: 

¿ ( 0 = / ( * ( * ) . 0 (0.15) 

d o n d e x £ Rn y f : R" x f l * - 7?" es continua. Supóngase t ambién que la ecuación 

(0.15) posee una solución única que corresponde a cada condición inicial. 

E s t o es en el caso en que / es g lobalmente Lipsclutz. Designemos por x{t.x0.tQ) la 

solución al i n s t an te t de (0.15) surgida de la condicion inicial x{t0. x0. t0) = x0. 

Recordemos que un es tado ,rf € R" es un p u n t o de equilibrio para el s is tema (0.15) si: 

f ( x e . t) = 0. V/ > 0. Asumiendo que xe es un pun to de equilibrio de (0.15). 

D e f i n i c i ó n 0 . 1 8 (Estabilidad en el sentido de Lyapunov): El punto de equilibrio xe de 

(0.15) es estable o estable en el sentido de Lyapunov sí. para todo £> 0 y para todo 

to € / T . existe fi(s.t0) > 0 tal que: ||i0 - .re|| < 6 ||x(/. x0. t0) - xe\\ < z para todo 

t>t0. 



Pues to que t o d a s las normas son sobre R» son topologicamente equivalentes. 

C u a n d o 6 depende so lamente de se habla de estabi l idad uniforme: 

ina-D é f i n i c i ó n 0 . 1 9 (Estabilidad uniforme): El punto de equilibrio xe de (2.15) es 

formemente estable si para todo ¿r > 0. existe 6(s) > 0 tal que | |x0 - xe\\ < 6. Vf0 > 0 

||z(f,a:o.ío) - xe|| < f . Vi > t0. 

Para los s is temas au tónomos i(t) - f(x{t)). no hay distinción ent re es tabi l idad y esta-

bilidad uniforme. 

El p u n t o de equilibrio x\ es inestable si .reiio es estable. 

La definición precedente no garant iza que las soluciones convergen hacia el p u n t o de 

equilibrio. Definimos entonces la noción de a t rac t iv idad de un p u n t o de equilibrio y de 

es tabi l idad a&intótica: 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 0 (Atractividad): El punto de equilibrio x€ de (2.15) es atractivo si. para 

todo t0 e 7T. existe r)(t0) > 0 tal que : | |x0 - .re | < i](t0) => }x(t0 + t.x0.t0)\\ — .re 

cuando t —* DC. 

Notemos que las soluciones inicializadas en es tados diferentes en B^ t r ¡ ) = {j;- |¡x — ? |j < 

i]{to)} pueden aproximarse a xe a velocidades diferentes. 

La siguiente definición garantiza una convergencia uniforme hacia xP. 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 1 (Atractividad uniforme): El punto de equilibrio xe es uniformemente 

atractivo si existe r] > 0 tal que: | | i 0 - a ; e | | < i].VtQ > 0 =>• \\x(t0 + t. x0.t0)\\ cuando 

t —> DC uniformemente en XQ. 1Q. 



De manera equivalente: El punto de xe es uniformemente atractivo si V= > O existe 

un tiempo T(s) tal que : ||a:0 - x e | | < 77. Vf0 > 0 ||.T(f0 + f. x0. t0) ~ .re | | < 5. Vi > T(e). 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 2 (Estabilidad aintótica y uniformemente asintotica): El punto de equi-

librio xe de (2.15) es asintoticamente estable si es estable y atractivo. Es uniformemente 

asintoticamente estable si es uniformemente estable y uniformemente atractivo. 

Notemos que la a t rac t iv idad y la estabi l idad son dos propiedades independientes , es decir 

un p u n t o de equilibrio puede ser a t ract ivo sm ser estable. Sin embargo, no está todavía 

es tablecido si es posible para un pun to de equilibrio ser un i fo rmementen te a t rac t ivo al 

ser inestable. 

Los conceptos do estabil idad introducidos an ter iormente son de na tura leza local en el 

sent ido donde ellos describen el comporr a miento de las t rayectorias inicializadas próximas 

al punti> de equilibrio. La definición que sigue describe el compor t amien to global de las 

t rayectorias . 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 3 (Estabilidad asintotica global): El punto de equilibrio xe de (0.15) 

es globalmente asintoticamente estable si este es uniformemente estable, y sí para un 

nútm ra par de números positivos M. = con M arbitrariamente grande y r arbitraria-

nunte pequeño, existe un tiempo finito T(M.s) tal que : j | r 0 - ,re|j < .U .W 0 > 0 

, X(tv 4- .l\). t0) — .í'e|| < £. W > T{M. f i . 

D e n t r o de la práct ica del estudio de la es tabi l idad se hace uso del segundo mé todo de 

Lyapunov (ó mé todo directo). Es te consiste en definir una función de Lyapunov con 

las carac ter í s t icas apropiadas donde la existencia implica el t ipo de estabi l idad deseado. 

No temos también , que podemos considerar que. xe = 0. dado que s iempre podemos re-

alizar un cambio de variable, tal que nosotros caemos s iempre en es te caso Pa ra lo 

s iguiente supongamos que es efect ivamente el caso. 



D e f i n i c i ó n 0 . 2 3 a (Estabilidadfinalmente uniformemente acotada):Una solución x{t) 

[U- 3c] - K" del sistema f ( x ) con condición inicial x(t0) = x0 es llamada finalmente 

uniformemente acotada (uniformly ultimately bounded) con respecto a un conjunto S. si 

existe una constante no negativa T{x0. 5 ) tal que : 

x{t) e S para toda t > t0 + T (0.1G) 

Finalmente uniformemente acotada quiere decir que la t rayector ia solución del s is tema 

x= f (x) comienza en x0 en un t i empo t0 y deberá finalmente en t ra r y pe rmanecer den t ro 

del c o n j u n t o S. 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 4 (Función de Lyapunov): Di manera general, se llama función de Lya-

punov para el sistema (0.15) una función real i 0 que posee la, siguientes propiedades: 

0 r ( . r . f ) es de clase C 1 tal que \ '(0.t) = 0 : 

ii)\r(x.t) es definida positiva, i.c. existí una función rea! continua no decreciente a 

tal que a ( 0 ) = 0 y 0 < o( x\\) < V(x. t). W. V,r ^ 0 con o (\\x}\) - ^c cuando ||.r|| - oc. 

lii) Existe una función real - tal que ".(0) = 0 y la derivada V de V siguiendo las 

trayectorias de (0.15) es tal que: Y{x.t) < —,( j x |) < 0. V/. Vx ^ 0. 

iv) Ext ote una función rea! continua, no decreciente 1 tul que J (0 ) = 0 y 

V(x.t) < 3 ( \ ) . Vi. 

El s iguiente teorema de Lyapunov muest ra la existencia de ta l func ión \ ' es una condicio 

necesaria y suficiente para la estabi l idad asintotica uniforme. 

T e o r e m a 0 . 2 5 : El origen del sistema (0.15). es un punto de equilibrio uniformemente 

(linfáticamente estable sí y solo si (0.15) admite una función de Lyapunov V 

Las p r o p i e d a d e s requeridas de pueden ser suavizadas según el t ipo de es tabi l idad de-



seada. Entonces se t iene el siguiente corolario: 

C o r o l a r i o 0 .26: El origen del sistema (0.15). es un punto 

a) Estable si y solo si (0.15) admite una función de Lyapunov V que satisface las 

condiciones i). ii) y ü*) : V{x.t) < 0 para todo x y t. 

b) uniformemente estable si y solo si (0.15) admite una función de Lyapunov V que 

satisface las condiciones i), i i) iv) y ¡i*). 

C o r o l a r i o 0 .27: Para un sistema dinámico continuo autónomo: 

* = / ( * ) : /(O) = 0 (0.17) 

la estabilidad as/nfótica está asegurada para la existencia de una función real \'(.r) de 

clase C ! . tal que \ ' ( 0 ) = 0 y 
X 

- \ (x) > 0 para todo x ^ 0 

- r(i-) < 0 para todo x ^ 0 

- V(.R) —» oc cuando ||x|| — DC. 

En el caso de sistemas lineales . x - Ax. la estabilidad asintótica esta caracter izada 

por la existencia de una forma cuadrát ica definida positiva !'(./•) = xTPx tal que : 

ArP + PA = ~Q donde Q es una matr iz definida positiva. 

El siguiente teorema recíproco (inverso) es muy útil en el estudio de los sis temas dinámi-

cos. 

T e o r e m a 0 .28: Sea el sistema autónomo (0.16). Sí el punto de equilibrio 0 es asintóti-

camente estable entonces (0.16) admite una función de Lyapunov que es de clase Cx en 

una vecindad de XQ. 



0.6.2 Estabilización 

U n o de los p r o b l e m a s del cont ro l consis te en la es tabi l ización de s i s temas . Aqu i recordare -

mos a lgunos r e su l t ados sobre la es tabi l ización por r e t roa l imen tac ión de e s t a d o e s t á t i co y 

d inámico . L a es tabi l ización de u n s i s t ema no lineal es u n t e m a m u y compl icado . Exis-

t e n pocos r e su l t ados generales que conciernen a es te p u n t o . Al m i s m o t i e m p o es difícil 

conclu i r sob re la es tab i l idad o la no es tab i l idad global as in tót ica de un s i s t ema n o lineal 

genera l . 

P r i m e r a m e n t e , r ecordemos que t o d o s i s tema lineal cont ro lab le es e s t a b i l i z a r e po r re t roa l -

imen tac ión de e s t a d o es tá t i ca lineal. E s t o no es en genera l cierto, p a r a los s i s t emas 110 

lineales. E n o t ros t é rminos . e \ i=ten s i s temas 110 lineales cont ro lables p e r o no estabi l iz-

ables . D e es te hecho, un t e m a i m p o r t a n t e de e s tud io en la teor ía del con t ro l es la 

ca rac te r i zac ión de clases de s i s temas que son <^tabilizables por r e t roa l imen tac ión de es-

t a d o . x 
• s 

D e f i n i c i ó n 0 . 2 9 (Estabilización): De manera general, se dice que el sistema : x = /(.' )-'-

g{-v)u es estabilizable en el origen si existe una retroalimentación de estado u = u(x). al 

menos continua, tal que el sistema en lazo-ceirado x = f ( x ) + g(x)u(x) admite el oriqeri 

como punto de equilibrio asintóticamente estable. 

E n lo que sigue, i n t roduc i remos a lgunas precisiones sobre las t e rmino log ías concern ien tes 

a los t i p o s de r e t roa l imen tac ión de e s t ado u t i l izados en la p rác t i ca . 

D e f i n i c i ó n 0 . 3 0 (Retroalimentación de estado estática) Se llama retroalimentación de 

estado estática regular para el sistema no lineal: 

i = f { x ) + g(x)u xeRn.ueRm (0.18) 



una función u = a{x) + ¿(x)v donde a : R" - fí™ y ¡3 : Rn - R™>» son funciones 

regulares tales que la matriz 3{x) es invertible para todo x e Rn y v = vm) rep-

resenta el nuevo vector de control. 

Una var ian te i m p o r t a n t e de esta re t roal imentación regular es que so lamente utiliza la 

sal ida. 

D e f i n i c i ó n 0 . 3 1 (Retroalimentación de estado estática de salida): Se llama retroali-

mentación de estado estática de salida para el sistema no lineal con salida: 

¿ - fU)+g(x)u 
\ i (0.19) 

y = h[Xf X e R". u e Rm.ye w 

una función u = á{y) + 3{y)v donde a W> Rm y 3 : Rp ^ son funciones 

regulares tales que la matriz 3{y) sea mvertible.jmra todo y € Rp y r = (Vl ,•„) 

representa el nuevo vector de control. 

Pues to que y = h{.r) la retroal imentación de es tado estát ica de salida es un caso par t icular 

de la re t roa l imentac ión de es tado es tá t ica anterior . Entonces , en general solo se puede 

esperar menos de las propiedades en el caso de una retroal inieutación de salida. 

D e f i n i c i ó n 0 . 3 2 (Retroalimentación de estado dinámica): Una retroalimentación de 

estado dinámica para el sistema (0.17) es definida por la relación: 

= = -{z.x)+é{z.x)v 

u = a(c.:r) + 3{z.x) 

donde z = {zx zq) € Rq. y -> : Rq x Rn R<¡. 6 : 

y 3 : Rq x Rn —» Rmxm son funciones regulares y v = (vl% 

Rqxrn
; a:R*xRn->Rm 

• i'm) representa el nuevo 



vector de control. 

De hecho, la retroal imentación de es tado dinámica puedes ser considerada como la com-

posición de un sis tema (0.17) con el sistema: 

(0.20) 

donde x y ü son respectivamente relacionados con x y con u. El sistema (0.19) es 

f recuentemente l lamado compensador y esquemát icamente se puede representar como 

D e f i n i c i ó n 0 .33 (Retroalimentación de estado dinámica de salida): Una retroal-

imentación de estado dinámica de salid^para el sistema (0.1S) esta definida por la 

relación: 

= = ~{ = -y)~é{z.y)v 
C 

u = a(z. y) + 3{z.y) 

donde z = (d zq) € Rq. ey~ : R^xRP R-¡. f : WxR? ->. Ri*m. Q : R<¡xRP 

y R¡ x R" — R"rX'" son funciones regulares y v = (r, ,•„,) rcpa'«t«/an el nuevo 

vector de control 

0.7 El principio de separación 

La mayor par te de las leyes de control son funciones de es tado del s is tema. C u a n d o solo 

se dispone de una par te del vector de estado, no se puede aplicar los algoritmos de control 

diseñados. Una forma de evitar este problema es cerrar el lazo de control a t ravés de 

un observador, es decir, una vez que se tiene un algoritmo de control para el sistema y 

que un observador ha sido diseñado para este ultimo, se procede a reemplazar el es tado 
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desconocido por el es tado es t imado en el a lgori tmo de control. 

La p r egun ta que se p lantea ahora es saber si la estabi l idad del s is tema en lazo cerrado se 

presen-a. El es tudio de la es tabi l idad del s is tema en lazo cerrado median te un observador 

se conoce como principio de separación. Es ta terminología proviene del hecho de que 

la síntesis t a n t o de la ley de control, asi como del observador se llevan al finalmente 

uniformemente acotadaczbo s eparadamente . 

Es t e problema es de carác ter muy especial. En general, se t r a t a de encont ra r un 

compromiso en t re la velocidad de convergencia del observador y la velocidad de la acción 

de estabil ización. 

P a r a los s is temas lineales, el principio de separación se verifica de que el s is tema sea 

contro lable y observable. Es to se t r aduce median te una descomposición del espectro del 

s i s tema en lazo cerrado con el es tado es t imado, el espectro del s is tema con el del ob-

servador que pe rmanece sin cambio, la es tabi l idad del s is tema retroal imentaclo con el 

observador depende entonces solo de la Estabil idad riel observador y del s i - tema retroali-

m e n t a d o sin observador . X 

E n el con tex to no lineal, existen muy pocos resul tados concernientes al principio de 

separación, s iendo ac tua lmente un problema abierto. 

No temos t ambién de paso que la estrategia del principio de separación es equivalente 

a una estabil ización dinámica por re t roal imentación de salida. 
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ABSTRACT 
Techniques of differential a lgebra a r e used t o der ive an 
observer-based controller appl ied t o a flexible manipu la -
tor. A dynamica l linearizing feedback controller is de-
rived on t h e basis of Fliess ' Generalized Observabi l i ty 
Canonical Fo rm ( G O C F ) . Our controller actual ly a c h i v « 
both s tab i l i ty a n d t racking by linearizing t h e t r ack ing 
error. T h e controller is t h e n of error-driven type ; t h e 
dynamics of t h e error is e s t imated by an observer in t h e 
closed- loop. An analysis of t h e s tabi l i ty of t h e closed-
loop sys t em is given. Simulat ion results are presented for 
i l lustrat ing t h e pe r fo rmance of th is observed based con-
troller scheme, when is appl ied t o a ma themat ica l m o d e l 
of a r o b o t wi th flexible jo in ts . 

1.- I N T R O D U C T I O N 

Several controller design techniques have been pro-
posed, f r o m different perspectives, for t h e s tabi l izat ion 
of nonl inear systems. Recently, a considerable number of 
works have s tud ied t h e prob lem of t h e control of r o b o t s 
man ipu l a to r s with jo in t flexibility. Th i s problem has a 
pract ical a n d theoret ical in teres t . Because, f rom a p r a c -
tical p o i n t of view, we mus t b e consider t he effect of t h e 
elast ici ty in t h e r o b o t t o design t h e control laws; a n d 
from theore t i ca l po in t of view, t h e number of degree of 
f reedom is twice t h e number of control act ions, a n d t h e 
match ing p r o p e r t y between nonlinearit ies a n d i n p u t s is 
lest [8, 9]. 

In t h e l i t e ra tu re , we can find different control schemes 
for nonl inear sys tems . Most of these schemes make use 
of t h e s t a t i c feedback control schemes. T h e design of 
these s t a t i c feedback a r e based on Adap t i ve cont ro l , 
Singular p e r t u r b a t i o n s , Nonlinear control theory, a n d 
Energy-based Lyapunov control schemes, or more re-
cently, Decoupl ing-based schemes, Backstepping-based 
schemes, o r Pass ivi ty-based schemes [8, 9]. F u r t h e r -

more, a considerable n u m b e r of researchers have s tudied 
t he s t ab i l i t y and o u t p u t t r ack ing problems of dynami-
cally s y s t e m s using t h e commones t mathemat ical tool in 
nonl inear control t heo ry of today : differential geometry. 
However, if t h e nonlineari t ies involved are all polynomial 
the re a r e m e t h o d s form differential algebra t h a t can b e 
used in s t ead . I t has been showed by M. Fliess t h a t t h e 
different ia l a lgebra is a n a t u r a l mathemat ical tool for 
deal ing w i th polynomial sys tems. 

We t r e a t t h e s tabi l i ty a n d o u t p u t tracking problems 
for nonl inear sys tems f rom t h e dynamically feedback er-
ror l inear izat ion s t ra tegy. T h e approach is based on 
Fliess ' generalized observabil i ty canonical form ( G O C F ) 
and t h e generalized control ler canonical form ( G C C F ) 
which a r e easy consequences of t h e differential primitive 
e lement t h e o r e m [2, 3, 5]. Recall t h a t , from the external 
behavior of t h e sys tem, t h e Fl iess ' G O C F is a general-
ized s t a t e descr ipt ion of t h e sys t em where, in general, 
t h e s t a t e dynamics equa t ions a r e control-dependent, in-
c luding a finite n u m b e r of t h e control t ime derivatives. 

T h e controller we propose is ob ta ined by means of ex-
ac t l inear izat ion of t h e t r a ck ing error dynamics. This 
control ler is a func t ion of t r a ck ing error vector which 
is, in general , par t ia l ly measurab le , t h e n it is necessary 
t o e s t i m a t e it. A variety of approaches have been p r o ' 
posed in t h e synthesis of nonl inear observers to over-
come t h i s difficulty. For t h a t a high gain observer is 
used t o e s t ima t e t h e t r ack ing e r ror in order to imple-
ment o u r controller. Finally, t o guarantee t he stabili ty 
of t h e closed-loop sys t em us ing t h e proposed observer-
based control ler , an analys is of t h e stabil i ty of the system 
in d o s e d loop is given. 

T h i s no te is organized a s follows: In section 2, we 
in t roduce t h e generalized observabil i ty and controller 
canonical forms. T h e s tabi l iza t ion and ou tpu t t racking 
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prob lems b y m e a n s of a n e x p o n e n t i a l obse rve r , us ing t h e 
dif ferent ia l a l g e b r a i c a p p r o a c h , a r e d e a l t in sec t ion 3. In 
section 4 , w e i n t r o d u c e a m a t h e m a t i c a l mode l which de -
scribes t h e b e h a v i o r of a r o b o t m a n i p u l a t o r w i t h j o i n t 
flexibility. A n d s i m u l a t i o n resu l t s a r e p resen ted us ing 
our o b s e r v e r - b a s e d con t ro l l e r s cheme . S o m e conc lud ing 
r emarks a n d p r o p o s a l s for f u r t h e r work will close t h e 
paper . 

2.- G E N E R A L I Z E D O B S E R V A B I L I T Y A N D 
C O N T R O L L E R C A N O N I C A L F O R M S . 

Acco rd ing t o t h e t h e o r e m of t h e d i f fe ren t ia l p r imi t i ve 
element t h e r e e x i s t a n e l e m e n t £ € G such t h a t G — 
K{M,1). T h e TVanscendence d e g r e e n of C/K{U) [2, 3], 
which is e q u a l t o t h e d i m e n s i o n of t h e s y s t e m (1) , a n d is 

d " 1 
t h e s m a l l e s t i n t e g e r s u c h t h a t is K ( u ) - a l g e b r a i c a l l y 

d e p e n d e n t o n j l , • ". J wh ich is a t r a n s c e n -

dence b a s i s of G/K{U) [2, 3], D e f i n i n g t h e following 

change of v a r i a b l e of t h e fo rm = ; 1 < t < n . I t 
is clear t h a t { f i j ^ i is a t r a n s c e n d e n c e basis of G/K(U) 
too . H e n c e , a n o n l i n e a r genera l i za t ion of t h e cont ro l le r 
canonica l f o r m is given by 

( E A ) : 
Ht = &+1. i i ' S i - 1 
D f u ••• _ n \ DI AT' > DF J — U 

1 < t < n - 1 
(1) 

where D , u , %, • • • , is a p o l y n o m i a l wi th co-
efficients in K. If o n e can locally so lve for ^ in t h e sec-
ond e q u a t i o n (1) , o n e o b t a i n s an exp l ic i t s y s t e m of first 
order d i f f e r e n t i a l e q u a t i o n s , k n o w n a s t h e Genera l i zed 
Cont ro l l e r C a n o n i c a l F o r m ( G C C F ) . 

1 < t < n — 1 
lis. — r (e ,, du . . ¿2y\ 

for 7 a s t r i c t l y p o s i t i v e in teger . Now, le t y be t h e scalar 
o u t p u t a n d le t n b e t h e sma l l e s t in teger such t h a t 
is a lgeb ra i ca l ly d e p e n d e n t o n 

( E c c c f ) : 

f dy dn~ly du 
dtn~ 

d 
dt 5} 

t h a t m e a n s 

£ y _ r ( dy 
dt- l ^ ' d f ' 

<r y du <Pu\ 
dr>) 

Defining t h e fo l lowing c h a n g e of va r i ab l e 77,- = for 
^ ^ * < t h e n o n e c a n w r i t e a local s t a t e s p a c e rep-
r e sen ta t ion wh ich h a s t h e spec ia l f o r m of a Genera l i zed 
Obse rvab i l i ty C a n o n i c a l F o r m ( G O C F ) : 

¿2i — n 

ev 
1 < t < n - 1 

(ZCOCF):{ ^ - - L I 

y = m 

(2) 

for v a strictly p o s i t i v e in teger . 
3 . - A D I F F E R E N T I A L A L G E B R A I C A P -

P R O A C H T O A S Y M P T O T I C S T A B I L I Z A -
T I O N A N D O U T P U T T R A C K I N G . 

Consider t h e fo l lowing Non l inea r Sj-s tem 

' \ y - h{x,u) (3) 

where x = (xj • • ,xn) € 5 ? n , u € R " \ y € 3?, / a n d h a r e 
a s s u m e d t o be p o l y n o m i a l in t h e i r a r g u m e n t s . Sys t ems 

a re a s s u m e d t o b e u n i v e r s a l l y observable (see [2, 
3]) wi th ex te rna l b e h a v i o r d e s c r i b e d b y equa t ions of t h e 
form. 

£ y - . L f v ± . . <r-ly du 
dt 1-1 , u ' d i ' " " ' 

<Pu\ 
df J 

where L e is a p o l y n o m i a l of i ts a r g u m e n t s . 
1 - j 

d j 7 T f , 1 < t < n , we ob ta in a n By defining local ly rji = ^ 
explicit GOCF of s y s t e m s (E./cl) a s follows rj,= 77,+i, 1 < 
i < n\ r j n = - L o (»7, i j r j f o r s o m e 7 > 0. 

Now, let y/?(i) b e a p r e s c r i b e d r e fe rence o u t p u t func-
t ion which is d i f f e r e n t i a t e a t leas t n t imes . T h e a s y m p -
to t i c o u t p u t t r a c k i n g p r o b l e m cons i s t s in finding a dy-
namica l control ler de sc r ibed by a t i m e - v a r y i n g scalar or-
d ina ry different ial e q u a t i o n , which is possible implici t , 
a n d which has a s i n p u t : 

a ) T h e o u t p u t r e f e r ence s ignal y^ (£ ) , t oge the r with a 
finit n u m b e r of i ts t i m e de r iva t i ve s 

dt1 ; 1 < t < n 

and b ) T h e s t a t e c o o r d i n a t e s 17,- of t h e sy s t em. 
T h e controller is s u p p o s e d t o p r o d u c e a scalar func-

t ion u , which local ly forces y t o a s y m p t o t i c a l l y converge 
t o w a r d s D e f i n e a n o u t p u t t r a c k i n g error func t ion 
e( t ) as 

e ( f ) = y ( i ) - y f t ( £ ) (4) 

By defini t ion, t;, is e q u a l t o t h e (t — l ) - t h t i m e der iva t ive 

of y ( i ) , t h a t is T)i = for 1 < i < n. T h e n , we have 

__ „ :V*(t) , 1 < t < n - 1 (5) 

(6) 
d*e(t) __ dr]n d»yR(t) 

dtn dt dtn 

Let p(s) = + OiS< b e H u r w i t z po lynomia l . By 
requ i r ing a l inear t i m e - i n v a r i a n t a u t o n o m o u s d y n a m i c s 
for t h e t rack ing e r r o r f u n c t i o n : 

<Te(t) 
dV 

n-1 

v=0 

<re(t) 
dt* 

= 0 (7) 



it follows f rom (5) a n d (6) , t h a t (7) m a y b e r ewr i t t en a s 

dr]n <TyR{t) 

and 

dt dtn 

t h a t is 

(8) 

( <PyR 

( o ... 0 - L o + y 

. dvu\ ¿ n 11 / s T h e n , t h e e s t ima t ion of t h e t r a c k i n g error e(t) — y{t)-
- L 0 ( n . u , - ' - . — - I = — f _ \ y / o js g iven by a n e x p o n e n t i a l non l inea r observer ( O ) 

V 'rft-y dt« ) of t h e f o r m : 
(9) 

R e m a r k 1 . T h e sca l a r t i m e - v a r y i n g d i f f e ren t i a l e q u a -
tion (9) impl ic i t ly de f ines u , which a c c o m p l i s h e s a s y m p -
to t i c s t ab i l i za t ion t o zero for t h e t r a c k i n g e r ro r , in a 
m a n n e r en t i re ly p r e s c r i b e d by t h e s e t of c o n s t a n t design 
coefficients { a o . o i , • • •, a ^ - i } 

Le t fit — ^ r r i ^ , for 1 < t < n , b e t h e c o m p o n e n t s 
of a n er ror vec to r e = Col (c i ,e2 , • • •, e n ) . W e o b t a i n 

— = Fe 
dt . 

where 

dvu 
dt" 

^VRjt) 
dtn 

with re fe rence s igna l s vec to r given by 

dyR _ _ <r~lyR 
dt ' ' dt*-1 

(10) 

n 

( u ) 
»=i 

M*) = Col 

and 

F = 

( 0 X 

0 0 
^ —ao — ai 

0 

1 
- a n - i 

T h e or igin , e = 0 , is a n e q u i l i b r i u m p o i n t for t h e t r ack -
ing er ror d y n a m i c s (10) . W e a s s u m e t h a t t h e so lu t ion 
u of (11) is d e f i n e d for all t i m e , a n d is b o u n d e d for 
all b o u n d e d f u n c t i o n s y.ft(i) wh ich a lso e x h i b i t b o u n d e d 
derivatives. N o t e t h a t t h e d y n a m i c a l f e e d b a c k cont ro l le r 
depends on t h e s t a t e vec to r of t h e t r a c k i n g e r r o r d y n a m -
ics, which s h o u l d b e e s t i m a t e d b y m e a n s of a n observer . 

Now, w r i t i n g t h e s y s t e m (10) a s fol lows: 

<TyR du d? 

where t h e e l e m e n t s of t h e m a t r i x E a r e g iven by 

p _ / 1 i f i = J - l 
a * * ~ ° i J - 1 ~ \ 0 e v e r y w h e r e 

where A * = diag ( 0 , 0 2 0 " ) for s o m e 9 > 0 and K = 
{Kx, Kt Kn)T, K is chosen s u c h t h a t a (A - KC) C 
5 T (See [6, 7] for m o r e d e t a i l s ) . 

Let 

a(uityR(t),e) = + 
»=i 

and Ue b e t h e obse rve r -based c o n t r o l resu l t ing f rom 

T h e d y n a m i c s of e(t) a n d Co(t) = e ( i ) - e( t ) , ( the es-
t i m a t e t r a c k i n g er ror a n d t h e o b s e r v a t i o n er ror , respec-
t ively) , a r e given by : 

¥t=Ee(t)-&$K[Ce(t)-ei(t)) 

which b e c o m e s 

r *%l = Fe-e-1AeK£ o 

&TOTAL) S = E (E - KC) e0 (£) [ + A f l " 1 ^ ( A e 7 0 ( t ) , e ( t ) ) 
where 

70 = AJ 1eo, A;1EAg = 6Et CA$ = 8C, 
A;1 = diag{B~\8~2 0"«) 

and 

ASSUMPTIONS: 



AX.- 6i>(Aq 70 ( i ) , e ( i ) ) is globally Lipschitzian in R -
with respec t t o A 0 e 0 (i) a n d un i fo rmly with r e p e c t to 

A 2 . - T h e s ignals u 6 and its der iva t ives up t o n a t least 
a re b o u n d e d . 

T H E O R E M 1: Consider u £ t h e linearizing dynamic 
s t a t e feedback which is solution of <7 (e( t ) ,ug,yA ( i ) ) = 0 
. S u p p o s e t h a t a s sumpt ions A l a n d A 2 a r e satisfied 
T h e n t h e c losed loop system ( ^ T O T A L ) with control 
is globally a sympto t i ca l ly s tab le . 

4.- O B S E R V E R - B A S E D C O N T R O L L E R O F 
F L E X I B L E J O I N T M A N I P U L A T O R S . 

In th i s s ec t i on , we apply t h e resul ts obta ined in t h e 
above sec t ions t o dea l with t h e es t imat ion and t racking 
prob lems of a single-link flexible jo in t man ipu la to r [81 

M A T H E M A T I C A L M O D E L 
Based on L a g r a n g i a n dynamics cons idera t ions l the dy-

namical s y s t e m descr ibing t h e behav io r of a single-link 
flexible jo in t r o b o t is ob ta ined . 

T h e d y n a m i c a l sys tem j descr ib ing the motion of 
t he robo t is g iven by 

On t h e o t h e r h a n d , an ope ra t i on poin t of t h e sys tem 
can b e ach ived when a t o rque i n p u t u = cons t an t is 
app l i ed , t h a t is 

u = x ^ ^ t f u + « n - ' ( g ) ; x 2 = 0; , , 

W h e n we consider t h e l inearized sys t em in t he oper -
a t i ng p o i n t , t h e zero d y n a m i c follows to be min imum 
phase . However , t h i s zero d y n a m i c ' s p rope r ty is a func-
tion of t h e p a r a m e t e r B. T h e fac t t h a t B ^ 0 is crucial 
for t h e flexible r o b o t t o be a m i n i m u m phase. If B = 0 
this t e c h n i q u e can not t o be app l i ed , a n d the zero dy -
namic b e c o m e s oscilatory. In p rac t i ce , th i s condi t ion 
is verif ied for m o s t mechanical man ipu la to r s . T h e fol-
lowing c o o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n d e p e n d i n g on t h e in-
p u t which allows us t o ob ta in a general ized observabil i ty 
canon ica l fo rm ( G O C F ) . For t h a t , we have: 

y = ' l i = X i 
y=V2 = x2 

y= m = ~ksx2 + kiX3 -f kiu 

1 0 = D <7 +B q +m9lsin(g) - K . l i - q)
 V ' * = <*»> " + + &] 

V (12) 
where q d e n o t e t h e angular pos i t ion of t he link of 

length 3 a n d mass m and let q m be t h e angular posi-
tion of t h e m o t o r , D denotes t h e iner t ia of the link D 
denotes t h e m o t o r iner t ia , K, is t h e flexible jo in t stiff-
ness coefficient , B is t he motor viscous damping , and 

deno te s t h e link viscous damping , a n d g is t h e grav-
i ta t ional acce le ra t ion ; and r is t h e vector of ac tua to r s 
torques. 

Let us de f ine f = J - , which is no t t o be considered 
as a small c o n s t a n t related to t h e s ingular pe r tu rba t ion 
techniques. De f in ing t h e following change of coordinates: 

- qm, t h e a n g u l a r position of motor ; x2 t he an-
^ l a r velocity of motor ; z 3 = K . { q - g m ) , t h i elastic 

force; r « : = t h e elastic velocity var iat ion. T h e n , 

e d y n a m i c a l m o d e l ( S A i ) represented in t he new co* 
ordinates r e s u l t s a s follows 

r % (15) 
| y , y , y , y j is a t r anscendence basis of 

which r e p r e s e n t s t h e nonl inear d y n a m i c s given m (13) 
T h e t r a n s c e n d e n c e degree of 5? ( u , y ) / R (u) is given by 

( » < « . * > / » < « } ) = 4 a n d i ts co r respond ing inverse 
t r a n s f o r m a t i o n . 

xi = ijj 
X2 = »72 

= (jfc + A5T72 - AjtO/Jfci 
= - (ks)2x2 + kxksxz - k,ksu - k, g]/*, 

T h e J a c o b i a n m a t r i x of t h e s t a t e c o o r d i n a t e t r a n s o f r r a i 
tion (15) is given by 

/ 1 0 
0 1 
0 - * 5 

0 (*s)2 

0 
0 

*1 

0 
0 
0_ 

kifi j 

¿<= {-M3sin(A3 + «1) - k<x3 - k7x2 
-ke0xA-kiu}/0 

(13) *'here fc, a — ¿5*3« mgl; a fcj + k2\ 

which fa d e a r l y no s ingular i f / ? is d i f fe ren t t o zero. T h e n 

the ( G O C F ) of (13) is given by 

^x-Vi 
72=173 
^3= »74 

*5 ~ fc; = §; k7 = ¿6 - fc5; u = r 
d e ^ L m a r , k 2 \ T h e S y S t e m has different relative 

F e e , when t h e sys t em o u t p u t y is considered as the 
m ° t o r posi t ion ins ted of the link pos i t ion 2 = x ^ x 3 . 

-¿1*2*3/? 2sm(p2{ksTn-k1u+-
+%]/*! + - 0~2{klk7 + k<ks}rn 
- i f -{ks+^rn 

- ^ { k t - k ^ u + k ^ + k ^ 



And finally, t h e e x t e r n a l b e h a v i o r of t h e s y s t e m is given 
by 

+klkaki0~2
Sm{p2\ks% + k^/k.+y) 

(18) 

Now, let v .r(£) b e a d e s i r e d o u t p u t re fe rence t r a j e c t o r y 
of t h e a n g u l a r p o s i t i o n . D e r i v i n g t h e des i red o u t p u t ref-
e rence yn{t) u p t o f o u r t h t i m e - d e r i v a t i v e , we can a p p l y 
t h e d y n a m i c a l c o n t r o l l e r 

. ( <Tu\ <PyR(t) A 
1 [Vi -

w i t h n — 4 a n d 7 — 2 . 

Def in ing t h e t r a c k i n g e r r o r a s e ( t ) = z j — ya( i )> 0 D e 

o b t a i n s t h e s y s t e m of d i f f e r en t i a l e q u a t i o n s desc r ib ing 
t h e t r a c k i n g e r r o r d y n a m i c s a s 

de ( 
- ^ e + v ^ e , , 

d^yR du d?u 

(19) 
with o u t p u t y r = fii- S i n c e s y s t e m (19) is observable we 
p r o p o s e t h e fo l lowing n o n l i n e a r e x p o n e n t i a l observer for 
t h e e s t i m a t i o n of t h e t r a c k i n g e r ro r [6]: 

C£ 
dt Ee-&eK[Ce{t)-ex{t)] 

(e[t),yR, diyR 

(20) 

du- d2Vr-\ 

E x a c t l i n e a r i z a t i o n of t h e t r a c k i n g e r r o r d y n a m i c s can 
be now a c c o m p l i s h e d b y e q u a t i n g t h e las t d i f fe ren t ia l of 
t h e s y s t e m (19) t o a l i nea r t i m e inva r i an t express ion in 
t h e e r ro r c o o r d i n a t e s : 

- * i u + e 3 ] + y f t ( t ) ) 

- r 2 

+k 

~P'2 (*i*T + Ms) £ - Ei-i 
(22) 

T h e n , w r i t i n g in t h e o r ig ina l c o o r d i n a t e s t h e e q u a t i o n 

of t h e d y n a m i c a l con t ro l l e r , i t follows t h a t 

u — + (kt - ksa3 - k J-2* 

+ +aoyR) (fci)"1 

(23) 
and t h e d e s i r e d d y n a m i c p e r f o m a n c e can b e ob ta ined by 
c h o o s i n g s u i t a b l e a j , 02, 

H o w e v e r , t h i s con t ro l l e r d e p e n d s o n all s t a t e which is 
u n m e a s u r a b l e . T o o v e r c o m e t h i s di f f icul ty we will re-
place t h e s t a t e e s t i m a t e d by t h e obse rve r . To achieve 
th is g o a l w e t a k e i n t o a c c o u n t t h a t t h e inverse t r ans fo r -
m a t i o n is g i v e n by ( ec .16) , a n d w r i t t e n in t e r m s of t h e 
t r a c k i n g e r r o r , we o b t a i n 

= «1 + y * 
= + ^ 

= {e< + + * s ( e 3 + - *! 

Now, r e p l a c i n g t h e s t a t e s e s t i m a t e d given by t h e ob-
server ( 20 , 21) we ge t 

A A 

+ * * 

£ 3 = {e3 + ks(e2 +&*) - k l U } /k L 

z<= {e< + - *=ift}/?/*! 

T h e n , t h e d y n a m i c a l con t ro l l e r a s a f u n c t i o n of t h e esti-
m a t e s is g i v e n b y 

dLu It? + - A i K = - f c ^ / i s i n ^ x3 

- ^ - " ¿ { A i f c r + M s } £2 + *5*e} x; 

R e m a r k 3 : T h e a b o v e d y n a m i c a l cont ro l le r does no t 
exh ib i t a n y s i n g u l a r i t i e s if 0 ^ 0. However , by cons ider-
ing a m o r e gene ra l s y s t e m s , t h e s y n t h e s i s of a d y n a m i c a l 
con t ro l l e r c o u l d b e i n t r o d u c e s o m e diff icul t ies which a r e 
r e l a t ed t o i m p a s s e p o i n t s , n o n m i n i m u m p h a s e regions 
and o t h e r s ( f u r t h e r de ta i l s can b e f o u n d in [8]). 

5 . - S I M U L A T I O N R E S U L T S 
N o w , w e wil l show h o w t h e obse rve r -ba sed d y n a m i c a l 

con t ro l l e r s c h e m e is i m p l e m e n t e d t o a mode l of a flexible 
jo in t r o b o t . T h e s i m u l a t i o n were p e r f o r m e d wi th t h e 
fo l lowing p a r a m e t e r s 

ki = 3.33 ( m 2 / ^ ) " 1 ; k2 = 1.0 (m7Kg)~l\ k3 = 5.0 
Nm; fc< = 4 . 3 3 (m7Kg)~l 

ks = 0 . 3 3 3 s " 1 ; fce = 0 . 1 s " 1 ; k7 = - 0 . 2 3 3 Kt = 
100 N/(m rod'1). 



AH ini t ia l c o n d i t i o n s , for t h e s y s t e m a n d t h e d y n a m -
ical con t ro l l e r -were chosen t o b e zero. T h e des i red ref-
e rence t r a y e c t o r y for t h e m o t o r pos i t ion was set 
VR ( 0 — sin t. T h e first t a sk for t h e p r o p o s e d observer-
based con t ro l l e r w a s t o t r ack a des i red reference . F i g u r e 
1 s h o w s t h e s t a t e X j a n d t h e des i red re fe rence t r a j e c -
tories. W e can see , in figure 1, t h a t t h e t r a j e c t o r y Xj 
converges t o w a r d s t h e des i red re fe rence t r a j e c t o r y 
In figure 2 s h o w s t h e s t a t e x2 a n d t h e des i red reference 
y'R(t). F ina l ly , t h e figure 3 d e p i c t s t h e o b t a i n e d control ler 
appl ied t o t h e s y s t e m us ing t h i s t e c h n i q u e observed-
based con t ro l l e r . 

6 . - C O N C L U D I N G R E M A R K S 
An o b s e r v e r - b a s e d cont ro l le r has been p r o p o s e d for a 

class of n o n l i n e a r s y s t e m s . In p a r t i c u l a r , suff ic ient con-
d i t i ons h a v e been given t o g u a r a n t e e t h e s t ab i l i ty of t h e 
c losed- loop s y s t e m inc lud ing t h e observer . A connec t ion 
be tween t h e gain of t h e observer a n d t h e gain of t h e con-
t ro l ler in o r d e r h a v e t h e origin global ly a s y m p t o t i c a l l y 
s t a b l e was o b t a i n e d . 

C o n c e r n i n g t h e mul t i -va r i ab le case, t h i s t e c h n i q u e can 
be e x t e n d e d t o a c lass of mul t i -va r i ab le s y s t e m s with a 
s u i t a b l e c a n o n i c a l fo rm. 

Ui 

«J 

u 

" l i t I I 

F i g u r e 1 
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A b s t r a c t 

A nonlinear control-observer s t r uc tu r e for a class of non-
linear singularly p e r t u r b e d sys tems, based on a two-t ime 
scale s l id ing-mode technique and a high gain es t imator , 
is presented. T h e s t r u c t u r e is applied t o t he model of a 
single-link flexible jo in t robot man ipu la to r . 

in [4), is designed for t h a t class of sys tems and also applied 
to t he robot m a n i p u l a t o r model . 

2 . M o d e l o f t h e M a n i p u l a t o r . 

1. I n t r o d u c t i o n . 

During the last few years, considerable research efforts 
have been di rec ted toward t he control problem of flexi-
ble joint robo t s (see, for example, [3} and the references 
therein). O n the o the r h a n d , t he observer problem for 
flexible jo in t m a n i p u l a t o r s is an impor t an t one in robot 
control t h e o r y and of grea t pract ical impor tance . In 
fact, many control t echn iques for these robots require t he 
knowledge of four var iables for each jo in t , which may b e 
either posi t ions a n d velocities of t he moto r s and of t he 
links or pos i t ions , velocities, accelerat ions and jerks of t he 
links. Some in teres t ing resul ts on t he observer problem 
for these r o b o t s a re r epo r t ed in [8). 

In this paper , a control law based on the sliding mode tech-
nique for a class of nonl inear singularly p e r t u r b e d sys tems, 
recently repor ted in (l) and [5], is appl ied to t he model of 
a single-link flexible jo in t robo t m a n i p u l a t o r . In addi t ion , 
a nonlinear high ga in observer , based on the one proposed 

1 Work suppor ted in pa r t by C O N A C Y T , Mexico, under G r a n t 
# « 1 7 - A 9 4 0 6 . 
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In this work, a single-link flexible jo in t robot manipula tor 
directly a c t u a t e d by a direct cur rent electrical motor (hub 
motor) and whose rotor is elastically coupled to the link 
is considered (see Fig. 1). T h e mathemat ica l model for 
the man ipu l a to r is given by the following equations (see 
[7] for a de ta i led der ivat ion of t he model) 

fqi + rnglsin(qi) + k(q} - q2) = 0 
Jg2 + Bq2 - - q2) = u 

where a n d are t he angular posi t ions of the link and 
the hub moto r , respectively, while tt is t he input force from 
the ac tua to r ( m o t o r torque) . I is t h e iner t ia of the arm, J 
denotes the m o t o r iner t ia , B is t h e m o t o r viscous friction, 
mgl is the nomina l load in t he a r m and k is the flexible 
joint st ifoess coefficient. T h e model considered does not 
take into a c c o u n t t he inert ia of t he ac tua tor about the 
three i n d e p e n d e n t axes. However, it has been shown tha t 
it adequate ly represen ts t he man ipu la to r dynamics and it 
is su i table for control design |7]. 

mailto:jleon@ccr.dsi.uanl.mx
mailto:rcastro@ctrl.cinvestav.mx
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F i g u r e 1: Single- l ink flexible jo in t robo t m a n i p u l a t o r . 

3. T w o - T i m e S c a l e S l i d i n g M o d e C o n t r o l . 

Let us consider t h e following class of nonl inear s ingular ly 
perturbed s y s t e m s 

x = h ( r ) + Fi [x)z + gi (x)u, x(t0) = x 0 , (2) 

« = fi(x) + F2(x)z + g2(x)u, 2(t0) = ;o [3) 

rhere t0 > 0, x € IRn is t h e slow s t a t e , 2 € IRm is t he fas t 
state, u € IRr is t he control i npu t , e is a smal l posi t ive 
parameter such t h a t e € [0.1), a n d f u / 2 , t h e co lumns of 
the matrices Fu F2, gi a n d g2 a re assumed to be b o u n d e d 
analytical real vec to r fields. F2{x) is a s sumed to be non-
singular for all x € JRn. In add i t i on , it is supossed t h a t 
/;(0) = M O ) = 0 a n d , for u = 0, t he origin is an isolated 
equilibrium s t a t e . 

3.1. T h e S i n g u l a r P e r t u r b a t i o n M e t h o d o l o g y . 
The singular p e r t u r b a t i o n me thodo logy p e r m i t s to decom-
pose the original s y s t e m in two subsys t ems of lower d imen-
sion, both desc r ibed in d i f ferent t i m e scales. T h e slow re-
duced system is f o u n d by mak ing e = 0 in (2)-(3) , resul t ing 
in the following r e d u c e d n - t k o rder slow sys t em 

x, = I{xs)+g{xs)us, xi(tc) = x0, (4) 

:* = h(x.):=-Ff1(xl)\Mx,) + g2(xi)ut} (5) 

*kre x , € IRn, 2, e Mm and u, € IRr d e n o t e t he slow 
Proponents of t h e or ig inal var iables x , z a n d u, respec-
tively, and 

/ ( * . ) == / i ( * . ) " F i M F ^ M M x , ) , (6) 

g M - ^ g ^ - F ^ F ^ i x M x , ) . (7) 

jjen the slow manifold can be defined as M€ := {2 € 
" 2 a= A(x)}, a n d t h e so-called manifold condition 

dk< 

TZl/i(x) + F j ( x ) 2 + p , (x)u] = f2(x) 4- F2{X)Z + g2(x)u 

** be satisfied for Me .0 be an invariant manifold [6]. 
^e fast d y n a m i c s (a lso n a m e d boundary layer system) is 

by t r a n s f o r m i n g the (slow) t i m e scale t t o t h e 

( f a s t ) t i m e sca le r : = (t - t 0 ) / € a n d making t h e change 
of v a r i a b l e s t7 : = 2 - h(x, e). T h e original sys tem (2)-(3) 
t h e n b e c o m e s 

3 f = « I / i ( x ) + F , ( x ) h + * ( * ) ] + p 3 ( x ) u ] , 

G = M i ) + F2{X) [ , + h(x)} + g2(x)u 

' (8) 

w h e r e i ( r ) : = z(€T + to) , w i th ¿ (0 ) = 20, and x ( r ) : = 
+ *o)> with x(0) = x 0 . u = u , + itf is the compos-

ite control for t h e full o r d e r s y s t e m where us and u / de-
n o t e s t h e slow a n d fast cont ro ls , respectively. If c is smal l 
e n o u g h , x r e m a i n s re la t ively c o n s t a n t wi th respec t t o t h e 
fas t t i m e r . Besides, if ut a n d dh(x)jdx a re b o u n d e d , 
t h e n t h e t e r m I<9Mx)/dx] • [dx/dr] can be neglected. Since 
t h e s e c o n d e q u a t i o n in (8) def ines t h e fast reduced subsys-
t e m . a n O(E) a p p r o x i m a t i o n for t h i s subsys tem can be ob-
t a ined f r o m e q u a t i o n (5) a n d se t t i ng € = 0 in (S), namely 
df)jdT = F2{x)f,+g2(x)uj, with 77(0) = z0-h(x0), being 17 
an O ( e ) a p p r o x i m a t i o n of 77 fn t h e ini t ial b o u n d a r y layer. 

3 . 2 . S l i d i n g - M o d e C o n t r o l D e s i g n . 
T h e s l i d i n g - m o d e control for t he comple t e sys tem is de-
s igned in t w o s tages . F i r s t , t h e slow control u s ( x f ) € 
I R r is ' d e s i g n e d . To d o this , let us consider a 
slow n o n l i n e a r swi tch ing sur face def ined by as(xs) = 

..0sr(xs)) = 0 whe re all t he slow switch-
ing s u r f a c e s <rt,(xt), i = l , . . . , r , a r e a s sumed to be lo-
cally L ipsch i t z - con t inuous f u n c t i o n s for all x , in 2Rn . T h e 
equ iva l en t cont ro l m e t h o d [9] is used t o de t e rmine t he slow-
reduced s y s t e m m o t i o n res t r i c ted t o t h e slow switching 
s u r f a c e a,(x,) = 0, o b t a i n i n g the so-called slow equiva-
lent c o n t r o l 

= " ( I ̂ / d x M x ^ l d a . / d x ^ f i x , ) (9) 
where , of course , t h e m a t r i x \d<7s/dxs]-g[xt) is a s sumed to 
be n o n s i n g u l a r for all xs e IRn. S u b s t i t u t i o n of t he slow 
equ iva len t con t ro l in (4) yields t h e following sl< -w sliding-
m o d e e q u a t i o n 

4 " [ ' • - » < * • > [ £ * « . > ] 
det 
dxt 

f(xi)=:fe(xS) 

. (10) 
w h e r e / « d e n o t e s t h e n x n i den t i t y m a t r i x . If one wan t s to 
g u a r a n t e e t h e local s t ab i l i ty of s y s t e m (10), t he nonl inear 
f u n c t i o n a,{xt) shou ld b e chosen such t h a t 

ReA < 0, V x , € BV ( H ) 

is sa t i s f ied , w h e r e A(-), deno te s t h e ( n - r ) nonzero eigen-
values of t h e l inear a p p r o x i m a t i o n of (10) . Obviously, in 
o rde r t o s a t i s f y t h e above cond i t ion , t h e s tabi l izat ion of 
t h e l inea r a p p r o x i m a t i o n of t h e slow reduced sys tem is 
necessary . T h e following con t ro l l aw [9] can be used to 
c o m p l e t e t h e des ign of t h e slow con t ro l 

«N (12) 

d û 



where u , , is t h e s low e q u i v a l e n t coDtrol given in (9) , 
which acts w h e n t h e s low r e d u c e d s y s t e m is r e s t r i c t ed t o 
g,(x,) = 0, wh i l e utN is t h e d i s c o n t i n u o u s p a r t of t h e 
slow control ut a c t i n g w h e n <rt(xt) # 0. In th i s work t h e 
control v t f l is se lec ted a s a non l inea r feedback law of t h e 
type 

v,HM = -i[d0>/8z,)-g{xl))-lLt(x,)<rg(x,) (13) 

where L t [ x , ) is a pos i t ive -de f in i t e m a t r i x of d imens ion 
r xr , whose e l e m e n t s a r e b o u n d e d non l inea r real f u n c t i o n s 
ofZf Hence, t h e fo l lowing e q u a t i o n is o b t a i n e d 

à,{xt) = \derjdxt)xt = ~Lt{xt)as{xt). (14) 

The s tabi l i ty of t h e s low r e d u c e d s y s t e m in t h e s l id ing 
surface is a s s u r e d if c o n d i t i o n (11) is fulf i l led. 

The fast s l i d i n g - m o d e con t ro l can be o b t a i n e d in a ' s imi l a r 
way than t h e o n e used for t h e slow s l id ing -mode con t ro l . 
This control law is given by 

(15) 

»•here c /{ f i ) = 0 is t h e s w i t c h i n g s u r f a c e and L j{ t ] ) is a 
positive m a t r i x of d i m e n s i o n r x r . T h e fas t s l iding m o d e 
dynamics is g iven by 

d f f f _ 
ÔT 

(16) 

and the s a m e a r g u m e n t s used for t h e slow s u b s y s t e m c a n 
be applied t o t h e b o u n d a r y layer s y s t e m to ca r ry o u t i ts 
stability ana lys i s [1]. 

The composi te con t ro l for t h e or ig inal non l inea r s ingu la r ly 
perturbed s y s t e m (2) - (3) can t h e n b e expressed by [6] 

U = Us + Uj. (17) 

Hie asympot i t i c s t a b i l i t y p r o p e r t i e s of t h e closed-loop sys-
tem nonlinear s i ngu l a r ly p e r t u r b e d s y s t e m a re s tud ied in 
'and [5]. 

4 . A H i g h G a i n N o n l i n e a r O b s e r v e r . 

tan all t h e i n p u t s a p p l i e d t o a n o n l i n e a r sys t em do n o t 
Sect its obse rvab i l i ty , t h e s e a r e cal led universal inputs 
a<i the s t a t e e s t i m a t o r s o r obse rve r s des igned a re re fe r red 
! uniform observers. In t h e l i t e r a t u r e , m a n y obse rvers 
lv« been p r o p o s e d fo r n o n l i n e a r s y s t e m s (see, for ex -
DP'e, [2] a n d t h e r e fe rences t h e r e i n ) . In th i s p a p e r , a 
Worm obse rve r wh ich a l lows t o e s t i m a t e t h e s t a t e s of a 
^linear s y s t e m is d e v e l o p e d . L e t u s s u p p o s e t h a t t h e 
"gularly p e r t u r b e d s y s t e m (2)-(3) c a n b e w r i t t e n , a f t e r 

a (poss ible) s t a t e c o o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n £ = 
in t h e f o r m [4] 

| = F ( y ) C + G ( u , C ) 

t o g e t h e r w i t h a single o u t p u t y 6 IR 

y = CC 

w h e r e C € u € ET is t h e cont ro l inpu t , C -
[ 1 , 0 , 0 , . . . , 0 , 0 ] a n d 

( IS) 

/ 

(19) 

r ( v ) « 

o My) 
0 0 

0 
/ a t » ) 

0 
0 

/ n + m - 1 [y ) 

0 

C(u, 0 = 

9i (u , Ci ) 
P2(u.CiiCa) 

Çn+m—i (ti, Cl y C2> • • • ,Cn+m-l) 
Pn+m (u» Cl 1 C21 • • • , Cn+rn— 1 > Ci-fm) 

I t is a lso a s s u m e d t h a t t h e f u n c t i o n s /,-, i = 1 , . . . , n + m -
1, a r e of c lass C , r > 1, w i t h r e spec t to y a n d t h a t t h e 
f u n c t i o n s gi%i = 1 , . . . , n + m, a r e g loba l ly Lipschi tz w i t h 
r e spec t t o Ç a n d u n i f o r m l y w i t h r e s p e c t t o u. In add i t ion , 
o n e a s s u m e s t h e r e is a class of b o u n d e d controls U C I R r , 
a c o m p a c t s e t K C J R n + m , a n d c o n s t a n t s a and ff such 
t h a t , for e ach u a n d each o u t p u t y associa ted u a n d 
t h e in i t ia l c o n d i t i o n C(0) € K., 

û < f , ( y ) <0, i = 1 n + m - 1. 

Let u s de f ine t h e s y s t e m 

§ = F(y)C 4- G(u, c) - §ïl(v)CT[Ci - y] 

w h e r e Se = f ì ( y ) S e Q { y ) w i t h 

(20) 

(21) 

Q = 

1 0 0 
0 My) 0 
0 o Mv) My) 

0 0 0 

0 
0 
0 

jn+m—1 mil m . 
a n d So b e i n g a s y m m e t r i c p o s i t i v e de f in i t e m a t r i x which 
is t h e u n i q u e s o l u t i o n of t h e a l g e b r a i c e q u a t i o n 

0Se + ATSe + Se A - CTC = 0 (22 ) 

w h e r e t h e m a t r i x A is in t h e B r u n o v s k y canonical fo rm. 
In a d d i t i o n , o n e a l so a s s u m e s t h a t ft is b o u n d e d . 

Le t y ( t ) b e t h e o u t p u t of s y s t e m (18) associa ted t o t h e 
in i t ia l s t a t e C(0) € K a n d t h e i n p u t u € U. F r o m (20), it 



fol lows t h a t Q(y) is i n v e r t i b l e ' a n d , w h e n p r e m u l t i p l y i n g 
b o t h s ides of (22 ) by f2 , o n e o b t a i n s 

6Se + F r ( y ) S s + SeF{y) - CTC = 0 

w h e r e o n e c a n v e r i f y t ha t_ F{V) = n - ( y ) . 4 n ( y ) a n d 
CQ(y) = C. L e t e ( t ) = f ( i ) _ c ( i ) b e l h e ^ 
e r ro r , t h e n 

e = - S;\y)CTC]e + |G(U.C) - C(u,0]. 

? . o n e d e f i n e s t h e 
d iagona l m a t r i x A * diag(lt 1 / 0 , . l / ^ + ^ - i ) i t i s 

poss ib le t o s h o w t h a t = w h e r e S , is t h e 
u n i q u e s o l u t i o n t o e q u a t i o n (22 ) w i t h 1. If t h e c h a n g e 
of v a r i a b l e e = i s n o w i n t r o d u c e d , o n e h a s ° 

^ ^ - S r ' C ^ C l e + n ^ A G . f u . C . c V O ^ Q - 1 ^ -

where AGe(n, 0 = A$\G(u. ( ) - G(u, C)l, and the Lya-
p u n o v c a n d i d a t e f u n c t i o n 

Ve(e) = eTSii. 

can be u s e d t o p r o v e t h e f o l l o w i n g r e s u l t v ia s t a b i l u v L v a -
p u n o v m e t h o d s . ' ' 

f2(x) = ?(I + J ) 
u 

9\{z) = 0 , g2{x) 
- [ -

eB 

0 
a / 7 

w h e r e q = i e 2 , t h i s is t h e flexible j o i n t s t i fness coefficient 
is a s s u m e d t o b e a 0 ( l / t 2 ) fo r t h e p a r a m e t e r i [7], Th< 
slow r e d u c e d s y s t e m t h e n t a k e s t h e f o r m (4) w i t h 

rngl . . . d 

9{x.) = 
V + J ) 

whi l e t h e 0(e) a p p r o x i m a t i o n of t h e e x a c t fas t s u b s v s t e m 
h a s t h e f o r m 

d f j 
¿ ; = A M + B 2 u f (23) 

w h e r e 

¿2 = 
0 1 

i j j 
, B2 = 0 

- a / 7 

T h e o r e m 4 .1 Consider the system (IS). Thin there ex-
t*is 90>0 such that for ell 6 > 90, for all v £ U and for 
c!l C 0) and <(0) that belong to K., the sisten (21) is an 
txpor.erAial observer for system (IS) u ith crbit-a-ly decay 
exponential rate. 

T h e s t a b i l i t y of t h e c l o s e d - l o o p s y s t e m w h e n a c o m p o s i t e 
cont ro l (17) is u s e d a n d t h e s t a t e is r e p l a c e d bv i t s e s t i -
m a t e (21) c a n b e c a r r i e d o u t f o l l owing t h e s a m e l ines of 

I^j-

T h e a p p r o x i m a t i o n (23) is s t a b l e s i n c e t h e e igenva lues of 
t h e m a t r i x A2 h a v e all n e g a t i v e r ea l p a r t s . 

S ince it is d e s i r e d t h a t t h e r o t o r p o s i t i o n t r a c k s a r e f e r e n c e 
s igna l , t h e fo l l owing s low s w i t c h i n g f u n c t i o n is chosen : 

ff.fx.) = 5 l ( x „ - X r ) + s7{xSl - xr) (24) 

w h e r e 5 , a n d s 2 a r e c o n s t a n t r e a l coef f ic ien ts , a n d x r is 
t h e r e f e r e n c e s igna l . I t is a l so a s s u m e d t h a t xr(t) a n d 
Tr[t) a r e b o u n d e d for al l t > 0. T h e choice (24) leads , in 
a c c o r d a n c e t o s e c t i o n 3, t o t h e s low con t ro l (12) w i t h 

= mglsin(xtl) + (B - tlil±Jl]x 

5. A p p l i c a t i o n t o t h e M o d e l o f t h e M a n i p u l a t o r . 

5 .1 . C o n t r o l L a w D e s i g n . 

By means of the assignment x = cc!(g}, ), 2 = col(k(qj -
1 i ) , € k ( q j - , j 2 ) ) w h e r e e <= ( 0 , 1 ) , i t is p o s s i b l e t o w r i t e t h e 
model (1) in t h e s t a n d a r d s i n g u l a r l y p e r t u r b e d f o r m (2) -
(3) w i t h 

h (x) = mgl2. , . , 
[ — ^ « « ( x , ) J ' 

»2 ' (25) 

( 2 6 ) 

- ? , / o° J . 

0 

- v + J)L.(x,)(x,a - i r ) 

w h e r e L,(x.) h a s b e e n s e l e c t e d , fo r s impl i c i ty , as a s t r i c t l y 
p o s i t i v e c o n s t a n t , i.e. £ . ( , , ) = ( t > 0 . A f t e r s u b s t i t u -
t i o n of t h e s l o w c o n t r o l in t h e s low r e d u c e d s y s t e m o n e 
can ea s i l y v e r i f y t h a t t h e c l o s e d - l o o p slow s l i d i n g - m o d e 
e q u a t i o n is s t a b l e if t h e c o n s t a n t s s „ s 2 a n d l t a r e cho-
s e n in s u c h a w a y t h a t all t h e r o o t s of t h e p o l y n o m i a l 
s + 5 ( 5 , / 5 2 + £ , ) + { s \ i t J s 2 ) = 0 a r e in t h e s t r i c t l y l e f t -
ha l f c o m p l e x p l a n e . O n t h e o t h e r h a n d , f r o m a , = ff 

o n e h a s t h a t t h e r e e x i s t s a s low s l i d i n g m a n i f o l d . 

f u n c t i o n ^ S U b S y S t e m ' 0 n e c h o o s e s t h e f a s t s w i t c h i n g 

= M i + 5 2 % (27) 



m 

where î j and s 2 a r e also c o n s t a n t real coefficients. In 
accordance t o e q u a t i o n (15) , one o b t a i n s t he fas t control 

ÛS2 I CtS? 
Js¡ (B + 
CtS2 Q Q 

- , ( 2 g ) 
where, again , for s implici ty , L f ( f j ) is chosen as a s t r ic t ly 
positive c o n s t a n t , i.e. L,(T}) = if > 0. In t h e s a m e 

gains we re chosen as 4 l = 20, s2 = 25, t , = 60, h = 1, 
h = 10 a n d t j = 0.1. Such a select ion guarantees t he 
s t ab i l i t y of t h e slow and fas t s l id ing-mode equat ions and 
the e x i s t e n c e of t h e cor responding sl iding modes. T h e pa-
r a m e t e r 9 in t h e observer equa t i ons was chosen as 6 = 20. 
F rom th i s choice, a solution to equa t ion (20) was found . 
T h e in i t ia l cond i t i ons of t he m a n i p u l a t o r variables and the positive c o n s t a n t , i.e. LAr¡) = £f > o In t h e s a m e OI ™e m a n i p u l a t o r variables and the 

manner , a n d a f t e r s u b s t i t u t i o n of t h i s control in to (23) w ! ^ ^ * * * 1 0 ff,(9> = °< = ft(0) = 0, 
one has tha t the closed-loop fast sliding-mode equation is 9 2 ( 0 ) - = = 0 2 ' C2(0) = 0.01, ¿ ( 0 ) = 0.002 
asvmDtotieallv s t a h l e t l ' h â n m ' A v < V . a * 9 — a n d C¿ fOi = 0.003. Thp r « > r p « n M C i <T ' É O I A b a J • . asymptot ical ly s t a b l e wheneve r t he c o n s t a n t s J j , j 2 l and 
i , are chosen such t h a t t h e po lynomia l 5 2 + s ( I i / J 2 + i / ) + 
( h C j / h ) = 0 h a s all r o o t s s t r ic t ly in t h e left-half complex 
plane. In t he s a m e way, f rom doj/dr = -C¡aj, t he re also 
exists a fas t s l id ing m a n i f o l d . 

5 .2 . E s t i m a t i o n o f t h e L i n k a n d H u b M o t o r A n -
g u l a r S p e e d s . « 
T h e controller des igned in subsec t ion 5.1 requires a full 
measurement of t h e link a n d h u b m o t o r angu la r posi t ions 
and speeds. However , only angu l a r pos i t ion m e a s u r e m e n t s 
are usually avai lable in prac t ice . In order to e s t i m a t e t he 
angular speeds of t h e link and t h e h u b m o t o r , a high gain 
observer is des igned in th is subsec t ion; o ther k inds of ob-
servers have been des igned for th is t y p e of m a n i p u l a t o r s 
[8J. By mak ing t h e c o o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n Ci = t j , 
C J = < 3 = a n d = z2 one can wr i t e t he singu-
larly p e r t u r b e d s y s t e m assoc ia ted t o t h e man ipu l a to r in 
the form (18) w i t h < = co/(Ci, C2, <3, C<) a n d 

a n d 6 ( 0 ) = 0.003. T h e reference signal considered was 
Xr(t) = 0 . 5 s i n ( t ) . T h e t i m e c losed- loop plots showing t h e 
d y n a m i c behav io r of the link angu l a r posit ion, t he refer-
ence s igna l , t h e link angu la r speed , t h e t ime derivat ive 
of t h e r e f e r ence signal, and t h e e s t ima t ion errors e t and 
e2 a r e given in figures 2 and 3. F rom these plots, one 
can n o t i c e t h a t a good t rack ing p e r f o r m a n c e is ob ta ined . 
Also, t h e con t ro l variable is kep t wi th in practical l imits of 
o p e r a t i o n . 

f { y ) = 

0 
- i / i 

0 
0 

0 
0 

1/« 
0 

G{ C . u ) . 

0 

- ^ « n i C i ) 
0 

Gz( C,u) 
where 

Br -a* 
A high gain obse rve r for t h e s t a t e va r i ab l e C t h a t has t h e 
form (21) is t h e n p r o p o s e d whe re Sg is t h e un ique solut ion 
of equat ion (22). 

5 .3 . S i m u l a t i o n R e s u l t s . 
The single-link flexible j o in t r o b o t m a n i p u l a t o r descr ibed 
by equat ions (1) w a s s imu la t ed toge the r wi th t h e con-
troller a n d obse rve r des igned in subsec t ions 5.1 and 5.2, 
and using t h e n o m i n a l va lues I = 0.031, J = 0 004 
B = 0.007, k = 7 .13 a n d mgl = 0.8, toge the r wi th 
£ = 0.0001 (i.e. a = 7 .13 x 1 0 " 8 ) [7j. T h e control law 

6 . C o n c l u s i o n s . 

A n o n l i n e a r cont ro l -observer s t r u c t u r e based on a class of 
n o n l i n e a r s ingu la r ly p e r t u r b e d sys t ems and canonical rep-
r e s e n t a t i o n s h a s been presented and appl ied to t he model 
of a s ingle- l ink flexible jo in t r o b o t man ipu la to r . A good 
t r a j e c t o r y t r a ck ing pe r fo rmance is ob ta ined for t he link 
a n g u l a r pos i t i on when the s t r u c t u r e is used, thus mak ing 
it a p r o m i s i n g a p p r o a c h for t h e control of such electrome-
chan ica l devices . 
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A B S T R A C T 
Dur ing t h e las t few yea r s , cons iderab le research e f for t s 
have been d i r ec t ed t o w a r d t h e control p rob lem of a flex-
ible jo in t r obo t s . In t h i s p a p e r we invest igate two t e c h -
niques for pos i t ion a n d speed cont ro l of a single flexible 
jo in t r o b o t m a n i p u l a t o r . T h e connect ion be tween t h e 
two cont ro l le rs a r e s t u d i e d a n d compared using a flexi-
ble jo in t r o b o t m o d e l . 

K e y w o r d s : F l ex ib l e J o i n t R o b o t s , Singular P e r t u r -
ba t ions , Di f fe ren t ia l A l g e b r a , Observers . 

1 I N T R O D U C T I O N 
Dur ing t h e l as t few y e a r s , cons iderable research e f fo r t s 
have been d i rec ted t o w a r d t h e control p rob lem of flexible 
joint r o b o t s . In t h i s p a p e r w e p ropose a controller based 
on an obse rve r which is des igned using two me thodo lo -
gies. S ingu la r P e r t u r b a t i o n s T h e o r y and Different ial Al-
gebra. O n t h e o t h e r h a n d , t h e observer p rob lem for flex-
ible j o i n t r o b o t s is a n i m p o r t a n t one in r o b o t cont ro l 
theory a n d t h e g r e a t p r a c t i c a l impor t ance . In fact m a n y 
control t e c h n i q u e s for t h e s e r o b o t s require t h e knowl-
edge of f o u r va r i ab les fo r each jo in t , which m a y b e ei-
ther pos i t i ons a n d ve loc i t i es of t h e moto r s a n d of t h e 
links o r pos i t i ons , ve loc i t i e s , accelera t ions a n d j e rks of 
the l inks. S o m e i n t e r e s t i n g r e su l t s on t he observer p r o b -
lem for t h e s e r o b o t s a r e g iven for each control ler . 

Several con t ro l l e r d e s i g n t echn iques have be*n p r o -
posed, from d i f fe ren t pe r spec t i ve s , for t h e s t ab i l i za t ion 
of non l inea r s y s t e m s [1, 8 , 12]. Recently, a cons ide rab le 
number of works h a v e s t u d i e d t h e r o b o t control p r o b l e m 
*i th j o i n t flexibility. FVom a prac t ica l poin t of view, t h e 
effect of t h e e las t ic i ty in t h e r o b o t m u s t b e considered in 
the cont ro l des ign . M o r e o v e r , t h e n u m b e r of deg ree of 
freedom is tw ice t h e n u m b e r of cont ro l ac t ions , a n d t h e 
ba tch ing p r o p e r t y b e t w e e n nonl inear i t ies and i n p u t s is 

*w (1). 

T w o - t i m e sca le s l id ing M o d e control based on singu-
larly p e r t u r b e d t h e o r y for a class of nonlinear systems 
is p roposed . Moreover , a d y n a m i c a l feedback error lin-
ea r i sa t ion s t r a t e g y based on Fl iess ' generalised observ-
abi l i ty canonica l f o rm ( G O C F ) a n d t h e g e n e r a t e d con-
trol ler canon ica l f o r m ( G C C F ) ¿s given (see {4,6,10]). 

On t h e o t h e r h a n d , t h e control lers designed here, re-
quire t h e knowledge of t h e whole vector s t a t e to be im-
p l emen ted . I t is poss ib le t o s u b s t i t u t e t h e unknown in-
f o r m a t i o n by m e a n s of a n auxi l iary sys t em called ob-
server. In t h i s p a p e r , a h igh gain observers are used to 
e s t i m a t e t h e s t a t e of t h e s y s t e m for each methodology 
in order t o i m p l e m e n t o u r s control lers (2, 5j. 

T h i s p a p e r is o rgan ized as follows, a control law based 
on t h e s l iding m o d e t e c h n i q u e for a class of nonlinear 
s ingular ly p e r t u r b e d s y s t e m s , as well as an observer is 
p roposed in sec t ion 2. In sect ion 3, using techniques of 
t h e d i f ferent ia l a l g e b r a , a control ler based on an observer 
is des igned . N u m e r i c a l s imula t ions of t he se two schemes 
of cont ro l a r e given a n d c o m p a r e d . Finally, some con-
clusions close t h i s p a p e r . 

2 T W O - T I M E S C A L E SLIDING M O D E 
C O N T R O L 

Le t us cons ider t h e fol lowing class of nonl inear singularly 
p e r t u r b e d s y s t e m s 

f ¿ ^ / j f x J + ^ f x J z + ^ f x K x(£o) = z 0 l £ o > 0 
I e *= + F2(x)z + g2(x)u, zfo) = 

w h e r e x e ¿ T is t h e s low s t a t e , * € Rm is t he f l i t 
s t a t e , u € BT is t h e con t ro l i n p u t , e is a smal l posit ive 
p a r a m e t e r such t h a t e € [0 ,1) , and , f2, t h e columns of 
t h e m a t r i c e s F j , Ft, ffjand g2 a r e a s s u m e d to be bounded 
ana ly t i c a l real vec to r fields. In add i t i on , it is supposed 
t h a t , / j (0) = / 2 ( 0 ) s 0 a n d , for u = 0, t h e origin is an 
isola ted equ i l i b r ium s t a t e . Moreover F 2 ( x ) is assumed 
t o b e nons ingu l a r for aU x € Bz, where Bz denote t h e 
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PERTURBATION 

ball cen te red in x = 0. 

2 . 1 T H E SINGULAR. 
M E T H O D O L O G Y 

T h e s ingu la r p e r t u r b a t i o n methodology p e r m i t s t o de-
compose t h e o r ig ina l s y s t e m in two subsys t ems of lower 
d imension, b o t h descr ibed in different t i m e s e a l « [7, 8]. 
T h e slow r e d u c e d s y s t e m is found by m a k i n g e = 0 in 
(1), r e s u l t i n g in t h e following reduced n - t h o rde r slow 
sys tem 

! { : . ) + g { x * ) u , t x , ( t o ) = xD (2) 

With z , = h{x,) : = - / T V . J I / a W + f f 3 ( i . ) u . ] ( a n d 
x , € / T \ € /T* a n d ut € Rr d e n o t e t h e slow 
c o m p o n e n t s of t h e original variables x, z a n d u , re-
spectively, and f ( x t ) := /,(*,) - F^x^F^ (xt)f2(xty, 
9(x.) •= 9i ( x , ) - Ft (x.)F;3 ( x , ) g 2 ( x , ) . T h e fas t d y n a m -

ICS » F ? = F2(X) V +g2 ( f ) I ( 0 ) = 2Q - h(xQ, 0 ) , b e -
A 

ing V an 0 ( e ) a p p r o x i m a t i o n of tj in t he init ial b o u n d a r y 
layer a n d x ( r ) = x ( c r + t 0 ) , r = (t - i 0 ) . 

2 . 2 S L I D I N G - M O D E C O N T R O L D E S I G N 
2 . 2 . 1 T H E S L O W S U B S Y S T E M 

T h e equ iva l en t con t ro l m e t h o d [3] is used t o d e t e r m i n e 
t h e slow r e d u c e d s y s t e m m o t i o n restr icted t o t h e slow 
swi tching s u r f a c e a,{xt) = Col{atl(x,),-••,atr(r,)) = 
0, where a l l t h e slow swi t ch ing s u r f a c e ^ . ( x , ) , i = 
l , . . . , r ; a r e a s s u m e d to b e locally Lipschi tz-cont inuous 
func t ions fo r all x , € Rn, ob ta in ing t h e sc^called slow 
equivalent c o n t r o l 

« « = ; (3) 

where s t ( x t ) = | f * . a n d t h e mat r ix ¿ . ( x . J p f x , ) is as-
sumed nons inguJa r V x, € R^. 

Obvious ly , in o r d e r t o s a t i s fy t h e above condi t ion , t h e 
s t ab i l i za t ion of t h e l inear app rox ima t ion of t h e slow re-
duced s y s t e m is necessary. T h e following cont ro l law can 
b e used t o c o m p l e t e t h e design of the slow cont ro l 

= + V t N 

*"here i s t h e s low equiva len t control given by (3), 
*"hich a c t s w h e n t h e slow reduced system is res t r ic ted t o 
°,{x,) = 0 , wh i l e is t h e discont inuous p a r t of t h e 
control u , a c t i n g w h e n o,{x,) # 0 (see [3]). In th is work 
the con t ro l v§N is se lec ted a s a nonlinear feedback law 
of t h e t y p e 

« -w = - M x . M x . j r ' M ^ W * . ) (5) 

«•here L,(x,) is a pos i t ive de f in i t e matr ix of d imens ion 
r x r , V x , € Bz, w h o s e e l emen t s are b o u n d e d nonl inear 
real f u n c t i o n s of xt. 

T h e c o m p l e t e slow control law for t h e slow reduce sub-
sys t em is fol lows 

«.(*.) = -[«.(x.)ff(x,)]'1 { ' . M f M +L.(x,)0.{z.)} 

(6) 

2.2.2 T h e F a s t S u b s y s t e m 

Consider t h e fas t non l inea r s w i t c h i n g sur face defined by 

OF (V) = Col(UH ( i ) , - • •, O/R{V)) = 0, whe re all the slow 

swi tching s u r f a c e s a A ( i ) , i = l , . „ , r ; a r e assumed to be 

locally L ipsch i t z - con t inuous f u n c t i o n s for all V€ RN. By 
using t h e equ iva l en t con t ro l m e t h o d for restricting t he 
mot ion of t h e fas t s u b s y s t e m on t h e fas t surface a , (?) = 
0, t h e n t h e f a s t equ iva len t con t ro l is given by 

= -(^(^)92(i)rlSf(v)F2(z) i , (7) 

where s f ( V ) = ( f j , anf l t h e m a t r i x s}(r is 

n o n s i n g u l a r . ^ In a s imi lar way, t h e discontinuous fast 

control t i f N ( V ) has t h e following fo rm 

= " ^ / ( Î j j s t ï ) ) " 1 J Lf(V)oj(- (S) 

where Lf is a pos i t ive de f in i t e m a t r i x a n d g:(=) is 
nons ingu la r (see [13]). T h e n t h e comple t e fast control 
law for t h e f a s t r e d u c e s u b s y s t e m is follows 

VJM^-Mx)g2{x)}-I{s/(71)F2(X)7J^LJ(-I fffb)) 
( 9 ) 

T h e c o m p o s i t e cont ro l for t h e or iginal nonlinear sin-
gularly p e r t u r b e d s y s t e m (1) can b e expressed by 

ti = u , + u f . (10) 

However , t h e above cont ro l was ob t a ined in function of 

t h e va r i ab les x, a n d V. In o rder t o express this composite 
control in f u n c t i o n of t h e or ig inal v a r i a b l e , x and z, we 

rep lace x , b y x , a n d 1 by z - h(x) in such a way t h e 
compos i t e cont ro l le r is given by 

t 

2 . 3 A H I G H G A I N N O N L I N E A R OBSERVER 
Let us s u p p o s e t h a t t h e s ingular ly p e r t u r b e d system (1) 
can b e w r i t t e n , a f t e r a s t a t e c o o r d i n a t e t ransformation 
C = $(x, z), in t h e fol lowing fo rm [2]: 

<(t) = F(y(tMt)+C(u(t),<;(t)) 
V = Cç(t) 



w h e r e ? € u € RTt y € R, C= ( 1 0 ••• 0 ) , 
= { / • < * » , ^ . 

Col{gx{ u , c 1 ) , p a ( t f l ? 1 , f 2 ) ?„)) 
I t is also a s s u m e d t h a t t h e func t ions /,-, i s= 1,..., 

n - 1, a r e of c lass C , r > 1, wi th respec t t o y a n d t h a t 
t he func t ions giti = 1 , . . . , n a r e globally Lipschi tz wi th 
respect Xo ? a n d u n i f o r m l y w i th r e spec t to u. In add i t ion , 
one a s s u m e t h e r e is a c lass of b o u n d e d controls U C R?, 
and a c o m p a c t s e t K C / T \ a n d cons t an t s a a n d £ , such 
t h a t for each u € U a n d each o u t p u t y( t ) associa ted u 
and t h e ini t ia l c o n d i t i o n ?(0) € K, 0 < a < fx(y(t)) < 

i = 1 , . . . , n — 1. Le t us def ine t h e sys tem 

f (0 = ^ ( v W J c W + C{u{t)s{t))~ S's1 (y)cT[c?~ y] 

(13) 
With n ( y ) = i > i a p { l , / 1 ( y ) 1 / 1 ( y ) / 2 ( y ) , . . . , i r j 1

1 / i ( y ) } , 
5 s = n ( y ) S 6 n ( y ) , a n d a s s u m e t h a t t he t i m e der ivat ive 
of H(y) is b o u n d e d . Sg is a s y m m e t r i c posi t ive def in i te 
m a t r i x which is t h e u n i q u e solut ion of t he a lgebra ic Lya-
punov: 6Ss + ATS9 -r SeA - CTC = 0; wi th 9 > 0 ,and 

if i — j — 1 
eve rywhere 

JJUIJOY. 03g J\-

-A-j = = | o 

2 . 4 A P P L I C A T I O N T O T H E M O D E L OF T H E 
F L E X I B L E R O B O T 

In th is work , we cons ider a single-link flexible jo in t ro-
b o t d i rec t ly a c t u a t e d by a d i rec t cur rent electrical m o t o r 
(hub m o t o r ) w h o s e ro to r is elast ical iy coupled t o t he link 
[1,10,11]. T h e m a t h e m a t i c a l mode l for t he m a n i p u l a t o r 
is given b y 

/ ? l +BV <7j +mgl s i n ( ? i ) + k f a - g7) = 0 

J Va +B q2 -k(qi - = u 
(1-1) 

where i?j a n d q2 a r e t h e a n g u l a r posi t ions of t h e link a n d 
the h u b m o t o r , respec t ive ly , whi le u is t h e i n p u t force 
f rom t h e a c t u a t o r ( m o t o r t o r q u e ) . / is t h e ine r t i a of 
t h e a r m , J d e n o t e s t h e m o t o r iner t ia , B is t h e m o t o r 
viscous d a m p i n g . Bv is t h e l ink viscous d a m p i n g , mgl 
is t he n o m i n a l load in t h e a r m a n d k is t h e flexible j o in t 
stiffness coef f ic ien t . 

By m e a n s of t h e a s s i g n m e n t 

X1 = *2 =$1, Zi = *(<7l - 92) 1 Z2 = « * ( ? ! -

where k = a n d e € [1 ,0 ) , i t is possible t o wr i t e t h e 

tnodel (14) in t h e s t a n d a r d s ingular ly p e r t u r b e d f o r m 
( i ) , 

(15) 
where a = k e 2 , t h i s is t h e flexible jo in t st iffness coeffi-
cient which is a s s u m e d t o b e a O ( ^ ) for t h e p a r a m e t e r 
e . 

Since it is des i red t h a t t h e ro to r pos i t ion t racks a ref-
erence s igna l , t h e fol lowing slow swi tching funct ion is 
chosen 

<Tt - Sj (xi - x r e / ) + s 2 ( x 2 - x r t f ) (16) 

where Sj a n d s2 a r e c o n s t a n t real coefficients, and xTtj 
is t h e r e f e r ence s ignal . I t is also a s s u m e d t h a t x r t j and 
x r t j a r e b o u n d e d for all t > 0. T h e n , t h e slow control 

- ( / + J ) / , f i ( T l _ I r e / ) 
¿2 

where L,{x.) = > 0. 

For t h e fas t s u b s y s t e m , one chooses t h e fas t switching 
C. A A 
func t ion <7/ = C f t V\ + C / 3 V2 whe re a r e also cons tan t 
real coeff ic ients . In a c c o r d a n c e t o equa t ion (9), one ob-
t a in s t h e f a s t c o n t r o l 

f J . sh J J, sf. Ji, u / ~ - ( 7 + 1 h i + — + - I . — Vx + —rn 
\ I ) sfaa a Sf2 a 

and Lf{V) = l f > 0 and sf(rj) = (S/l sh). 
By m a k i n g t h e fol lowing change of coordina tes ft = 

x i » £2 = " 2 . £3 = , f i = »2 ,we ob ta in : 

f i = f 2 

f ^ - S ^ s i n C f O - ^ f t - i f , 

I v = £i A high g a i n obse rve r for t h e s t a t e variable t h a t has 
t h e f o r m 

t{t) = F ( y ( t ) ) f ( t ) + C ( u ( i ) , f ( i ) ) - s(y)CT[CZ- y] 

.•hereSisnCyJStffiCy), 



r(y(t)) = 

3 A D I F F E R E N T I A L A L G E B R A I C A P -

P R O A C H 
Consider the following Nonlinear System 

C(x,u) = 

(ZNL) : { 1=J(X'U) 
(17) 

whe re a: = fci - - , x „ ) 6 9?", u € 3 ? " \ y £ ft, / and h a r e 
a s s u m e d t o b e p o l y n o m i a l in t h e i r a rguments . Sys tems 

a r e a s s u m e d t o b e universa l ly observable (see [4 
6, 7]) w i t h e x t e r n a l b e h a v i o r descr ibed by equa t ions of 
t h e f o r m . 

<Ty _ r ( dy <r - l 

dV 
y du 

' d r J 

where L0 is a p o l y n o m i a l of i ts a rgumen t s . By def ining 
locally TU = < t < n , we ob ta in an explicit 

G O C F of s y s t e m s ( S ^ i ) a s follows 

f?v= Vi+it 1 < * < n; - L q 

(18) 
for s o m e 7 > 0. N o w , let y * f t ) b e a prescribed reference 
o u t p u t f u n c t i o n which is d i f f e r e n t i a t e a t least n t imes , 

1 ^ » < rc. T h e con t ro l l e r is supposed t o p r o d u c e 
a scalar f u n c t i o n u , wh ich local ly forces y t o a sympto t i -
cally c o n v e r g e t o w a r d s y ^ ( i ) . De f ine an o u t p u t t rack ing 
error f u n c t i o n e ( t ) a s e f t ) = y(t) - y * f t ) . By defini t ion, 
Vt * e q u a l t o t h e ( i - l ) - t h e t i m e derivat ive of y f t ) , t h a t 
is = for 1 < t < n . T h e n , we have 

dti = Vi+i -
dv ' 1 < « < n - l ; (19) 

<Te(t) _ dru d"yR{t) 
dt» d£ ' 

Let p ( j ) s s " + Y i ^ o a s * b e H u r w i t z po lynomia l a n d 

u = ^u , • • • , ^ J . y ) . B y r e q u i r i n g a linear t ime- invar ian t 

a u t o n o m o u s d y n a m i c s for t h e t r a ck ing error func t ion : 

n - l 
Î Î Î Û + ^ Î Î S ) . 0 

dr* ^ dt% 

tarO 

Let = for 1 < x < n , b e t h e components of 
t h e e r ror vec tor e = CoJ ( e , , e 2 l • • •, e , ) , then we obta in 

( 0 1 0 \ 
de _ 
dt ~ 0 0 • 1 

- O j • ' " « n - l / 

where 

e = Fe (20) 

1=1 
lC< 

(21) 
With = C o i ( y j , . . . . f , reference sig-

nals vec tor , a n d y R— _V o W j 

ing t h e s y s t e m (19) a s follows: 
writ-

^ r • ( - ^ y * - ¿"u 
(22) 

where t h e e l emen t s (..«ww vn^ ciouciiu, 01 t h e 1 

1 iSi=j~l 
0 everywhere 

C o i ( o ... 0 + ) 

mat r ix 

and 

v >• > ' • • ci' / et" J ' 
T h e n , t h e e s t i m a t i o n of t h e t r a ck ing e r ror e f t ) = y(t) -
y * ( t ) is given by a n exponen t i a l nonl inear observer ( O ) 
of t h e f o r m [9]: 

( O ) : H=Eè-AoKlCi(t)-el(t)) 
( « ( O . y j i . ^ . û , ^ ) (23) 

where Ae = diag (6, Q2,...^) for some 6 > 0 and K = 
C o i ( A - j , . . . ,kn), K is chosen such t h a t a (A - KC) C 
* - . L e t o ( u g , y R f t ) , e ) = - £ g £ i l + ^ ^ _ 

¿ 0 (Vf l f t J + e . u , ^ p ) a n d u t b e t h e observer-based con-
t ro l r e su l t i ng from <7(11*,y*ft), e f t ) ) = 0. 

3 . 1 C O N T R O L B A S E D O N D I F F E R E N T I A L 
A L G E B R A 

Fi-om t h e d y n a m i c a l s y s t e m ( S * ) which describing t h e 1 
m o t i o n of t h e r o b o t , t h e p a r a m e t e r Bv m u s t be different 
t o zero b e c a u s e if Bv = 0, t h i s t e chn ique can n o t b e 
app l i ed , a n d t h e zero d y n a m i c s b e c o m e s oscillatory (see 
[10]). N o w let us de f ine / f = 1 , which is no t t o b e 
cons idered a s a sma l l c o n s t a n t r e l a t ed t o t he singular 
p e r t u r b a t i o n t echn iques . Def in ing t h e following change 
of c o o r d i n a t e s : 

xi = 12, x2 x3 = k(gt - x< - (<7i ~ 
0 



T h e n , t h e d y n a m i c a l m o d e l ( S A ) represen ted in t h e new 
coord ina tes r e su l t s as fol lows 

r • 
x , = x2 

x2= — k$X2 + ¿1X3 + kxu 

¿4= { - * 2 * j sioifi3k3+ Xi) - kiXt - k7x2 

(24) 
w h e r e ^ = k2 = fc3 = m$Z; /:< = + Jfcg = ^p- ; 

T h e following c o o r d i n a t e t r a n s f o r m a t i o n d e p e n d i n g on 
t h e i n p u t which a l lows u s t o o b t a i n a general ized obse rv -
abil i ty canonica l f o r m ( G O C F ) . For t h a t , we have: 

y = Th = x i , y = rj2 = x 2 , V = Tft = -fc5r2+A'iX3+jfci«, 

« « « _ — 1 < « < . 

y = V* = {ks)7X2 - *i(fcs*3 + ß x4 + A5u + 
du'. 
d£ 

and its c o r r e s p o n d i n g inver se t r a n s f o r m a t i o n is 

X2 = T?2, X3 = (rfc + ¿5775 - A*iti)/A*If 

-4 = - + ^¿5X3 - M-5U - i ' l ^ l A - l . 

Then t h e ( G O C F ) of (24) is given by 
• • • 

V2=m, T?3=T74, 
• - - 2 —2 
r t i - - k l k 2 h P sin(/3 - fclU + +773]/*, + t j j ) 

- 3 ~ 2 { M * 7 + A ^ ' s l ^ - + A-5fc6}73 
+ M»7< " " + + 

(25) 
Now, le t y « ( i ) b e a des i r ed o u t p u t re ference t r a j e c -

tory of t h e a n g u l a r p o s i t i o n . De f in ing t h e t r ack ing e r ror 
i s e ( t ) = X! - y * ( t ) , t h e n t h e t r a c k i n g error d y n a m -
ics i 

r i t h o u t p u t yT s= e j . T h e n , t h e following s y s t e m is 
t non l inea r e x p o n e n t i a l o b s e r v 

er for t h e e s t i m a t i o n of 
Lhe t r a c k i n g e r r o r [9]: g = E e - A8K[Ce[t) - e i ( t ) ] 

T h e n , t h e d y n a m i c a l con t ro l l e r is given by 

£ * + ("3 - *5)if + (fcf - k t a 3 - k , T 2 ) u = - f f x , 

+ ^ s i , ( „ + + + 

*fid t h e des i red d y n a m i c p e r f o r m a n c e c a n be o b t a i n e d b y 
«boosing s u i t a b l e a l 5 c 2 , a 3 , c < . However , t h i s cont ro l le r 
lepends o n al l s t a t e wh ich is i m m e a s u r a b l e , t h e n we will 

F i g u r e 1 - T i m e r e s p o n s e o f t h e IfnV a n g u l a r pos i -
t i o n x j p s a n d x i i m t h e e s t i m a t e x j a n d t h e r e f e r e n c e 
Slglial Xre/ 

r e p l a c e t h e s t a t e e s t i m a t e d by t h e observer . Then , t h e 
d y n a m i c a l c o n t r o l l e r a s a f u n c t i o n of t h e es t imates is 
given b y » 

& ~ - * i K = -k2ki7Psm(fx\ + 

1 i f . 
¿¡•-I 

where r x = e , + y Ä , x 2 = e 2 x 3 = {e3 

st-S ) 

J_ 
fcl 

^ "3? • ^ inverse t r a n s f o r m a t i o n in t e rms of t h 
e s t i m a t e d t r a c k i n g e r r o r . 

4 SIMULATION RESULTS 
N o w , w e will s h o w how t h e con t ro l l e r s scheme a re im-
p l e m e n t e d t o a m o d e l of a flexible j o i n t robo t . T h e 
s i m u l a t i o n w e r e p e r f o r m e d w i t h t h e following p a r a m e -
t e r s h = 3 . 3 3 ( m 2 A r f f ) - i ; f c 2 = 1 . 0 ( m 2 / ^ ) " ' ; fc3 = 
S.ONm; ^ = 4 . 3 3 ( m 2 K g ) ~ \ ks = 0.333s"1; fe = 
0 .1s" 1 ; hr = - 0 . 2 3 3 s " 1 ; k = l00N/(mrad-}). All ini-
t i a l c o n d i t i o n s , for t h e s y s t e m a n d t h e d y n a m i c a l con-
t ro l lo - b a s e d o n D i f f e r en t i a l A l g e b r a i c A p p r o a c h were 
chosen t o b e ze ro . 

T h e c o n t r o l l a w b a s e d o n t h e S ingu la r ly P e r t u r b a -
t i o n T h e o r y , t h e g a i n s w e r e chosen a s follows: s j = 20; 
«2 = 25; I, as 60; sfl = 1; S/2 = 10; If - 0.1. 
S u c h a s e l e c t i o n g u a r a n t e e s t h e s t a b i l i t y of t h e slow a n d 
f a s t s l i d i n g m o d e s s y s t e m s a n d t h e ex i s t ence of t h e cor-
r e s p o n d i n g s l i d i n g m o d e s . T h e p a r a m e t e r 6 in t h e ob-
se rve r e q u a t i o n s w a s chosen a s 6 = 20. F r o m this initial 
c o n d i t i o n s of t h e r o b o t va r i ab le s a n d t h e e s t ima te s were 
fixed t o x , ( 0 ) = 0 , x 2 ( 0 ) = 0 , z j ( 0 ) = 0, ^ ( 0 ) = 0, 
x, (0) = 0.2, x2(0) = 0.02, ?,(0) = 0.002, 0) = 0.003. 



Figure 2 - T i m e r e s p o n s e o f t h e link angular s p e e d 
x : s p a n d X2z>At t h e e s t i m a t e x j a n d t i m e der ivat ive 
of t h e r e f e r e n c e s i g n a l 

T h e r e f e r ence s i g n a l cons idered was xrtf = 0 . 5 s i n ( i ) . 
T h e t i m e c losed- loop p lo t s showing the d y n a m i c behav-
ior of t h e l ink a n g u l a r pos i t ion using bo th schemes , t h e 
e s t i m a t e d a n d t h e des i red re fe rence signal, is p lo t t ed in 
figure 8.1. T h e link a n g u l a r s p e e d using Singular P e r t u r -
b a t i o n T h e o r y a n d Di f fe ren t ia l Algebra , t h e e s t i m a t e d 
and t h e t i m e de r iva t ive of t h e reference signal a r e plot -
ted in F i g u r e 8.2. F>om t h e s e p lo ts , one can not ice t h a t 
a good t r a c k i n g p e r f o r m a n c e is ob ta ined . 

Final ly , t h e F i g u r e 8.3 d e p i c t s t he ob ta ined control ler 
appl ied t o t h e s y s t e m using t h e s e techniques . F rom fig-
ure 8.3, we can say t h a t t h e coDtrol designed us ing s ingu-
lar p e r t u r b a t i o n t h e o r y is m o r e robus t and requires less 
energy t o e x e c u t e t h e con t ro l ac t ion t h a n th i s des igned 
by d i f fe ren t ia l a l geb ra . On t h e o the r h a n d , in b o t h cases, 
t he e s t i m a t e s converge t o t h e s t a t e of t he sy s t em. 

5 CONCLUSIONS 
T w o con t ro l l e r s b a s e d on a n observer were p resen ted us-
ing t h e s ingu la r p e r t u r b a t i o n t h e o r y and based on differ-
ent ia l a l g e b r a . A c o m p a r a t i v e s t u d y was d o n e showing 
t h e p e r f o r m a n c e of each con t ro l l e r , t ak ing in to accoun t 
t h e des ign s impl ic i ty , a n d p e r f o r m a n c e . High gain ob -
servers a r e given in o r d e r t o e s t i m a t e t h e i m m e a s u r a b l e 
s t a t e of t h e r o b o t in each c o n t r o l scheme. S imula t ion 
resul ts we re g iven w h e r e t h e s e schemes a r e i m p l e m e n t e d 
t o a m a t h e m a t i c a l m o d e l of a flexible r o b o t . 
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ABSTRACT 
In "his paper , observer-based controllers are ilfsigrer. us-
ir.g Singular Per1.uriw. tion? Theory or.d Differentia! Al-
gebra. for position and speed control of a single flexible 
joint robot manipula tor . Both schemes are compared in 
simulation. 

1. Two-Time Scale Sliding Mode Con-
trol 

Let lis consider t b r following class of nonlinear singu-
larly p e r t u r b e d (SP) systems (see [2]) 

f r = / , {*) + /!{*)* x\t0) = *o:*o > 0 
\ e i= hU) -r F2{x)l -r <]2{x)u, J(to) = 

\'J 
where x £ H" is t he slow s ta te , z - Rin is '.he fast 
5*?.tc u — TC if t h e i iy s positive yuraaip-
tcr Ktn:h tha t ( € [0,1), and / j . fc. t he columns of t he 
matrices F\. Fo. Oi&nd o> w e assumed to he boimdKl 
analytical rea ' vector fields. We assume t h a t / ; ( 0 ) = 
/:(_0) = 0 and . for u — (3, t he origin is an isolated 
equilibrium s ta te . F2(x) is assumed to be iioiisingular 
for all 3' S B." where Bx denote t he ball centered in 
?. — 0. T h e slow reduced sys tem is foi:nd by making 
e = 0 in (1), we ob ta in xB= /{r-J+gfa»)«», x„(io) = x« 
with r f = h ( x s ) : = - t ' { 1 ( x * ) \ h ) - i T - * ) i - wid 
x, € R", z3 € H™ a u d u, € fC denote t h e siow 
com^oijr i i t i ol tin.". original variables x. z and u, re-
spectively. and f{xt) := fi{x„) - Fi{xt)Fi1(^)f2{xf); 
3{*<) •= ^ ( x ^ - ^ i x . ) ^ / 1 ^ - ) ^ - ) - T h e f e « dju&m-

ics i s ¿2 = F a ( j j T; +g2 (x) uf\ V (0) = zQ - h(x0,0), be-

ing V an O(e) approximat ion of rj in tli« initial boundary 

layer a n d x(r) = aj(er + to)- t — ( t - h). 2. Sliding-Mode Control Design 
The equivalent control method is used 1.0 de termine 

the siow reduced sys tem mot ion restricted t o t he &low 
swiMiing surface <7, (a?,) = coi{(7Sl{x„). • - • -
0. » Ikw ( 7 , . i = 1, •••,'•} •>«•« asf.uifK-1 to I«« 
locally Lipschitz-continnous functions for V x , € 

Rr'. T h f i i t he slow ecuivt*l<Hrt control is u,., = 
- { M : r , ) f f ( x , ) } ^ ( x , ) / ' 5 * * ) : where a, (a?,) = and 
t]y; matr ix s^ a ̂  is ossumwl noLsiitsiu'sz w t G 
R ' . T h e slow control is given by u s — u t . — d £ t \ 
w h a f t is t he plow equh'alent control . wLich ae'.-s 
wheu the slow reduced s j ' s tem is rcst.riciKl t o S} = 
0. while u s y is t he discontinuous pa r t of t he control 
v , af t i r .g v;hen r r ^z^ ) ^ 0. Then , we gt.'t = 
-{a.^iflU,)} •1LjTi)<TM(T.a) where Lt[r9) £ Rrxr. 
V 7 , € B z . T h e complete slow control law is follows 

T h e fast nonlinear «witcruue, surface defined by <7f(0 
^ A A 

} = col{c f (*?). • • •, o; f7?)} =where c t (T}}^ i = ' , 
ai-e assumed to be locally LipscluLz-Luntii^uo'.if- fui.c-

A 
ttOHiS all V£ R™ t 1 iiR control is 

A A — A . A 

given by uft{V) = - { f i t { * ? ) g t ( x ) } - 1 3 s ( 7 ) F ^ x ) V, where 
A 

s;(V) = d C f / f r ] , and $f{7})<j2(i) ticmsijigular. T h e 
A A 

discontinuous fast cuntro! is Kiven by Vf.,(ri) = - \ t f \ T i 
^ A A 

)cj2{x)}~lLf{V)(Jf{^}. where Lf is a posit ive definite ma-
• rry T h e n t h e complete fefi Istw is 

u f = - { * f ( x ) & ( x ) } - 1 { 3 J ( T } ) F 2 ( z ) 7 } + L/^OfW} 
Thp romp<^sito rontrol for t l ie nricririal nnnliriear sic-

gidarly pe r tu rbed system (1) can be expressed by 
u = n. +ut. 

3. A High Gain Nonlinear Observer 
In order to implf inent t h e above controller we de-sign 

au observer. Let us suppose t h a t t h e SP system (1} can 
be wr i t ten in t he following form (see [l]): 

where g i i n , u € FT, y € R,C = ( 1 0 •• (J ) , 
Hvh= fi(y) if i = J — 1 else Fiv)^ = 0; = 
col{9i{u,Si) ,€.;)). We assume t h a t t h e 
functions i = 1 , n — 1, a re of class (."", r > 1, 
w. r. t . y and t h a t t h e funct ions pi,? = 1 , - n ; are 
jj,lob«Uy T,ipe*-iLit? ^•>. t. c Mtn ttiiiionnly w. r f u In 
addit ion, one assume the re are cons tan ts (t and ^.Buch 
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that for each « ? £ / arid cach output y(t) associated u 
and the initial condition f (0) E K , 0 < u < /»(y(i)) < /3, 
t = 1 , . . . , n — 1. Let "as dei; ne llie 6ysUsia 

F ( y ) r + G ( t t , i ) - ¿V1 ( y ) C r [ 6 ? - y ] 
with n = D i a g { l , r i ( y ) FlLV/iCv)}, So= H M , 

and assume that the t ime derivative of 0 is bounded. 
- 5 f > 0 is the unique solution of -r / i r 5 $ + 

- & ' C = 0; with <? > u,and = i if t = j - 1 
eke A , = 0. 

4. A Differential Algebraic Approach 
Now, we consider the following zioiiHnear system 

(S;VL) : ¿ = / (« , w)s v = /*(*, «) 
•where x € 5 T , « € 3 T \ p € 3?, / a n d h to* 

Et; = 
liHvn - Av 

-tf? Si* 

1 \ U = j - l else E%j = 0. and <f{e ,yR , 

£) = t*!(0, ...,0; -L0{tR We 
fifif-jme that p is LipschHz w. r. t. e and uniformly w. 
- . v a'"v>r fhpu. an expoEei+irO nonlinear •• • ni ) ^ at*- " ' e 

observer o l the above system is givcm by 
f = Be - - ex] - ?(e.y , feO 

wLereatAff = efiafl (tf.02,. • • for some 0 > 0 
and K = col(kx fc»). tf is chosen such that 

Let 
TT^ .y« .^ « + * • I * 

and ti£ be the observer-based control resulting from 
7r(w4.i/R,e) = 0. 

5. Application to the Flexible Robot 
In order to compare both schcmes, we con-

sider th« following model of the flexible robot. 
I '4i +BV <7j +msJsin(<7i) + k{qx - = 0 
J % +B <?2 - M i l - to) = u . , 

where 71 , ® : the angular positions of the link and 
the hub motor, v : the input force from the actuator. 7 
: the arm inertia, J : tlx« motor inertia, B : the j«ou* 
viswuw damping. : the link viscous damping, rngl : 

V 
\ 

' t 

Figure 1 - T i iac response of the l i d : angular pos i t ion 
, xiTiA » the e s t imate x\ and t h e reference x<c/ 

assumed to be polynomial in their arguments {see 
(3,4]). Systems are assumed to b e universally 
observable with external behavior described by j g = 

uoioial of its arguments. By defining ^ = ¿¡H?, 1 < * ^ 
n. we obtain an explicit GOCF of system ( ^a ' l ) as fol-
lows Tjv= n M > 1 < i < r; 'J«— -Xo(»?.«, ft,- • ' > i n )i 
for 50me *c 0. j\'o w', lot Le a prescribed rcisr-
ence output function which is differentiable at least n 
times. Ltóìne an output tradd&g errcc f ' . iac t io i^ 
e = y ~ Vr. Lei Ci — for I < t < n , be the cora-^ 
pouents of the ©rrur vector c = c o i ^ , ^ . - - - ,0*), 

then we o b t e J T i 

whtiiH tlic eleiiieiits of the matrix E arc gr/cn by 

" " t 
Figure 2 - T i m e response of the control us? and Uda 

iLe nominal load in t h e sirm and k : the joint stifEuess. 
f l i c rcfcrer.cc s^na i consid^ed v s s 0.5 «in(i). 

The time closed-loop plots bhowing the d>naroic beliav-
•or of the link r-Bgular pusrtion usir.e both schemes, the 
estimated and the desired reference signal, is plotted iu 
figure 1. From this plot, one can notice that a good 
tracking perfonumice is obtained. FinaOy, the figure 2 
depicts the obtained controller applied to the system us-
ing these techniques. From figure 2, wo car. say that tlm 
control designed using SP is more robust and requires 
1«« energy 1« execute the control action than Litis Jc-
s i m e d by Differential Algebra. 
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