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Resumen

Este trabajo de tesis aporta importantes resultados a la teoria de filtrado estocastico,
a través del estudio de sistemas dinamicos sujetos a perturbaciones consideradas ruido
blanco de Poisson, area que no ha sido tratada consistentemente. De esta manera se
extiende el estudio de aquellos casos que se limitan a considerar solamente perturbaciones

de naturaleza Gaussiana.

Se desarrollaron cuatro teoremas que proporcionan los algoritmos que permiten la
obtencion de los filtros e identificadores 6ptimos y un controlador 6ptimo para sistemas
con ruido de Poisson, detallando el procedimiento de la obtencién de los mismos, apor-
tando asi las bases tedricas para la aplicacion en diversas dreas, tales como la fotografia,

centellografia, reconocimiento de objetos en video, telecomunicaciones, etc.

Se obtuvo el filtro 6ptimo para sistemas no lineales incompletamente medidos sobre
observaciones lineales con ruido de Poisson en el estado y en las observaciones, partiendo
de la expresién general de la diferencial estocastica [to del estimado éptimo y la varianza
del error, y aplicando propiedades de las variables aleatorias de Poisson con la finalidad de
obtener un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado éptimo. Después se disend un filtro
y un identificador de pardametro para sistemas lineales con ruido de Poisson, introduciendo

nuevas variables que permitieron reducir el problema al caso previamente resuelto, mod-



elando los parametros desconocidos como procesos de Poisson e incorporandolos como
variables de estado. Después se disené un controlador 6ptimo para sistemas lineales con
ruido de Poisson con parametros desconocidos, utilizando el principio de separacién donde
primero se introdujeron nuevas variables para reducir el problema al caso resuelto previ-
amente y asi poder aplicar el filtro que ya habia sido obtenido, para después aplicar un
control al sistema ya filtrado. Finalmente, se disené un filtro para sistemas polinomiales
con ruido de Poisson donde las observaciones son polinomiales, introduciendo un cambio
de variable y aplicando la diferencial estocastica Ito al nuevo proceso estocastico que se
introdujo para asi reformular el problema original, reduciendo el caso a aquél donde las
observaciones son lineales, para de esta manera aplicar uno de los filtros 6ptimos obtenidos

previamente, obteniendo el filtro deseado.

Los algoritmos obtenidos como resultado de los teoremas fueron aplicados en casos
particulares para mostrar su rendimiento. Se compararon los resultados obtenidos por
la aplicacion de los algoritmos disenados en esta tesis con los resultados obtenidos por
la aplicacién de los algoritmos éptimos disenados en contexto Gaussiano, a través de
simulaciones computacionales realizadas en MATLAB. Se presentan las graficas de los
errores en cada caso para ilustrar las ventajas que se obtienen al aplicar los algoritmos

disenados en este trabajo de investigacién.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccion

En el procesamiento de senales, un filtro es una funcién o procedimiento que remueve
las partes no deseadas de una senal, tales partes indeseadas son los ruidos o perturba-
ciones que afectan el proceso. Estas senales pueden ser modeladas por sistemas dinamicos
cuyo comportamiento puede ser, en cierta medida, monitorizado. Dentro de los sistemas
estocdsticos tienen especial relevancia aquellos sistemas cuyas ecuaciones de estado son
lineales, atin asi existe un gran numero de problemas donde el modelo lineal no repre-
senta de forma adecuada la evolucién temporal del fenémeno objeto de estudio, siendo
preciso recurrir a modelos no lineales, lo que supone una mayor complejidad en el calculo
matematico asociado. Los ruidos que afectan el sistema pueden ser de distintos tipos, en
esta tesis se aborda el caso donde el ruido que altera a los sitemas dindmicos es modelado
como ruido blanco. El ruido blanco, es una senal aleatoria caracterizada porque sus val-
ores en instantes de tiempo distintos no tienen relacién alguna entre si, es decir, no existe

correlacion estadistica entre sus valores. En la practica es comin encontrar que dichos



ruidos son en su mayoria representados como ruido blanco Gaussiano, que es aquél cuya
funcion de densidad responde a una distribucién normal, es comin encontrar en la liter-
atura que en la mayoria de los casos se asume que el ruido alterando el sistema dinamico
corresponde a ruido Gaussiano, debido a la gran cantidad de fenémenos que presentan
este tipo de disturbio. Por otro lado, el ruido blanco de Poisson, que a diferencia del
ruido blanco Gaussiano, se presenta unicamente en momentos aleatorios aislados en el
tiempo , también estd presente en una considerable cantidad de fenémenos en la natu-
raleza, en procesos industriales, telecomunicaciones, etcétera y atin asi no ha sido tratado
consistentemente. El nimero de publicaciones encontrado en la literatura sobre filtrado
en promedio cuadratico para sistemas con ruido de Poisson, es relativamente pequeno, en
20, 32, 40, 41, 47, 72, 73] se pueden encontrar algunos resultados obtenidos relacionados
con sistemas no lineales perturbados por ruido de Poisson, por lo que en esta tesis se cen-
tra el estudio en el desarrollo de algoritmos de filtrado para sistemas que son alterados por
ruido blanco de Poisson. El diseno de filtros para sistemas con ruido blanco de Poisson,
es de gran importancia tanto en la teoria de filtrado como en la préactica, pues permite
estudiar problemas de estimacién en promedio cuadratico para sistemas no lineales que
son perturbados con ruido blanco no necesariamente Gaussiano. Existen muchas situa-
ciones en la practica donde los ruidos que perturban los sistemas dinamicos no podrian ser
modelados como ruidos blancos Gaussianos, actuando uniformemente, como por ejemplo
una serie de impulsos electromagnéticos. Este tipo de ruido blanco podrian ser modelado
como ruido blanco de Poisson, actuando de forma aleatoria en ciertos momentos aislados
del tiempo.

Por otro lado, en las décadas de 1960 y 1970 se dieron una gran cantidad de aplica-
ciones de las técnicas de control moderno, en especial el control éptimo, lo cual dio origen

a técnicas de diseno sistematicas como LQR, LQG y LTR, conocidas como las técnicas



posmodernas. Atn asi, el problema del controlador 6ptimo LQP (de sus siglas en inglés,
Linear Quadratic Poisson controller, esto tltimo viene de la caracterizacion estadistica del
ruido empleado) para sistemas lineales con parametros desconocidos y ruido de Poisson
no ha sido tratado consistentemente. De hecho podria parecer no tener sentido buscar
una soluciéon optima para este problema, pues algunos de los pardametros no son deter-
minados. El planteamiento del problema empieza a tener sentido cuando los parametros
desconocidos son modelados, para esto se toman en cuenta especificaciones estocasticas
de Poisson del problema éptimo LQP, asi los parametros desconocidos son representados
como procesos de Poisson.

Esta tesis presenta los algoritmos de filtrado en promedio cuadréatico éptimo para
resolver los problemas de sistemas lineales y no lineales estocéasticos con presencia de ruido
de Poisson. Se realiza una comparacién de los resultados obtenidos con el caso donde los
algoritmos son desarrollados considerando que el ruido a filtrar es de tipo Gaussiano. Esta
comparacion se realiza con el fin de resaltar la importancia del diseno de estos filtros y

mostrar que dichos filtros permiten obtener un resultado éptimo.

1.2. Antecedentes

Aproximadamente al mismo tiempo en que la teoria de filtrado se estaba desarrol-
lando usando ecuaciones diferenciales estocasticas lineales, un desarrollo andlogo para el
control 6ptimo de sistemas dinamicos lineales con una funcién de costo cuadratica estaba
tomando lugar. Este trabajo fue inspirado por el desarrollo de la Programacion Dinamica
de Bellman [17] y fue desarrollado por Kalman [37]. El resultado més famoso, el filtro de
Kalman Bucy [39], aborda el caso donde el estado y las observaciones son lineales, donde

solamente dos momentos, el estimado mismo y su varianza, forman un sistema cerrado de



las ecuaciones de filtrado. Tiempo més tarde, una extension del problema de control 6pti-
mo con funciéon de costo cuadratica para sistemas dindmicos lineales en presencia ruido
blanco aditivo llevé a considerar el problema de costo cuadratico para sistemas dindamicos
estocasticos lineales. Este problema en algunas situaciones especializadas fue examinado
y resuelto por Florentin [25, 26] y por Kushner [43]. Fue Kushner también [42] quien
un par de anos mas tarde dio la solucién 6ptima al problema de filtrado en promedio
cuadratico para sistemas no lineales con ecuacién de observacién no lineales considerando
los disturbios como ruido blanco Gaussiano, a través de la llamada ecuaciéon de Kushner,
por la densidad condicional de un estado no observado con respecto a las observaciones.
Existen muy pocos ejemplos conocidos de sistemas no lineales donde la ecuacién de Kush-
ner puede reducirse a un sistema cerrado de dimension finita de las ecuaciones de filtrado
para un cierto nimero de momentos condicionales. En [1, 18, 24, 61, 64, 65, 70, 71] se
pueden encontrar algunos otros filtros en promedio cuadratico no lineales de dimension
finita, asi como también existe una considerable bibliografia sobre filtrado robusto para
sistemas lineales y no lineales en presencia de ruido blanco Gaussiano (ver por ejemplo
(19, 30, 31, 34, 48, 49, 54, 56, 57, 58, 63, 67]). Con un enfoque distinto, también la teoria
de filtrado H-Infinito ha sido ampliamente estudiada en una variedad de articulos para
sistemas estocésticos lineales [27, 28, 29, 50, 55, 60, 62, 66, 68, 69, 74]. Los métodos de
H-Infinito también son utilizados en la teoria de control para lograr un rendimiento robus-
to o de estabilizacion en los controladores y aunque el problema del controlador 6ptimo
LQG para sistemas lineales fue resulto en la década de 1960, basada en las soluciones
para el problema de filtrado éptimo [39] y el regulador 6ptimo [23, 44], el problema del
controlador éptimo LQP para sistemas lineales con pardametros desconocidos y ruido de
Poisson alterando el sistema no ha sido tratado consistentemente. Otro de los proble-

mas correspondientes a la teoria de filtrado, es el llamado problema de identificacién de



parametros, el problema de obtener simultaneamente el estimador éptimo y el identifi-
cador de parametro para sistemas estocasticos Gaussianos con parametros desconocidos
ha sido tratado sistematicamente partiendo desde el articulo seminal [3]. El resultado
6ptimo fue obtenido en [3] para un sistema lineal en tiempo discreto con pardmetros de-
sconocidos constantes dentro de un intervalo de filtrado en tiempo finito, utilizando el
principio de maxima verosimilitud, en vista de un intervalo finito del estado y los valores
del parametro en instantes del tiempo. La aplicacion del principio de méxima verosimili-
tud se extendi después para sistemas lineales en tiempo discreto [22] y sistemas lineales
en tiempo continuo en [21]. Sin embargo, el uso del principio del méxima verosimilitud
presenta ciertas limitaciones en el resultado final: a) los parametros desconocidos se con-
sideran constantes para evitar complicaciones en el problema de optimizacién generado,
b) no se pueden obtener ecuaciones dindmicas directas que puedan dar seguimiento tanto
al estado y a los estimados del parametro en la situacién general, sin poner restricciones
especiales en la estructura del sistema. Por otro lado, el niimero de publicaciones en el
area de filtrado en promedio cuadratico para sistemas con ruido blanco de Poisson es rel-
ativamente pequeno. Se sabe que el filtro en promedio cuadratico para sistemas lineales
con ruido blanco de Poisson coincide con el filtro de Kalman-Bucy [46, 53]. Aun asi, los
filtros en promedio cuadratico para sistemas polinomiales con ruido blanco de Poisson,
similares a esos obtenidos en [4, 11, 14], no habian sido disenados hasta ahora. Hasta
este momento se ha tratado con sistemas donde la ecuacion de estado pueden ser lineales
o no lineales, pero la ecuaciéon de observaciones es lineal en ambos casos, recientemente
el problema de filtrado para sistemas donde tanto el estado como las observaciones son
polinomiales, fue resuelto en [15] pero considera tinicamente el caso donde el ruido blanco
que altera tanto la ecuacion de estado y las observaciones es Gaussiano, por lo que en esta

tesis se ampliara la situacién al caso en un contexto de sistemas de Poisson.



1.3. Motivacion

El ntimero de publicaciones encontradas en la literatura sobre filtrado en promedio
cuadratico para sistemas con ruido de Poisson es relativamente pequeno. La principal
causa puede ser que, a pesar de que la naturaleza de los ruidos Gaussianos y de Poisson es
muy distinta, conforme la intensidad del ruido aumenta, la distribucion Gaussiana puede
utilizarse para aproximar la distribucién de Poisson bajo algunas consideraciones. Aun
asi existe una gran cantidad de ejemplos y aplicaciones que requieren del diseno de filtros
que consideren con rigor la naturaleza de las variables aleatorias y procesos involucrados
en el sistema para obtener un resultado lo mas parecido al resultado deseado, libre de
perturbaciones. En la practica no suele hacerse una diferencia entre la naturaleza real del
ruido que esta afectando el sistema, pues tedricamente no hay las suficientes herramien-
tas que lo permitan, por lo que disenar filtros e identificadores para sistemas con ruido
de Poisson representa un gran aporte a la teoria de filtrado estocéastico y a la précti-
ca. El desarrollo de teoria en este contexto permitirda mejorar los resultados deseados en
aplicaciones de gran importancia tales como las telecomunicaciones, fotografia, centel-
lografia, reconocimiento de objetos en video, entre otras, donde hasta ahora se aplican
filtros convencionales por el hecho de que han sido estudiados ampliamente. Sin embargo
la aplicacion de filtros que consideran las caracteristicas concretas de la naturaleza del

ruido que afecta los sistemas permitird una mejora en los resultados esperados.



1.4. Aportaciones

1.4.1. Filtrado ()ptimo para Estados Polinomiales Incompleta-

mente Medibles con Ruido de Poisson

Este capitulo presenta el diseno del filtro éptimo de dimensién finita para sistemas poli-
nomiales incompletamente medibles que incluyen ruidos de Poisson, sobre observaciones
lineales. El problema de filtrado éptimo es tratado partiendo de la expresion general para
la diferencial estocdstica Ito del estimado éptimo y la varianza del error [53]. Como primer
resultado, se derivan las diferenciales Ito y la correspondiente varianza del error del proble-
ma planteado. Después se introduce una trasformacion de la ecuacién de observacion para
reducir el problema original a uno con una matriz de observacién invertible. Finalmente
se muestra que, utilizando la técnica de representar los momentos de orden superior de
una variable aleatoria de Poisson como funciones de su esperanza y su varianza, puede
obtenerse un sistema cerrado de dimensién finita de las ecuaciones de filtrado 6ptimo con
respecto a un numero finito de variables de filtrado, para una ecuacién de estado poli-
nomial y observaciones lineales con una matriz de observacién arbitraria. En este caso,
se establece el procedimiento correspondiente para el diseno de las ecuaciones de filtrado
optimo. Finalmente, el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado éptimo con respecto
a las dos variables, el estimado 6ptimo y la varianza, se deriva en la forma explicitca en
el caso particular de una ecuacion de estado de tercer grado.

Los resultados de este capitulo han sido publicados en [§].



1.4.2. Filtrado Optimo e Identificador de Parametro para Sis-

temas Lineales con Ruidos de Poisson

Este capitulo presenta el filtro 6ptimo e identificador de parametro para sistemas
estocasticos lineales con parametros aditivos y multiplicativos desconocidos sobre obser-
vaciones lineales, donde los parametros desconocidos son modelados como procesos de
Poisson. El problema de filtrado se formaliza considerando a los pardmetros desconocidos
como estados adicionales del sistema que satisfacen ecuaciones diferenciales estocasti-
cas lineales con término drif igual a cero y difusién uno. Asi, el problema se reduce al
problema de filtrado para sistemas polinomiales medibles incompletamente con ruido de
Poisson sobre observaciones lineales, cuya solucion es obtenida en [7]. Esto presenta el al-
goritmo optimo simultaneamente para el estimado éptimo del estado e identificacion del
parametro en sistemas lineales de Poisson con parametros desconocidos multiplicativos y

aditivos sobre observaciones lineales. Los resultados de este capitulo fueron publicados en

12].

1.4.3. Controlador ()ptimo LQP para Sistemas Estocasticos Lin-

eales con Parametros Desconocidos y Ruido de Poisson

Este capitulo presenta la solucion al problema del controlador éptimo LQP para sis-
temas lineales con ruido de Poisson y parametros desconocidos. El problema primero se
reduce al problema del controlador éptimo para un estado bilineal sobre observaciones
lineales y un criterio cuadratico. Por el principio de separacién para sistemas lineales y un
criterio cuadratico, el cual se plantea y fundamenta en el articulo [44] andlogamente para
sistemas lineales sin incertidumbre, el problema original del controlador 6ptimo se divide

en dos partes, una el problema de filtrado éptimo para estados bilineales incompletamente



medibles sobre observaciones lineales y otra, el problema de control éptimo (regulador)
para el estimado del filtro disenado. Finalmente, puede ser demostrado facilmente que la
solucion al problema original del controlador 6ptimo se compone de las dos soluciones.

Los resultados de este capitulo fueron publicados en [10].

1.4.4. Filtro Aproximado de Dimension Finita para Estados Poli-
nomiales con Ruido de Poisson sobre Observaciones Poli-

nomiales

Este capitulo presenta un filtro aproximado de dimension finita para estados polino-
miales con ruidos de Poisson sobre observaciones polinomiales, continuando la investi-
gacion en el area de filtrado en promedio cuadratico para sistemas polinomiales iniciada
en ([4, 6, 11, 13, 16]). Se aborda el caso general donde la ecuacién de estado y las ob-
servaciones son no lineales, y son afectadas con ruido de Poisson. Disenar un filtro de
dimensién finita en forma cerrada para sistemas con ruido de Poisson sobre observaciones
polinomiales presenta una significativa ventaja en la teoria de filtrado y en la practica,
pues permite tratar problemas donde tanto la ecuacion de estado como las observaciones
son de naturaleza no lineal y el ruido aditivo no es necesariamente Gaussiano, tal como
el problema del sensor ciibico [33] para varios sistemas polinomiales en contexto de Pois-
son. Incluso, el resultado principal de este capitulo permite disenar un filtro subéptimo
en promedio cuadratico de dimensién finita para cualquier estado polinomial perturbado
por ruido de Poisson sobre observaciones lineales. Por lo tanto, como cualquier funcién no
lineal puede ser aproximada, con cierta precision, por un polinomio de cierto grado, esto
potencialmente permitiria tratar con el diseno de filtros para cualquier estado no lineal

con ruido de Poisson con observaciones y término drift no lineales.



Los resultados de este capitulo fueron publicados en [9].

1.5. Organizacién de la Tesis

La tesis se divide en siete capitulos. En el Capitulo 2 se presenta una sintesis de la
teoria de probabilidad y estadistica, procesos estocasticos, los procesos de Wiener y de
Poisson, calculo estocastico y teoria de filtrado. En el Capitulo 3 se plantea y se resuleve
el problema de filtrado 6ptimo para estados polinomiales incompletamente medibles con
ruido de Poisson. En el Capitulo 4 se plantea y se resuleve el problema de filtrado 6ptimo
e identificador de parametro para sistemas lineales con ruido de Poisson. En el Capitulo
5 se plantea y se resuleve el problema del controlador 6ptimo LQG para sistemas es-
tocasticos lineales con pardametros desconocidos y ruido de Poisson. En el Capitulo 6 se
desarrolla el filtro aproximado de dimension finita para estados polinomiales con ruido de
Poisson sobre observaciones polinomiales. Finalmente, en el Capitulo 7 se presentan las
conclusiones y los trabajos futuros que pueden desarrollarse siguiendo esta linea, asi como

las recomendaciones para mejorarlo.
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Capitulo 2

Marco Teorico

2.1. Probabilidad y Estadistica

2.1.1. Variables Aleatorias

Una variable aleatoria X es una funciéon real cuyo dominio es 2 y el cual es d —medible,
esto es, para cada numero real z, {w € /X (w) < z} € Q. En otra forma, es una variable
la cual asume como valores uno de los resultados de una prueba, y es imposible saber que
valor tomara y al valor de una variable aleatoria en algin punto dado w del espacio 2
(i.e. el valor el cual se asume cuando aparece un resultado de la prueba y se obtiene el

evento w) es llamado una realizacién de esta variable aleatoria.
Si P, es la medida de probabilidad de la variable aleatoria X. La funcién

F(z) = P(X € (—00,x)) = P,(—00,z) es llamada una funcién de distribucién de la

variable aleatoria X.
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Propiedades de la Funcion de Distribucion

Una funcién de distribucion es una funcién no decreciente de x.

» F(—00)=0;F(c0) =1

» F(x) es continua por la izquierda, es decir F/(z) = F(z — 0).

La funcién de distribucién de una variable aleatoria discreta con saltos en los puntos
x1, Ty, ...xy igual a py, po, ..., py respectivamente y es constante en algin intervalo el
cual no contiene alguno de los valores x1, xs,...x 5, como la probabilidad del evento
X < x no cambia si x varia en cada intervalo. Entonces la funcién de distribucién

de una variable aleatoria discreta, es representada por una funcion escalon.

» La funcién de distribucién de una variable aleatoria continua es continua y diferen-

ciable a lo largo de eje numérico.

s La funcion de distribucién de una variable aleatoria continua discreta tiene puntos
de discontinuidad x1, xs, ...z x con saltos pi, ps, ..., py respectivamente y es continua

y diferenciable en todos los otros puntos del eje numérico.

Diferenciando la férmula anterior con respecto a x en el caso de una variable aleatoria

continua escalar y aplicando el Teorema Fundamental del Célculo, se obtiene

f(x) = F'(x)

Asi la densidad de una variable aleatoria es la derivada de su funcién de distribucion.
El limite de la proporcién de la probabilidad de la ocurrencia de una variable escalar

aleatoria X en un intervalo [z,z + Azx) con longitud Az cuando Az — 0 es llamado
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densidad o densidad de probabilidad de la variable aleatoria X en el punto x.

Pz < X <z + Ax)
Ax

= F'(z)

f(x) = limaz—0

Propiedades de la Densidad de Probabilidad
= f(z) =20
o 7 fa)de =1

= La densidad de Y = X + a esta dada por

Ply<X+a<y+Ay) Py—a< X <y—a+Ay)

f(y_a) = limAy—)O Ay = limAy—)O Ay

La probabilidad de ocurrencia de una variable aleatoria X en el dominio A es deter-

minada por la férmula
P(X € A) = / f(z)dz
A

si la densidad f(x) es continua parte por parte y acotada en el dominio A. La funcién de
distribucién de la variable aleatoria X estd dada por F(z) = P(X < z) . Utilizando la
densidad,

F(z)=P(—o00 < X <1x) :/ f(u)du
cuando X es una variable aleatoria continua escalar.

El valor esperado de una funcién ¢(X) de la variable aleatoria continua X con densidad

f(z) esta dado por N
B = [ o) f(a)ds
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La varianza de una variable aleatoria escalar es definida como
0’ = E(x — E(z))?

Una probabilidad condicional relativa a la variable aleatoria X = z(w) en el espacio
(2, 5) es llamada probabilidad condicional relativa a la o-dlgebra S, inducida por esta
variable aleatoria. Sea Y = y(w) una nueva variable aleatoria en el espacio (Y,B). La
funcién:

/2 (BJ2) = Quy™(B)/x). B € B

es llamada distribucién condicional de la variable aleatoria Y relativa a la variable aleatoria
X.
La esperanza condicional de una funcién dada ¢(X) de una variable o vector aleatorio

escalar X dado el valor de una variable o vector escalar aleatorio Y, estda dada por:

Ele0IY) = | el@)f(aly)ds.
donde f(z]y) es la densidad condicional de la variable aleatoria X dado el valor y de la
variable aleatoria Y.

Dado un vector aleatorio X, el momento de segundo orden esté dado por I', = EXXT

y la matriz de covarianza es determinada por la férmula
K, = EX°X""
donde X° = X —m, y m, = EX. Ademds
I, =K, +m,m].

Donde el * indica la tansposiciéon de una matriz, cambiando sus elementos complejos

por sus conjugados correspondientes. Para dos vectores aleatorios X y Y, la matriz del
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momento de segundo orden I'y, y la matriz de covarianza cruzada K, estan dadas por

las férmulas

[, = EXYT,
K., = EX°Y"T
Y ademas
[y = Koy + mgymy,.

Para los momentos centrales e iniciales de érdenes superiores, la formula esta dada

por

pe = E(X°) a0, =EX",(r=12,..)
Qr = Oy r, :EXIIXZ",
e = [, = E(XD) (X))

(lr] = m+AAA+ 7, |7r|=1,2,..).

La funcién caracteristica de una variable aleatoria X estd determinada por el valor
. . T . s
esperado de la variable aleatoria e X [53] y es considerada como una funcién de la

variable real \. Su férmula estéd dada por

9) = B = [ TN () de

La dimensién de la variable A\ coincide con la dimensién de la variable X.

Propiedades de la Funcién Caracteristica

» La funcién caracteristica es continua y | g(A) |[< 1,¢(0) = 1, g(—\) = g(A). Donde

indica el conjugado.
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La funcion caracteristica es positiva definida, esto es: para algunos valores Ay, ..., Ay
de una variable A y algunos ntimeros complejos &1, ..., En

N

Z 9(Ap — /\q)fpgq > 0.

p,g=1

La funcién caracteristica go(p) de una variable aleatoria ¥ = AX + a obtenida
como el resultado de una transformacion de una variable aleatoria X es expresada

en términos de la funcién caracteristica g;(A) de la variable aleatoria X por
4 T
g2(pt) = ™ g1 (A" p)

La funcién caracteristica de la proyeccién de un vector aleatorio en algin subespacio
G es igual a la contraccién de su funcién caracteristica en este espacio. Sia =0y A
es la matriz proyeccién en G, entonces AT = A, A\ = XA paraalgin A € Gy A\ =0

para algtiin vector A ortogonal a G.

La funcién caracteristica g(A) de la suma de variables aleatorias independientes

Xi, ..., X, es igual al producto de sus funciones caracteristicas gx(\), (k =1,...,n) :
g(A) = Iy gk (N).

Si X4, ...X,, son variables aleatorias independientes, entonces la funcién cracteristi-
ca correspondiente g(\), A = [Aq,...,; \,]7 de el vector compuesto aleatorio X =
[XT, ..., XIT es igual al producto de las funciones caracteristicas g (A1), (k = 1, ...,)

de las variables aleatorias X1, ..., X, :

g(A) = g_y g1 (k).

El inverso también se cumple.
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2.1.2. Convergencia de Variables Aleatorias

Sea {X,}, X, = x.(w) un conjunto arbitrario de variables aleatorias con valores en un

espacio dependiente del parametro r el cual toma valores de algin conjunto R.
Se dice que la variable aleatoria X, converge casi seguro (o con probabilidad 1) a la

variable aleatoria X = x(w) con r — rg si

P(X, — X)=Pw: z.(w) = z(w)) = 1. (2.1)

Se dice que la variable aleatoria X, converge en probabilidad a X si para algtin € > 0

lim, ., P(|| X, — X|| > €) = lim,,, P(w : ||z, (w) — x(w)|| > €) =0 (2.2)

Consideremos un conjunto de variables aleatorias {X,}, X, = z,(w) con valores en
el espacio X. Se dice que X, converge en media cuadrada a la variable aleatoria X |,

X,m.s. X si

E|X|E| X |*< o0 (2.3)

El|X,—X|*~0 (2.4)

cuando r — 7.
La convergencia estocastica es la mas débil de las tres anteriores, se puede verificar que

se cumplen las siguientes implicaciones:
(2,1) = (2,2) < (2,3).
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Cuando | X,, |< Y, para algin Y € L*(Q, F, P) (2.24) es el més fuerte de los modos de

convergencia y los dos restantes resultan ser equivalentes:
(2,1) = (2,2) & (2,3) < (2,1).

La implicacién (2,1) = (2,3), bajo las condiciones dadas, es lo que se conoce como el

Teorema de la Convergencia Dominada.

2.2. Procesos Estocasticos

2.2.1. Procesos Estocasticos

Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias, X;,t € T', definidas
sobre el mismo espacio de probabilidad, donde 7' es un conjunto indizado y X; es una
variable aleatoria para cada t. X; también se denota por X(t) y los valores que esta
variable aleatoria asigna al evento elemental w se denotardn por X (¢, w).

Las funciones del momento de segundo orden de la variable aleatoria X (t), t € T}
(matriz 'y (t1,12)) y la funcién de covarianza (matriz K,(t1,ty) son determinadas por las

siguientes formulas

Loty ty) = EX(t)X(t2)" (2.5)

K.(ty,ty) = EX°(t)X°(t)*,

ademas,

F$(t17t2) = K:B(tlu t2> + miv(tl)m;);(t?)v

donde el * indica la transposiciéon de una matriz, cambiando sus elementos por sus con-

jugados. El momento cruzado de segundo orden (matriz I';,(t1,%2)) v la funcién de co-
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varianza cruzada (matriz K,,(t1,?)) para dos funciones aleatorias X (t),Y(t),t € T} son

determinadas por

Loty ta) = EX(0)Y(t2), (2.6)

K.(ti,ty) = EX°(t)Y%(ty)*,

y ademas,

ny(tb t2) = ny(tla tZ) + mx(t1>m2(t2)

Analogamente, los momentos superiores para funciones reales, escalares aleatorias

X(t),t € Ty son determinados por las siguientes férmulas

Oér(tl, tg, tr) == EX(tl)X(tT) = (27)
/ AAA/ 1. Zp fr (21, 2y ty oty )dy L d
(e, . t) = BEX°(t,).. X (t,) =

/OO AAA /OO [z — mg(t1)]...[xr — m, ()] fr (21, s by L) dy L dy,

El proceso aleatorio X(t) con esperanza cero y funcién de covarianza la cual contiene

como un multiplo la funcién ¢ ,
mx(t) = 0, K(tl,tg) = l/(tl)é(tl — tg)

es llamado ruido blanco, en sentido amplio. Tomando en consideracién que 6(t; — to) = 0
en t; # ty el multiplicador v(t;) puede ser reemplazado por el multiplicador v(t5) o por el
multiplicador simétrico \/m . El multiplicador v(t) de la funcién ¢ es llamado la
intensidad del ruido blanco X(t). La intensidad de un ruido blanco escalar es positiva. La
intensidad del ruido blanco vector representa una matriz simétrica definida no negativa.

Si la variable
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/Ke(ty, t2)/
Ky (t1,t1)

para el proceso aleatorio escalar X(t) puede ser asumida practicamente igual a cero como
/t1 — ta/ > 7, y la variable 7, es suficientemente pequenia entonces el proceso aleatorio

X(t) puede ser asumido como un ruido blanco no estacionario con intensidad igual a

v(t) = /OO K, (t, t+ 7)dr.

oo

2.2.2. Procesos con Incrementos no Correlacionados

Se dice que un proceso aleatorio X(¢) es llamado proceso con incrementos no cor-
relacionados si para todos los intervalos disjuntos [t1,1s), [t3,t4),t1 < to < t3 < t4 los
incrementos correspondientes Xy, — X;,, y Xy, — X, del proceso X (t) son no correlaciona-
dos. De aqui se sigue que los incrementos de cada proceso o algunos intervalos finitos
tienen momentos finitos de segundo orden y consecuentemente de primer orden. En este
caso, el proceso X (t) puede no tener media ni momento de segundo orden. Pero si en
algin instante ¢, el valor del proceso con incrementos no correlacionados X () es igual a
cero con probabilidad 1, entonces el proceso X (t) tiene esperanza finita y momento de
segundo orden como el valor X; que en algin instante coincide con su incremento en el
intervalo [tg,t) con ¢ > to y con su incremento en el intervalo [¢,%y) tomado en forma
inversa si t < tg.

El proceso aleatorio Y (t) = X (t) — Xy, representa un proceso con incrementos no cor-
relacionados los cuales tienen la propiedad Y;, = 0. Ademas, si X;, = 0 (con probabilidad
1) entonces el valor X; del proceso X (t) en algtin instante ¢ es no correlacionado con sus

futuros incrementos en los intervalos en los cuales sigue el instante ¢y y con sus previos
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incrementos en el intervalo el cual precede al instante ¢, : EXP(X) — X) = 0 con
t<t) <ty t; >tgoty <ty <t ity <ty donde X{ = X; —my; (my = EXy).

Consideremos la siguiente férmula:

k(t) = EXPX[;t >t (2.8)
= Oﬂt = th
= —EX)XYt <t
Donde el asterisco indica el vector transpuesto cuyos componentes son los conjugados. La

matriz de covarianza del incremento X, — X;, del proceso X (t) en algin intervalo y la

funcién de covarianza del proceso X () son determinadas por las siguientes férmulas:

E(X) — Xi))(XD X)) = k(ta) — k(th), (2.9)
Kw(tl,tg) = k(mal‘(tl,tg));tl,tg > 1,
= 0;t <ty <y, te <ty <ty

= —k(mm(tl, t2))7 tl, t2 < 0.

El proceso aleatorio con incrementos no correlacionados es continuo por el criterio de
media cuadrada si y sélo si la funcién k() es continua.
Por otro lado, si k(t) es no s6lo continua, sino ademés diferenciable, en este caso la férmula

(2.10) puede ser escrita ( con t1,ty > ty) en la forma:

B(t) = /t v(r)dr, (2.10)

donde v(t) es una funcién no negativa la cual es llamada la intensidad de un proceso X (t)

con incrementos no correlacionados.
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2.2.3. Procesos con Incrementos Independientes

Se dice que un proceso aleatorio X(t) es un proceso con incrementos independientes si
para cualquier N, ¢y < t; < ... < ty las variables aleatorias Xy, X¢; — Xty -y Xty — Xtpr_ 1

son independientes.

Teorema. La funcién caracteristica del incremento de un proceso con incrementos
independientes esta completamente determinada por su funcién caracteristica en una di-

mension, i.e. su distribucién uni-dimensional (ver demostracién en [53]).

Todo proceso con incrementos independientes y con funcién de covarianza diferenciable
tiene una derivada débil (en el criterio media cuadrada), la cual representa un ruido blanco.
El ruido blanco obtenido por diferenciacién de un proceso con incrementos independientes

es llamado un ruido blanco en el sentido estricto.

2.2.4. Proceso de Wiener

Un escalar o un proceso aleatorio real con incrementos independientes W (t), t > 0, es

llamado un proceso de Wiener si satisface las siguientes condiciones:
» Todas las realizaciones w(t) del proceso W (t) son continuas y w(0) = 0.
» La distribucién uni-dimensional del proceso W (t) es normal.

» La esperanza del proceso W (t) es cero y su funcién de covarianza es determinada

por la férmula
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min(ty,ta)
Kw(tla t?) = / V(T)d7_7
0

donde v(t) es una funcién no negativa la cual representa la intensidad del proceso de
Wiener W (t). El ruido blanco representando la derivada débil por media cuadrética de
un proceso de Wiener es llamado ruido blanco normalmente distribuido. Un proceso de
Wiener como un proceso con incrementos independientes el cual posee media cero y mo-
mento de segundo orden finito k(t) para cada instante ¢, genera una medida estocéstica
en el eje real con valores independientes en intervalos disjuntos. Esta medida estocéstica

es determinada por la férmula Z((t1,ts]) = W(ta) — W (ty).

Férmula para la Funcién x(u,t) para el Proceso de Wiener

Una forma especifica para la funcién y = x(u;t) en las ecuaciones obtenidas para
las funciones caracteristicas es determinada por el caracter del proceso con incrementos
independientes W (t). Aqui es obtenida cuando W (t) es un proceso de Wiener, pero se
puede calcular para cualquier proceso, aunque este calculo puede ser mas complicado. Si
W (t) es el proceso de Wiener, entonces su funcién caracteristica uni-dimensional hq(u, t)

es determinada por la férmula

(1) = eap{— " / v(r)dri} (2.11)

Ya que la funcién x(u;t) representa la derivada logaritmica de la funcién caracteristica
hi(p;t) con respecto a t : x(u;t) = %[lnhl(u;t)]. Sustituyendo aqui la expresion de la

funcién hq(u;t), se obtiene

X(pst) = —pv(t)n/2 (2.12)
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Ecuaciones para las Densidades en el Caso Multi-Dimensional del Proceso de

Wiener

En el caso de un proceso de Wiener W (t), de acuerdo con (2.12), es obtenida la

siguiente ecuacion

1
La ecuacion (2.12) toma la forma

oflyt) _ 1
ot (2m)P
x e

) f1 (n; t)dnd.

Tomando en cuenta que u” Au = tr(uu’ A) para un n-vector u y una matriz A,x,, es

obtenida la siguiente férmula

Ohpt) _ — / / INTa(n, 1) — StrDATb(n, DU (ObGr )] (215)

e (Y £y (s t)dnd

Utilizando la férmula integral de la funcién delta

1
(2m)?

/ NN GN = 5 — y) (2.16)

Diferenciando (2.16) con respecto a 7 son obtenidas las siguientes férmulas

T 0
ixe™ VAN = —§ = 2.1
) / N o (n—y)=d(n-y), (2.17)
1 AT T () _gf ) = §"(n —
et NNy = it —y) = 60— )
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En base con las tltimas tres férmulas anteriores, es posible escribir

0 s 1 0 o) . o
f}(vff 2 (2m)p /_OO /_OO iNla(n, )e™ 7 fi(p;tydndh = (2.18)

/OO o(n—y)"a(n,t) fr(n; t)dn = —g—y[&(y, t) f1(y, )],

1 AT )T AT (=) . —
| T OB 0 o i
= o T o aT .
00 = y)b(n; v ()b (n; ) fr(m; )y = 5 [bms ) (Db (n: )7 fi (n; )]
Usando las féormulas (2.14), es posible representar la ecuacién (2.15) en la forma
ofi(y,t) 9T 1 909"
R0 O faly O 0] + 5 0 oy OB 0 A0 (219)

ot oy 2 Oyoy

Esta ecuacién (2.19) es llamada la ecuacién de Fokker-Planck-Kolgomorov. La cual es
obtenida sé6lo para el proceso de Wiener. La ecuacién (2.19) también es vélida para para
la densidad n-dimensional f,,(y1, ..., Yn; t1, ..., t) si la diferenciaciéon con respecto aty ay

es considerada como la diferenciaciéon respecto a t, v y,.

2.2.5. Proceso de Poisson
Distribucién de Poisson

En la practica ocurren eventos en instancias de tiempo aleatorias. Estas forman una
secuencia de eventos que usualmente llamamos flujo de eventos. Frecuentemente podemos
asumir que un flujo de eventos satisface las siguientes condiciones:

1. Para cualesquier dos intervalos de tiempo que no se intersectan, la probabilidad de
cualquier nimero de eventos durante uno de ellos es independiente del niimero de eventos
durante el otro.

2. La probabilidad de la aparicién de un evento durante un intervalo infinitesimal de tiem-

pos (t, t+At) es un infinitesimal de orden At.
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3. La probabilidad de la aparicién de mas de un evento durante el intervalo de tiempo (t,
t+At) es un infinitesimal de orden At.
Denotemos como p,,(t1,t2) a la probabilidad de apariciéon de m eventos en el intervalo de

tiempo (¢1,%2). Entonces las condiciones 2 y 3 toman la forma

p(t, t+ At) = M)At + O(At) (2.20)
ipk(t, t+ At) = O(At) (2.21)

donde A(t) es una funcién no negativa.

Si tenemos el caso de un flujo de eventos que satisfacen las condiciones anteriores 1, 2y 3
consideremos la probabilidad de que en un intervalo de tiempo dado (to,t) apareceran los
eventos (z = 0,1,2,...). Si consideramos el instante ¢ fijo denotamos las probabildiades
desconocidas p,, (r =0,1,2,...).

Para evaluar po(t) notemos que po(t,t + At) es la probabilidad de la interseccién de dos
eventos: ninguno de los eventos ocurren en el intervalo (o,t) y ninguno de los eventos
ocurre en el intervalo (¢,t 4+ At). De acuerdo a la condicién 1 mencionada en 2.2, estos

eventos son independientes. Consecuentemente

po(t + At) = po(t)po(t, t + At) (2.22)
de esto tenemos:
po(t.t+ At) =1- pi(t,t+ At) = 1 — At)At + O(At) (2.23)
k=1

Para un intervalo de tiempo dado (to,¢) tenemos el conjunto contable de eventos

elementales: ninguno en el intervalo, un evento, dos eventos, etc., y las probabilidades de
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estos eventos estan determinadas por la férmula

A\ exp ™
p(r;\) = ———

z=0,1,2, ..

z!

Por lo tanto esta férmula, es llamada Distribucion de Poisson. Por esta razon el flujo
de eventos que satisface las condiciones mencionadas anteriormente es llamado Flujo de
Poisson. El parametro A de la distribucion de Poisson es el niimero promedio de eventos

que ocurren en el intervalo (t,t).

Proceso de Poisson

Un Proceso de Poisson, denotado por N(t), es un proceso con incrementos independi-
entes y su funcién de distribucién unidimensional es la distribucion de Poisson. El proceso
de Poisson simple P(t) es un proceso aleatorio escalonado con incrementos por unidades
en cualquier momento de la ocurrencia de un evento de un flujo de Poisson, donde se tiene
que para cualquier ¢, el valor del proceso P(t) es igual al nimero de eventos de un flujo de
Poisson en el intervalo de tiempo [0, ¢]. Debido a esto el proceso de Poisson simple puede
ser llamado como el contador de eventos del flujo de Poisson.

Sea P(t) un proceso simple de Poisson. El proceso aleatorio
P(t)

N(t) = E Xk
k=1
donde X} es una secuencia de variables aleatorias independientes igualmente distribuidas
del proceso general de Poisson. Este es un proceso con incrementos independientes.
Su derivada es considerada como un ruido blanco. Debido a que la representacion grafi-
ca de un proceso de Poisson es una funcion escalonada, centralizando, es decir, restando
su esperanza, es posible obtener una representacién grafica del ruido blanco de Poisson,

(ya que la esperanza del proceso de Poisson simple es A # 0).
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2.3. Calculo Estocastico

2.3.1. La Integral de Ito

Sea W (t) un proceso escalar con incrementos independientes con esperanza cero y mo-
mento de segundo orden k(t); sea X (t) un proceso aleatorio continuo por media cuadrada
(m.s.), escalar con momento de segundo orden finito cuyo valor en todo ¢ es independi-
ente de los incrementos futuros del proceso W (t), W (ts) — W (t1), t < t; < ty; sea P, una

secuencia de particiones del intervalo (a, b,

Np
Pn : (CL, b] = U(tl(cn—)h tl(cn)]’ té”) =a, tg\?z - b’
k=1

tal que maxk(t,(gn) — t,@l) — 0 cuando n — 0.

El limite por media cuadratica de la secuencia de sumas integrales {Y,,},
Nn
Vo= Do X)) = W),
k=1
si este limite existe, es llamado la Integral estocdstica de Ito de la funcién aleatoria X (t)
con respecto al proceso con incrementos independientes W (t) sobre el intervalo (a, b]:
b
y — / X (AW (E) = limy oY,
Teorema La integral estocastica de Ito existe si y solo si la integral
b
/ EIX()v(t)dt = E|)Y]2 = DY

existe en cuyo caso esta es igual a la varianza DY de la integral de Ito Y.

Definiendo una f—integral estocéstica para algin 6 € [0, 1] por la siguiente férmula:
b
Yy — / X(r)dsW(r) = (1 — 0)Y + 0V

siendo un caso particular de la integral de Ito cuando # = 0. Cuando § = 1/2 la integral

estocastica anterior representa la integral estocastica de Stratonovich.
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2.3.2. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

La ecuacién diferencial

X =a(X,t) +b(X, )V (2.24)
es llamada ecuacién diferencial estocastica si la funcién aleatoria (generalizada) V' = V(t)
representa un ruido blanco en el sentido estricto. Sea Xy un vector aleatorio de la misma
dimensién que X (t). La ecuacién (2.24) con la condicién inicial X (t9) = X determina el

proceso aleatorio X (). La ecuacién anterior también puede escribirse como
t t
X(t) = X0+/ a(X(T),T)dT+/ b(X (1), 7)V(r)dr (2.25)
to to

donde la primera integral existe por el criterio de media cuadratica. Introduciendo el
proceso con incrementos independientes W (t) cuyas derivadas son un ruido blanco V'(¢)

la ecuacién anterior se puede reescribir como

X(t) :XO+/t a(X(T),T)dT+/t b(X (1), 7)dW (T). (2.26)

La ecuacién (2.26) tiene un sentido exacto. La ecuacién (2.24) con la condicién inicial
X(ty) = Xo representa una forma concisa de la ecuacién (2.26). La ecuacién (2.26) en la
cual la segunda integral una integral estocastica de Ito, es llamada la ecuacion Integral
estocdstica de Ito, y la ecuacién (2.24) y la que se forma sustituyendo dW por V en (2.24)
son llamadas ecuaciones diferenciales estocésticas de Ito. Un proceso aleatorio X (t) el
cual satisface la ecuacién (2.26) en el cual las integrales representan limites por el criterio
de media cuadratica de la correspondiente suma de integrales, es llamado solucion de la
ecuacion integral estocastica (2.26) y de la ecuacién diferencial estocéstica correspondiente

(2.24) con la condicién inicial X (t5) = Xp.
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Momentos

Consideremos el sistema lineal

donde a = a(t),ap = ap(t),b = b(t) pueden ser funciones en el tiempo ¢, y V es un ruido
blanco cuya intensidad v puede ser una funciéon de tiempo t. Resolviendo la ecuacion
(2.27) es decir, obtenido el vector Y, el cual estda dado por la féormula
t
Y (t) = u(t, t9)Yo +/ u(t, 7)b(T)V (T)dT + /u(t,T)ao(T)dT, (2.28)
to

donde u(t, ) es la matriz determinada como una funcién de ¢ por la ecuacién diferencial

du

homogénea

= a(t)u y la condicién inicial u(r,7) = I.

Momentos de Segundo Orden

Tomando en cuenta que la esperanza del un ruido blanco es igual a cero, en virtud de

(2.28), es encontrada la siguiente formula para la esperanza del vector estado del sistema
Y ()
t
m(t) = u(t, to)mo +/ u(t, )ao(T)dr (2.29)
to
donde m, es la esperanza del valor inicial Yy del vector de estado Y. La funcién de

covarianza del vector de estado Y es determinada por la férmula

K(tl, tg) = u(tl, to)Kou(tg, to) + (230)

min(ti,t2)
+ / u(ty, T)0(T)v(T)b(T)  u(ty, 7)*dT

to
donde K es la matriz de covarianza del valor inicial Yj del vector de estado Y. Dadas las

funciones de valores reales m(t) y K(t1,1s), sigue la férmula para el momento de segundo
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orden.
D(ty, ta) = K(t1,t2) + m(t1)m(ta)". (2.31)
La ecuacion diferencial para la esperanza del vector Y es obtenida diferenciando (2.29):

m(t) = ut(t,to)mo—l—/ w(t, T)ao(T)dT + ag(t) (2.32)

to

= a(t)[u(t,to)mo—l—/ u(t, 7)ao(7)dr] + ao(t)

to

pero la expresion entre corchetes es igual a m = m(t) por(2.29). Por lo tanto la ecuacién

(2.32) se puede escribir en la forma
m = am + ag. (2.33)

Integrando la ecuacién (2.33) con la condicién inicial m(ty) = mg se puede calcular la
esperanza del vector aleatorio Y en el sistema lineal estocdstico (2.27).

La ecuacion para la matriz de la varianza K (t) del vector Y en (2.30) t; =ty =1t
K(t) = K(t.t) =u(t to)Kou(t,to)" + (2.34)
t
[ e o e, 7y

to
Diferenciando esta férmula respecto a ¢ y sustituyendo u(t,7) = a(t)u(t, ), u(t, 7)* =

u(t,7)*a(t)T se obtiene
K(t) = a()[u(t,to)Koult, to)* + (2.35)

/ wlt, D)) ult, 1) dr] + [ult, to) Kou(t, to)*

to

t
/ u(t, 7)b(T)v(T)b(T) u(t, ) dr]a(t)” + b(t)v(t)b(t)".
to

Dado que la expresién en corchetes es igual a K = K(t) entonces

K =aK + Ka” + bwb? . (2.36)
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Integrando la ecuacién (2.36) con la condicién inicial K (ty) = K, se puede calcular la
matriz de la varianza del vector aleatorio Y para el sistema lineal estocastico (2.27). La
ecuacién diferencial para el momento de segundo orden I'(¢) del vector Y con t; =ty =1t

se puede obtener en base a la férmula
D(t) = K(t) +m(t)m(t)", (2.37)
diferenciando la férmula anterior se obtiene
I'= K +mm? +mm?. (2.38)

Sustituyendo aqui las expresiones para 1 y K para las ecuaciones (2.33) y (2.36) y usando

la férmula (2.37) se llega a
I =al + Ta” 4 bwb” + agm™ + mal. (2.39)

Integrando la ecuacion (2.39) después la ecuacién (2.33) la cual determina la esperanza m
con la condicién inicial I'(ty) = 'y = Ko + momg se puede calcular el momento inicial de
segundo orden del vector aleatorio Y en el sistema lineal estocdstico (2.27). La ecuacién
para la funcién de covarianza K(tq,t3) del proceso aleatorio Y considerada como una
funcién de ¢; y algun t; fijo , con el caso t; < ty :

K(t1,t2) = u(ty, to) Kou(ts, to)" + / 1 u(ty, 7)o(T)v(7)b(T) u(ty, 7)*dT (2.40)

to
Diferenciando la férmula anterior respecto a ts :
0K (t1,12)
Oty
t1
/ U(tl, T)b(T)I/(T)b(T)TU(tQ, T)*dT = U(tl, to)KoU(tQ, to)*aT(tQ) +

to

= U(tl,to)Koth(tg,to)* + (241)

/ (e, D)) s, 7) 0T () dr,

to
= K(tl, tg)a(tg)T, 1 < to.
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con la condicién inicial K (ty,t1) = K(t1).
Integrando la ecuacién (2.41) con varios valores de t; se obtiene el niimero de secciones

de la matriz de covarianza K (t1,ty) con t; < to. Al obtener K (t1,ts) con ty < t; se usa

K(tl, tg) - K(tg, tl)T

Funcion Caracteristica Uni-dimensional

Considere el sistema cuyo vector de estado es descrito por la ecuacién estocastica

diferencial de Ito

Y = a(Y,t) + (Y, )V, (2.42)

donde V' es un ruido blanco en el sentido estricto. El problema es encontrar la distribu-
cién multidimensional del estado del sistema Y'(¢), suponiendo que la distribucién uni-
dimensional del proceso con incrementos independientes

W(t) =W(to) + /t V(r)dr (2.43)

to

es conocida. La ecuacion de la funcién caracteristica uni-dimensional esta dada por

w = E{iXTa(Y, t) + x(b(Y, )T A )} (2.44)

La ecuacion multidimensional de la funcién caracteristica de un vector estado Y de

un sistema esta dada por
In(M, oo Anity, o tn) = Beap{i Y N[Y ()} (2.45)
k=1

Supongamos que la densidad uni-dimensional f;(y,t) para el vector estado del sistema
existe. Entonces la ecuacion (2.44) puede escribirse como

w = /_ Z (AT a(y, 1) + x(bly, ) A D)™ fi(ys D) dy (2.46)
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Por la Transformada de Fourier

filyit) =

/ e " Vg (, t)dp (2.47)

2m)P J o
donde p es la dimensién del vector de estado Y, y la integral con respecto a todos los
componentes del vector p-dimensional p es asumida como el valor principal de la integral
en el sentido de Cauchy si g1 (i, t) es no integrable absolutamente. Sustituyendo la ecuacién

(2.47) en la ecuacion (2.46) es obtenida la ecuacién integro diferencial lineal

091)\t

(27)” / / [\ aly, 1) + x(by, )" A )] X (2.48)

N =g (1 t)dpdy

Andlogamente, suponiendo que la densidad multidimensional del proceso Y (t) existe,

es obtenida la ecuacién integro diferencial relativa a g, (A1, ..., \u; t1, .oy tp)

0
— (A1, oy Aty 2.4
(9tng (M 1 ) (2.49)

AT @Y, ) + X(0(Yn, 1) Ani )]

xea:p{i Z()‘g - Mg)yk}gn(ula ooy M t1> cey tn)
k=1

Xdp AAAdp, dyy AAAdy,,

Ecuaciones Uni-Dimensionales para las Densidades

Reemplazando en la ecuacién (2.46) la variable de integracién y por 7, multiplicando
esta ecuacioén por (2m)Pe—iATy e integrando esto con respecto a A es obtenida la ecuacién
integro-diferencial para la densidad de una dimensién f(y,t)

afl(y7 t) _
o

(271T)P / i / " [iNTa(m,£) + x(bn, N DN T £ (g H)dndA - (2.50)
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2.4. Teoria de Filtrado ()ptimo

2.4.1. Filtro de Wiener
Planteamiento del Problema

El filtro de Wiener probablemente representa la primera presentacion de terminologia
en el cual dos importantes ideas han sido rescatadas: sistemas dinamicos y estimacion
6ptima en la presencia de ruido. Se considera una senal y() la cual contiene un ruido v() y
una medida z(). y(), v(), y z() pueden originar un problema del tipo continuo, o discreto
en el tiempo dependiendo de la naturaleza de los mismos. Las senales de tiempo son con-
sideradas como escalares continuos definidos en el intervalo (—oo, 00) sélamente. Se asume
que y(), y v(), son funciones simples de procesos aleatorios estacionarios. Normalmente
ellos son independientes y tienen media cero. Posteriormente ellos son considerados para
la obtencioén de ¢y, (jw) y ¢y (jw), w € R-espectra. La tarea del filtro de Wiener es utilizar
las mediciones z() para estimar y(). Mds precisamente, se requiere que la estimacién sea
causal, en linea y déptima. Causal significa que y(t) va a ser estimada usando z(s) para
algiin s < t; en linea significa que al tiempo ¢ el estimado de y(t) deberia de desempenarse
6ptimamente. Optimo significa que y(t), deberia de presentar un error cuadrado minimo,
i.e. Efy(t) —4(t)]* el cual debe de ser minimizado. Si y(), y v() son Gaussianos, esto

significa que §(t) es el estimado condicional, E[y(t)/z(s), s < t].

Solucion

La solucion a este problema esta dada en la siguiente explicacion: El filtro de Wiener

es un sistema lineal, invariante en el tiempo, causal, estable, cuya relacién entrada-salida
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estd dada por una funcién de transferencia h() :

¢
it = / h(t — 5)=(s)ds (2.51)
La senal y() y el ruido v() son representados como la salida de un sistema lineal

excitado por ruido blanco. Si €,(), €,() son ruidos blancos con media cero y la intensidad

de la varianza 1, entonces
Eley(t)ey(s)] = Eles(t)en(s)] = o(t — ), (2.52)
y por lo tanto

Syy(Jw) = /Wy (jw)/*, duu(jw) = /W (jw)/* (2.53)

La clave del problema es la obtencién de ¢, (jw), ¢, (jw) para la funcién de respuesta
al impulso h(t) o su funcién de transferencia H(jw). El paso crucial es la técnica de
factorizacion espectral. El espectro de z() cuando y() y v() son independientes estd dado

por

Gz (Jw) = Gy (Jw) + duw (jw) (2.54)

La factorizacion espectral requiere de la determinaciéon de una funcién de transferencia

W, (jw) tal que W,(s) y W, 1(s) son analiticas en R, s > 0 y tal que

=:(jw) = /W (jw)/?, (2.55)

En [38] esta operacién de factorizacién espectral es presentada como un paso crucial
en la obtencién de H (), la cual en [36] es la clave para la determinacién del filtro éptimo.
A continuacion se procede de la siguiente manera. Se define una senal €,() como la salida

de un sistema lineal de una funcién de transferencia W, (jw) conducida por z(). Si existe
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W () entonces ¢,() es equivalente a z(), es decir la estimacién de y(t) usando ¢,(s) para
s < t deberfa dar el mismo resultado como estimacion de y(t) usando z(s) para s <ty
ademsés ¢, () es un ruido blanco. Esta simplificacién es muy importante y es utilizada para
la obtencién del filtro 6ptimo en [45].

Ademés, es notable que la construccién de W, () satisface las condiciones de estabilidad
y (2.55) y es un paso importante para la construcciéon de H (). La pregunta es ;cémo puede

ser hecho esto si ¢..() es racional?, la clave es la factorizacién polinomial. En otro caso,

utilizar:

Wz(jwo)=7m'ms_>oexp{i / T _logdsjw) —dw} (2.56)

27 J_oo —j(w —wy) —
Otra forma de resolver el problema de filtrado, en el dominio del tiempo, es utilizando

la funcién de respuesta al impulso h(t), la cual corresponde a la transformada inversa de

Laplace de la funcién H (jw), mediante la ecuacién
t
h(t) + / h(T)K(T — s)ds = K(t),t > 0, (2.57)
0

donde K (7) es la funcién de covarianza de y(t). Esta ecuacién es conocida como la ecuacién

de Wiener-Hopf.

2.4.2. Filtro de Kalman-Bucy (Caso Discreto)

Practicamente, todo lo establecido para el filtro de Kalman en el tiempo continuo, se
traslada al caso del filtro con tiempo discreto. La teoria en el caso continuo se aprecia

mas transparente que en el caso discreto, ya que presenta aplicabilidad a mas problemas.

37



Planteamiento del problema

El modelo esta dado por

2L = HTI{JZEk + Uk
con
Wy, Qr 0
E [ wi o } = Okl
Vg 0 Ry

y {wy}, {vr} son secuencias con media cero. Por convencionalismo, se considera el tiempo
inicial £ = 0. Agregando que la media 7, y la varianza P, de x, son independientes de
{wy}, {vr}. Todas las variables son Gaussianas. La idea principal es distinguir el efecto de
dindmicas y mediciones en el filtro. Mds precisamente, sea Z; el estimado éptimo, una
media estimada de x dada z,l < k, y sea ’x\% dado por Elkky1/z,1 < kl,el primer paso
en la prediccion del estimado.

Solucién

Dado que wy es independiente de z; para [ < k, se tiene

(2.59)

Tinn = B2
k

bl

Esto demuestra como actualizar un estimado como resultado de sistemas dinamicos, cuan-

do no aparecen mediciones extras. (2.59) se apoya en

\/ = I} \/ F + GrQirGy (2.60)

k+1
e Kk

Aqui Ve, y \/,€ /i Son las covarianzas del error asociadas con Tr y Zrs1. Actualizar las
k k

k

k

ecuaciones de los estimados equivale a pasar de Trs1 y Vit a Tesr v Vi . Y esto se
k k k

k+1 +1
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muestra a continuacién

Ten = Ten + \ Hon[HL \/ He + R ™! (2.61)
i k1 k1
k k
*[zp1 — Hipy Tes]

\/ - \/ - \/ Hia[Hy \/ Hipr + Riga] ™ Hyyy \/

k+1 k+1 k+1 k+1 k+1
k k k k

2.4.3. Filtro de Kalman-Bucy (Caso Continuo)
Planteamiento del Problema

La representacién del modelo esta dada por

dx(t)
dt
2(t) = HT(t)x(t) +v(t) (2.63)

= F(t)z(t) + G(t)w(t) (2.62)

en el cual F,G, H son matrices n X n,n X m, y n X p respectivamente. El proceso w() y

v() son ruidos blancos Gaussianos con media cero tales que

Q) s()
wl'(s) vT(s = ot —s
E [w(s) o7(s) o m |

con R(t) = R'(t) > 0 para toda t. Muy frecuentemente, S(t) = 0, i.e. w() y v() son
independientes. Lo cual es supuesto. Entonces Q(t) = QT (t) > 0. Se asume un tiempo
inicial finito to. Por otro lado z(tj) serd asumida como variable aleatoria Gaussiana con
media xy y varianza py. La tarea de la estimacién es usar mediciones de z(s) para s < t
para estimar z(t), este estimado es llamado Z(t), el cual minimiza E[|| z(t) —Z(t) ||*]. Esto
significa que Z(t) es necesariamente una estimacién de la media condicional, con respecto

a las observaciones.
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Solucion

La solucién es obtenida de la siguiente manera. Definamos P(t) = PT(t) > 0 como la

solucién de
P=PF" + FP - PHR'H"P + GQG",P(t;) = P, (2.64)
Y Z(t) es la solucién de

dz . ~

d_atc = F()z(t)+ POHER ™ (t)[2(t) — H (1)2(1)] (2.65)
Donde P(t)H(t)R7'(t) denota la ganancia de Kalman. E[z(t) — Z(t)][z(t) — Z(¢)]T =
P(t). La efectividad del estimador 6ptimo es medida por la covarianza del error, la cual
es dada por la solucién de la ecuacién (2.64), y la existencia de la solucién a esta ecuacién
en (tg,00) estd garantizada.

Algunas diferencias del filtro de Kalman con respecto al de Wiener son dadas en la

siguiente tabla.

Filtro de Wiener Filtro de Kalman
tg = —0o0 tg > —o0
Estacionario Acepta no estacionario.
Infinito dimensional Finito dimensional
Ruido no necesariamente blanco Ruido blanco
Factorizacion espectral Solucién de la ecuacion de Riccati
Estimacion de la senal Estimacién del estado

El problema de prediccion es resuelto por la teoria de filtrado. Esto consiste en calcular

x(t + A) para algin A positivo, dado z(s) para s < t, esto es:
T+ A) =0+ N)z(t) (2.66)
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2.4.4. Filtro Optimo Polinomial

Sea (€, I, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente y continua
por la derecha de c-algebras Fy,t > to, y sean (Wy(t), Fi,t > to) y (Wa(t), Fi,t > to)
procesos independientes de Wiener. El F; medible proceso aleatorio (x(t), y(t)) es descrito
por una ecuacion diferencial no lineal con un término drift polinomial para el estado del

sistema
dz(t) = f(x, t)dt + b(t)dWy(t), x(to) = w0, (2.67)
y una ecuacién diferencial lineal para el proceso de observacion
dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dWs(t). (2.68)

Aqui, z(t) € R" es el vector de estado y y(t) € R™ es el vector de observacién lineal,
m < n. La condicién inicial xy € R™ es un vector Gaussiano tal que zg, Wi(t) € RP,
y Ws(t) € R? son indepenientes. Donde la matriz de observacién A(t) € R™ ™ no se
supone que sea invertible o incluso cuadrada. se asume que B(t)BT(t) es una matriz
definida positiva, por lo tanto, m < ¢. Todos los coeficientes en (2.67)-(2.68) son funciones
deterministicas de dimensiones apropiadas.

Las ecuaciones de filtrado 6ptimo pueden ser obtenidas usando la féormula para la

diferencial de Ito de la esperanza condicional m(t) = E(z(t) | FY)

dm(t) = B(f(z,t) | F)dt + B(z()[At)(x(t) — m()]" | )%

(B(6)B" ()" (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(1)), (2.69)

Donde f(z,t) es el término del drift polinomial en la ecuacién de estado.

dm(t) = E(f(x,t) | F')dt + P()AT(t)(B(t) B () ™' %

41



(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt), (2.70)

dP(t) = (E((x(t) = m()(f(x,0)" | F}) + E(f(z,t)(x(t) —m(1))") | F)+

b(t)b" (t) — P(t)AT (t)(B(t) BT (t)) " A(t)P(t))dt, (2.71)

Con las condiciones iniciales m(ty) = E(z(to) | FY) y P(to) = E[(z(to) — m(to))(x(to) —
m(to))" | Fig]-

En el caso particular donde (f(z,t)) toma la forma

f(x,t) = ao(t) + ar(t)x + as(t)zz” + az(t)zza”

Las siguientes ecuaciones de filtrado éptimo en forma cerrada son obtenidas en [11]:

dm(t) = (ao(t) + ar(t)m(t) + as()ym(t)m” (t) + az(t) P(t)+
3az()ym(t)P(t) + as(t)m(t)m(t)m” (t))dt+
P(H)AT(t)(B(t) BT (1) dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt],
m(to) = E(x(ty) | F")),
dP(t) = (a;(t)P(t) + P(t)aj (t) + 2ax(t)m(t) P(t) + (2ax(t)m(t) P(t))" +
3(as(O)[P()P(t) + m(t)m" (t) P(t))+
3(as(O)[P()P(t) +m(t)m" (t) P(1))" +
b(t)b" (t))dt — P(t) AT (¢)(B(t) BT (t)) " A(t) P(t)dt.

P(to) = E((x(to) — m(to))(w(to) — m(to))" | F"))-
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2.4.5. Ecuacion General de Filtrado ()ptimo

Considere el proceso continuo estocastico descrito por la ecuacion

X = p(X,t) + (X, 1)V (2.72)
donde X es el vector de estado n—dimensional del sistema, V' es un vector r—dimensional
que representa el ruido blanco Gaussiano, y ¢(X,t),%(X,t) son funciones conocidas del
estado del sistema y del tiempo. Los valores de la funcién ¢(X,t) son vectores n— di-
mensionales y los valores de la funcién (X, ¢) son matrices n x r. Si el vector de estado
del sistema X es medido continuamente, entonces el proceso aleatorio n—dimensional
Y(t) = X(t) + U(t) seria el resultado de las mediciones, donde U(t) es el error de la
medicion, el cual representa usualmente una funcién aleatoria del tiempo. Por otro lado,
si esto no se cumple con el vector de estado, pero si algunas funciones del vector de estado
son medidas por alguno de los componentes del vector de observacién, el resultado de las

mediciones es determinado en forma general por la férmula
Y =Y(t) = (X, U, 1), (2.73)

donde Y es un vector n;—dimensional, U es el error de la medicion, representando una
funcién vectorial aleatoria de tiempo de dimensién r > ny y @o(x,u,t) es una funcién
conocida del estado del sistema, medicion del error y del tiempo. El modelo general de
mediciones las cuales son llevadas a cabo en un sistema puede ser descrito por la ecuacién

diferencial
Y = (Y, X,U,t). (2.74)

El resultado de las mediciones representa el proceso aleatorio Y. El problema de filtrado

es planteado para el vector de estado del sistema X en cada instante ¢t > tj, usando los
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resultados de mediciones continuas del proceso Y determinado por la ecuacion (2.74) en
el intervalo de tiempo [to, t].
Sea un vector aleatorio de un proceso [Y7 X7]T determinado por las ecuaciénes difer-

enciales estocasticas de Ito

dX = (Y, X, t)dt + (Y, X, t)dW.

donde Y es un proceso aleatorio ny—dimensional, X es un proceso n—dimensional, W
es un proceso n—dimensional, ¢;(y, z,t) vy ¢(y, z,t) son funciones vectoriales que mapean
el espacio R™ xR" xR en los espacios R™ y R™ respectivamente y ¢y (y, z,t) y ¥(y, x, t) son
matrices de funciones conocidas que mapean R™ x R™ x R en R™" y R™ respectivamente.
Esto constituye el planteamiento del problema de filtrado para el vector estado del sistema
en algtn instante ¢ > ¢, usando los resultados de mediciones continuas del proceso Y en
el intervalo de tiempo [to, t].

La solucion general al problema de filtrado éptimo se obtiene de la siguiente propiedad
para los momentos de segundo orden: el menor de todos los momentos de segundo orden de
una variable aleatoria escalar es su varianza. De aqui se sigue que la mejor aproximaciéon de
una variable aleatoria por una variable no aleatoria mediante el criterio de media cuadrada
es dada por su esperanza condicional respecto a las observaciones. Sea Y} el conjunto de
valores del proceso medido en el intervalo de tiempo [to,t],Y} = {Y(7) : 7 € [to,]}.
Entonces el estimado 6ptimo del vector X, = X (u), el cual da la solucién del problema

para u = t es determinado por la férmula
X, = E[X./Y,] (2.76)

Esta formula determina el estimado 6ptimo del valor X, para alguna funcién aleatoria

X (u) usando los resultados de las mediciones de otra funcién aleatoria Y'(¢) en el intervalo

44



[to, t]. También es vélida para el caso de un vector con argumento ¢ y la medicién de la
funcién Y (¢) en algtin conjunto 7' de valores de t. La aplicacién de la féormula (2.76) es
necesaria para encontrar la distribucuén condicional de X,. Este puede ser un problema
que en ocasiones no se pueda resolver. En el caso particular en el que Y (t) y X(¢) son
determinados por las ecuaciones (2.75), este puede ser resuelto bajo algunas restricciones
adicionales. La formula general para el diferencial estocéastico del estimado éptimo de una
funcién del vector de estado dado es la base de la teoria de filtrado 6ptimo. Sea f(Xy,t)
alguna funcién escalar del vector de estado n—dimensional de un sistema y de tiempo.
Su estimado éptimo usando los resultados de observacién Yy de acuerdo con (2.76) es

determinado por la formula

f(t) = ELf(X,, 1)/ ). (2.77)

Este estimado representa un funcional del proceso aleatorio Y'(¢) en el intervalo de tiempo
[to, t], y consecuentemente es por si mismo una funcién de t. Un problema matemético
que sirve de ayuda es encontrar la diferencial estocastica de Ito de este proceso aleatorio.
Este problema puede ser resuelto bajo la condicién que W (t) en las ecuaciones (2.75)
representa el proceso de Wiener cuya dimensién 7 es no menor que n; que es la dimension
del proceso de medicién Y (t), y que la funcién ¢; en las ecuaciénes (2.75) no depende de

X. El sistema (2.75) toma la forma

aY = (Y, X, t)dt + 1 (Y, t)dW, (2.78)
dX = oY, X, t)dt +¢(Y, X, 1)dW,
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Diferencial de Ito para una Funcién del Estimado ()ptimo

La ecuacion diferencial estocéstica del estimado 6ptimo de la variable aleatoria f(X,t)
para las ecuaciones (2.75) estda dada por la férmula
df = E[fi(X,t) + f:(X, 1) (Y, X, 1) (2.79)
1 PR
+5tr{foa(X ) (v ) (Y, X, 00}/ Yy ldt + E[f (X, {1 (Y, X, )" = 21}

o (X, )T (W) )Y, X, 8) /Yy | (0rvpy ) 1Y 1)(dY — Gudt),

donde

(o) (@,y,t) = Yy, z, v(t)d(y, z,t)", (2.80)
(] )y, 2, t) = Py, z, () (y, 1),
() My t) = [y, v (y 1)),

B [ emads = Bl Yit/Y,

[e.e]
pi() es la densidad condicional de X; relativa a th), las derivadas f;, fz, fz« v todas las
esperanzas condicionales del lado derecho existen.

Ecuacién para la Funcién Caracteristica

Sustituyendo en la ecuacién (2.79) f(z,t) = €' Xt se obtendra la ecuacién estocastica

para la funcion condicional caracteristica del vector aleatorio X :
T
9(N) = B v). (2.81)
Haciendo las sustituciones

fr=0,fo =ire™ ", frp = AN, (2.82)
tr{ N (") (y, 2, 8)} = N (Yvd?) (y, z, ),
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de la ecuacién (2.79) se obtiene

dgi(N) = B[N (Y, X t) — ST (Y, X, t)A}e™ ¥/ Jdt (2.83)

1
~3
+E{on (Y, X, )T — T + AT (v (Y, X, 1)}
xeN X PV (i) 7Y 1)(dY — Bdt).

El lado derecho representa una funcion de A. La distribucién condicional del vector aleato-
rio X es completa y inicamente determinada por su funciéon caracteristica. Resolviendo
la ecuacién (2.83) es posible evaluar el estimado 6ptimo X, del vector de estado X; de-
terminado por la férmula (2.76). Mediante estas férmulas es posible obtener la expresién

para la esperanza en términos de la funcién caracteristica.

8gt()\)]
ox =0

X = B[X,/V}] =] (2.84)

Ecuacién para la Densidad Condicional

La ecuacién estocéstica para la densidad condicional p,(z) del vector aleatorio X es

derivada a continuacién

i) = ~ 2 LoV, ) (255)
tr{ o [ (Y, X, Ope)]} () (Y, (@Y — Gudt)
dp(x) = Lp(a)dt + {[{1 (Y., 8)" — i ]pi(2) (2.86)

)Y, D ] )Y, (Y — G,

donde L* es el operador adjunto del operador

o 1 o or
L =Y, z, t)T% + 5tr[(¢V¢T)(Y, T, t)%%] (2.87)
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Observando la dltima ecuacién de (2.80), se concluye que la ecuacién (2.85) representa
una ecuacion integro-diferencial relativa a la densidad condicional p;(x). Como el momento
inicial ¢, la funcién py, () sirve como la condicién inicial para la ecuacién (2.85). Después
de resolver la ecuacién (2.85), se puede encontrar de acuerdo con la férmula (2.76) el
estimado éptimo )A(t del vector de estado X, del sistema
R o0
%, = BIX,/Y!) = / (o) (2.88)
Como la férmula (2.75) determina la diferencial estocéstica de Ito del proceso aleato-
rio f(t), las ecuaciones (2.83) y (2.85) representan ecuaciones estocdsticas de Ito. La
ecuacion (2.85) fue originalmente obtenida en otra forma y bajo restricciones mas rigidas
en (Stratonovich1961, 1966) referida como la ecuacién estocastica de Stratonovich. Al mis-
mo tiempo, la ecuacién para p; en la forma de Ito fue obtenida en (Kushner1964a, b, 1967)

también bajo restricciones mas rigidas. Por lo tanto es usualmente llamada la ecuacion

de Stratonovich-Kushner.

Diferencial Estocastica de la Esperanza Matematica

La férmula (2.76) determiné el estimado éptimo como la esperanza condicional de X
de la variable aleatoria correspondiente X. El estimado éptimo obtenido como resultado
de mediciones es caracterizado por la matriz de covarianza condicional R. Estas férmulas
se pueden obtener de la férmula general (2.79). Como la férmula (2.79) determina la
diferencial estocéstica de una funcién escalar del estado del sistema, es necesario aplicarla
para cada elemento de las matrices X y R por separado. Sustituyendo en (2.79) f(X,t) =
X, fi=0,f.=10,..,1,..]7, foe. = 0, y la férmula (2.79) toma la forma

~

dX, = @dt+E[X, (¢ — &) (2.89)
+ (W] )Y (hup ) THdY = Gidt) (I =1, ..., n)
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donde de acuerdo con la tltima ecuacién de (2.79) @, = E[p(Y, X, t)/Y.L], (W), siendo
la [°"® columna de la matriz ¢! y los argumentos de las funciones oy, Yl y il )=t
son omitidos por brevedad. Entonces la matriz para el diferencial estocastico del estimado

optimo X del vector de estado del sistema X esté dada por
dX = @dt + E[X{(pa(Y. X.t)" = &)} (2.90)

Hry (Y. X, 1) /Yl (b)) 7Y, 1) (dY — Gidt)

Diferencial Estocastica del Momento Condicional de Segundo Orden

Sustituyendo en (2.79) f(X,t) = X3, X; con k <, f; =0, f = [0, .. X;... X...,0]T,

0 0 0 - 0

0 0o - 1 0
fxx:

0 1 0 - 0

0O -+ 0 -~ 0 --- 0

Siendo las dos columnas y renglones centrales conteniendo unos, los correspondientes

a k, y [ respectivamente, de la férmula (2.79) se tiene

ATy = EXpor+ Xopr + (") /Y, dt (2.91)
+E[Xi Xi(pf — &) + Xi(vr)),
+Xl(¢V¢ZT)k/)/tl;](¢ZV¢?)_1(dY - Q/aldt)(kvl = 17 ey n)v
donde dI'y = E[X3Xi1/Y)] vy (YT es el elemento correspondiente de la matriz
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(YvpT). Re-escribiendo la férmula (2.91) como

dly = EXpor+ Xior + (") /Y] dt (2.92)

+Y " E[XpXia, + Xiby + Xibi,/ YE)(dY, — $rpdt),
p=1
donde a, es el p—ésimo elemento de la matriz (o7 — 37 ) (V1vp!) =ty by, es el elemento del
k—ésimo renglén y de la p—ésima columna de la matriz yv! (1v91) =1, Denotando por
b, la p—ésima columna de la matriz Y] (Y1vd]) ™1, b, = [bip, ooy bypl  (p = 1,...,7), se
obtiene la siguiente férmula diferencial estocastica del momento condicional de segundo

orden I' del vector estado del sistema:

dl' = E[XeoY, X, )\ + oY, X, t) X" (2.93)
) (Y. X )/ Yildt + Y E[XXTa,(Y, X, t)
p=1
+Xb,(Y, X, )" + b, X" /Y](dY, — §1,db),

Diferencial Estocastica de la Matriz de Covarianza

Para encontrar la diferencial estocastica de la matriz de covarianza condicional R
del vector estado del sistema se usara la formula conocida que relaciona la esperanza, el
momento de segundo orden, y la matriz de covarianza del vector aleatorio R = I" — XX T
o en la forma escalar Ry, = I'y; - X k)?l- Derivando en ambos lados de la ultima férmula, se

obtiene la expresion dRy; = dl'y; — d()?k)?l) Para encontrar d()?k)?l) se utiliza la férmula
d(Z,Zy) = ZydZy + ZydZy + YivYy dt, (2.94)

Z(t) = [Z1, Zs] es un proceso de Ito, el cual estd dado por
dZ(t) = xz(t)dt + Y (t)dW(t). (2.95)
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Aqui tg > 0,W(t) es un proceso de Wiener, donde Y; y Y5 representan la primera y
segunda columnas de la matriz Y = [Y], Y3] respectivamente. X (), Y:(¢), Y2(t) son fun-
ciones aleatorias que satisfacen las condiciones de existencia. Z;, Z5 son los componentes

del vector aleatorio Z(t). De acuerdo con (2.90)

E[Xy(01 — @1) + (vi) )i/ Vgl (v ) ™y, (2.96)
E[Xi(¢1 = @1) + (vl )i/ Y] (vl )",

juegan el rol de los renglones Y7, Y5 de la matriz, en este caso se llega a

AX X)) = XpdX) + XidX, (2.97)
BIXu(et — 1) + (vd )i/ Yl (]~ vy (v} )™
xE[Xi(p] — &7) + (" )/ Y, dt.

Sustituyendo aqui las expresiones para d)/(\'k y d)?l de la ecuacion (2.89), se tiene

dXpX) = {X:8+ X3 (2.98)
+E[Xi(p1 — 81) + (v )i/ Y (i) E[Xi(91 — @1) + (v )i /Yy lbat
+E[(XiXo + XiX) (9] — 81) + Xi(vy] )y

+Xu(ri] )/ Yl (ol ) HdY — Gidt).
Substrayendo esta féormula de (2.92) y adicionando el término

E[(X: X)) (o] — e1)/Yi] = X Xi(@T - ¢ =0, (2.99)
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se obtiene

dRy = {E[(Xp — Xp)pi + (Xi — X))ow + (o)) V] (2.100)
—E[Xi(p1 — @1) + (v o/ Y| vl ) T E[Xi (o1 — $1)
+(or])] YAt + B[(Xx — Xi) (X0 — X)(ef — &)
+(X = X (] ) + (X0 = X0) (w] o/ Vg (i)

X(dY — pdt)(k,l =1, ...n).

Haciendo algunas transformaciones en la férmula anterior (2.100), obtenemos la férmula

de la matriz diferencial estocédstica para la matriz de covarianza como la solucién de

dR = {E[(X - X)p(Y, X, )" + (Y, X, t)(X" = XT) = EIX{(p1 (Y, X, )" = &])} +
(v )Y, X, 8) /Y (D) T (V) E[{ (01 (Y, X, t) — 1)} X7 (2.101)
Hw) (Y, X, )/ Y }dt

+XT:E[(X — X)(XT = XT)a, (Y. X, t) + (X — X)b, (Y, X, )T

HX = X)T/YENAY, — Gipdt).

Hasta aqui se ha establecido el planteamiento del problema y solucién para el caso
de un sistema representado por ecuaciones de estado lineales, y de observaciones lineales,
ambas con la presencia de disturbios los cuales se comportan como ruidos blancos Gaus-

sianos, lo cual fue desarrollado por Kalman-Bucy.
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Capitulo 3

Filtrado ()ptimo para Estados

Polinomiales Incompletamente

Medibles con Ruido de Poisson

3.1. Planteamiento del Problema

Sea (€2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia de o-algebras
F,,t > 0 creciente y continua por la derecha, y sean (Ny(t), Fy,t > 0) y (No(t), Fy,t > 0)
dos procesos de Poisson centralizados independientes. El proceso aleatorio Fi-medible
(x(t),y(t)) es descrito por una ecuacién diferencial estocdstica no lineal con un término

drift polinomial para el estado del sistema

dx(t) = f(x,t)dt + b(t)dN,(t), x(0) = zo, (3.1)
y una ecuacion diferencial lineal para el proceso de observacion
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dy(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + B(t)dNa(t). (3.2)

Aqui, z(t) € R" es el vector de estado y y(t) € R™ es el vector de observacién lineal,
de lo que sigue que m < n. La condicién inicial 2o € R™ es un vector de Poisson tal
que xo, Ni(t) € RP, y No(t) € R? son independientes entre si. La matriz de observacién
A(t) € R™ ™ no es necesariamente invertible, inclusive no se requiere que sea una matriz
cuadrada. Se asume que B(t)B”(t) es una matriz definida positiva, y por lo tanto, m <
q. Todos los coeficientes en las ecuaciones (3.1)—(3.2) son funciones deterministicas de
dimensiones apropiadas.

La funcién no lineal f(x,t) serd considerada una funcién polinomial de n variables,
donde las componentes del vector de estado z(t) € R™, son coeficientes que dependen
del tiempo t. Como z(f) € R™ es un vector, se requiere una definicién especial para el
polinomio en el caso donde n > 1. De acuerdo con [14], un polinomio de grado p de un
vector x(t) € R" se considera de la forma p-lineal de n componentes de z(t) y se puede

expresar de la siguiente manera

f(z,t) = ao(t) + a1 ()x + ag(t)zz” + ... + ay(t) .. .p veces - - - T, (3.3)

donde ag(t) es un vector de dimensién n, a; es una matriz de dimensién n x n, as es un 3D
tensor de dimension nxnxn, a, es un (p+1)D tensor de dimension n.x. . .(p41) veces - - - X7,
Y T X .. .ppeces - -- X T es un pD tensor de dimensién n X ..., yeces - - - X 1 que se obtiene al
multiplicar el vector x(t), p veces por si mismo. Tal polinomio también puede ser expresado

en la forma de la siguiente sumatoria

Filz,t) = ag s(t) + Z a1 () (t) + Z ay pij ()2 () (t) + . ..
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El problema de estimacién consiste en encontrar el estimado éptimo Z(t) del estado
del sistema z(t), basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),to < s < t}, que

minimice la segunda norma Fuclideana
J = El(a(t) — &(t))" (2(t) — 2(t)) | F']

para cada t. Aqui, E[z(t) | F}Y'] representa el valor esperado condicional de un proceso
estocdstico z(t) = (z(t) — 2(t))T (z(t) — 2(t)) con respecto a la o - dlgebra FY generada
por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo de tiempo [to, t]. Como se sabe de [53],

este estimado 6ptimo estd dado por el valor esperado condicional
2(t) =m(t) = B(x(t) | FY)

del estado del sistema z(t) con respecto a la o - dlgebra FY generada por el proceso de

observacién Y (t) en el intervalo de tiempo [to,t]. Como es usual, la funcién matricial
P(t) = E(z(t) — m(t))(z(t) = m(t))" | F']

es la estimacion de la varianza del error de estimacion.
La solucién propuesta a este problema de filtrado 6ptimo se basa en las férmulas de
las diferenciales Ito del valor esperado condicional E(x(t) | F}Y) y de su varianza P(t)

(citado después de [53]) y sera desarrollado en la siguiente seccién.

3.2. Diseno del Filtro ()ptimo

Las ecuaciones de filtrado éptimo se obtendran utilizando la férmula de la diferencial
Ito del valor esperado condicional m(t) = E(z(t) | F}¥) en el caso del término drift lineal

Ap(t) + A(t)z(t) en la ecuacién de observacién (ver [53])
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dm(t) = B(f(x,t) | F')dt + E(z()[A(t)(2(t) — m()]" | F)x (3.4)
(B(®)B' (1))~ (dy(t) — (Ao(t) + At)m(t)),

donde f(z,t) es el término drift polinomial en la ecuacién de estado.

La ecuacién (3.4) debe complementarse con la condicién inicial m(ty) = E(x(to) | FY).

Tratando de formar un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado, la ecuacién (3.4)
podria ser complementada con la ecuacién para la varianza del error P(t). Para esto, se
puede utilizar la férmula para la diferencial Ito de la varianza P(t) = E((x(t)—m(t))(z(t)—
m(t))T | FY) en el caso del término drift lineal Ag(t) + A(t)z(¢) en la ecuacién de obser-

vacién (citada después de [53]):
dP(t) = (E((x(t) = m()(f(z,0)" | ') + E(f(z,t)(x(t) —m(t))") | F')+
b(L)b" (1) — (E(x(t)(x(t) —m(t)" | F)AT(t)x

(BB (1)) AME(((t) — m(t)a" (1) | F))dt.

Usando la férmula de la varianza P(t) = E((z(t) — m(t))z7(t)) | FY), la tltima

ecuacién puede representarse como

dP(t) = (E((x(t) —m()(f(x.0))" | F') + E(f(z,t)(x(t) —m(t))") | F')+

b(t)bT (t) — P(t)AT(t)(B(t) BT (t)) "t A(t)P(t))dt. (3.5)

La ecuacion (3.5) debe ser complementada con la condicién inicial

P(to) = E|(x(to) — m(to)) (x(to) — m(to))" | Fyy].
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Las ecuaciones (3.4) y (3.5) para los estimados éptimos m(t) y P(t) respectivamente,
aun no forman un sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para el estado no lineal
(3.1) sobre las observaciones lineales (3.2). Esto significa que el sistema (3.4), (3.5) incluye
términos que dependen de z, tales como E(f(x,t) | EY) y E((x(t) —m(t))f(x,t)) | F}Y),
los cuales ain no estdn expresadas como funciones de las variables del sistema, m(t) y
P(t).

Como se muestra en [4, 11], en el caso de ruido blanco Gaussiano en el estado y
las ecuaciones de observacion, es posible obtener un sistema cerrado de las ecuaciones de
filtrado para el estado del sistema (3.1) con el término drift polinomial sobre observaciones
lineales. En el caso que se esta considerando, de ruido blanco de Poisson, se introducira la
siguiente transformacion:

Primero, note que siempre se puede asumir que la matriz A es de rango completo e
igual a m, que representa la dimensién de las observaciones linealmente independientes
y(t) € R™, de no ser asi, deberdn eliminarse las filas linealmente dependienetes de la
matriz A correspondientes a las observaciones excesivas linealmente dependientes. Una
vez haciendo esto, el nimero de procesos de Poisson en las ecuaciones de observacion
pueden ser reducidas a m, la dimension de las observaciones linealmente independientes,
sumando y reenumerando los procesos de Poisson en cada ecuacién de observacién (3.2).
Por lo tanto, siempre se puede asumir que la matriz B es una matriz cuadrada de di-
mensiéon m x m, tal que B(t)BT(t) es una matriz definida positiva (ver la Seccién 3.1
para esta condicién). Después, las nuevas matrices A(t) y B(t) se definen de las siguiente
manera: La matriz A(t) € R™™ se obtiene a partir de la matriz A(t) € R™ ", agre-
gando n — m renglones linealmente independientes tales que la matriz resultante A(t)
sea invertible. La matriz B(t) € R™™ se obtiene a partir de la matriz B(t) € R™™,

colocando B(t) en la esquina superior izquierda de B(t), y definiendo las demds n — m

27



entradas de la diagonal principal de B(t) igual a infinito, y haciendo cero todas las demés
entradas de B(t) fuera de la diagonal principal y de la submatriz B(t). En otras palabras,

B(t) = diag[B(t), Bln—m)x(m-m)}, donde 8 = 00, ¥ L _m)x(n—m) €s la matriz identidad de

dimensién (n —m) x (n —m). Entonces, la nueva ecuacién de observacién esta dada por

y(t) = (Ao(t) + A(t)a(t))dt + B(t)dNa(t), (3.6)

donde g(t) € R, Ay(t) = [AL(¢),0,_,]T € R, y 0,_,, es un vector de n — m ceros.

El punto clave de la transformacion que se realizé es que el nuevo proceso de obser-
vacién y(t) es fisicamente equivalente al antiguo proceso y(t), pues las ltimas n — m
componentes ficticias de g(t), las correspondientes n — m ecuaciones, y las primeras m
componentes de %(t) coinciden con y(t). Adicionalmente, la matriz de observaciéon A(t)
es invertible, y la matriz (B(t)BT(t))~! € R™*" existe y es igual a la matriz cuadrada de
dimensién n x n, la cual se forma al ocupar la esquina superior izquierda con la submatriz
(B(t)BT(t))~' € R™™ y todas las demds entradas son ceros.

En términos de la nueva ecuacién de observacién (3.6), las ecuaciones de filtrado (3.4)

y (3.5) toman la forma

dm(t) = E(f(x,t) | FY)dt + P(t)A" (t)(B(t) BT (t)) ' x

(dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt), (3.7)

dP(t) = (B((x(t) = m()(f(x,0)" | F) + E(f (z,t)(x(t) —m(1))") | F)+
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b(t)b" (t) — P(t)AT(t)(B(t) BT (t)) *A(t)P(t))dt. (3.8)

con las condiciones iniciales m(to) = E(x(to) | F}) y P(to) = E[(x(to) —m(to)((to) —
m(to)" | Ft}(:]

Como la nueva matriz A(t) es invertible para cualquier ¢ > to, la variable aleatoria
x(t) —m(t) es condicionalmente Poisson con respecto al nuevo proceso de observacién g(t),
y por lo tanto con respecto al proceso de observacién original y(t), para cualquier t > ¢,
(ver [53]). Por lo tanto, las siguientes consideraciones son aplicables a las ecuaciones de
filtrado (3.4), (3.5).

Si la funcién f(x,t) es una funcién polinomial del estado x con coeficientes que de-
penden del tiempo ¢, entonces las expresiones para los términos E(f(x,t) | FY) en (3.7)
vy E((z(t) — m(t)ff(z,t)) | FY) en (3.8) incluirfan sélo términos polinomiales de .
Entonces, estos términos polinomiales pueden ser representados como funciones de m(t)
y P(t) usando la siguiente propiedad de una variable aleatoria de Poisson x(t) — m(t):
todos los momentos de una variable aleatoria de Poisson pueden ser representados co-
mo funciones de la varianza P(t). Por ejemplo, m; = FE[(z(t) — m(t)) | Y(t)]= 0,
my = E[(x(t) —m(t)* | Y¥)] = P, mg = El(z(t) —m(t))’ | Y(O)] = P, my =
E[(z(t) —m(t))* | Y(t)]=3P? + P, etc. Después de representar todos los términos polino-
miales en (3.7) y (3.8), es posible obtener una forma cerrada de las ecuaciones de filtrado,
que se genera al expresar E(f(z,t) | FY),y E((x(t)—m(t))fT(z,t)) | F}') como funciones
de m(t) y P(t).

Finalmente, en vista de la definicién de las matrices A(t) y B(t) y del nuevo proceso
de observacion y(t), las ecuaciones de filtrado (3.7),(3.8) pueden reescribirse en términos

de la ecuacién de observacién original (3.2) usando y(t), A(t), y B(t)
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dm(t) = B(f(x,t) | F7)dt + P()AT(1)(B() B ()" x (dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt)(3.9)
dP(t) = (E((z(t) = m(@))(f(z, )" | ) + E(f(2,1)(z(t) — m(t))") | 1)+
b(t)bT (t) — P(t)AT (t)(B(t) BT (t)) " A(t)P(t))dt, (3.10)

con las condiciones iniciales m(ty) = E(x(ty) | ) y P(to) = E[(x(to) — m(to))(z(to) —
()" | F.

Ademés, se obtendrd la forma cerrada de las ecuaciones de filtrado de (3.9) y (3.10)
para una funcién de tercer orden f(z,t) en la ecuacién (3.1), como sigue. Notese, de
cualquier manera, que la aplicacién del mismo procedimiento resultard en el diseno de un

sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado para cualquier funcién polinomial f(z,t) en

(3.1).

3.2.1. Filtro Optimo para un Estado Polinomial de Tercer Orden

Sea

f(x,t) = ap(t) + ar(t)x + ax(t)zz” + az(t)vra” (3.11)

una funcién polinomial de tercer orden, donde z es un vector de dimensién n, ag(t) es
un vector de dimensién n, a;(t) es una matriz de dimensién n x n, as(t) es un 3D tensor
de dimensién n x n x n, az(t) es un 4D tensor de dimensién n X n X n X n.

En este caso, la representacién para E(f(z,t) | FY) y E((x(t) — m(t))(f(z,t)T | FY)

como funciones de m(t) y P(t) se deriva de la siguiente manera
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E(f(x,t) | FY) = ao(t) + ay(t)m(t) 4+ aa(t)m(t)m™ (t) + aq(t) P(t)+ (3.12)

3az(t)m(t)P(t) + az(t)m(t)m(t)m? (t) + az(t)P(t) = 1,

E(f(z,t)(w(t) = m()") | F) + E((2(t) = m()(f (z.0))" | F) = (3.13)

ar(t)P(t) + P(t)al (t) + 2a9(t)m(t) P(t) + ao(t) P(t) x 1
az(t)[(P(t) * (1 17)) + 3P(t)P(t) + 3m(t)m™” (¢
(az(O)[(P(t) * (1% 1T)) + 3P () P(t) + 3m(t)m™ (¢

+ (ax(t)(2m(8)P(t) + P(t) x 1))+
)I(P(1) )P(t) + 3(m(t)P(t)) « 1]+
)I(P(1) )P(t) + 3(m(t)P(t)) « 17])".
Aqui, el vector 1 representa un vector de dimensién n con todas sus componentes
iguales a 1, y el vector azP(t) x 1 € R" y las matrices az(t)P(t) x 1 x 1T € R™" y
az(t)m(t)P(t) * 17 € R™"™ se definen como

(as()P(t) 1) = Y az yju()Pr(t)ly, i=1,...,n,

.k

(as(t)P(t) % 1% 17);; = Zai‘)zhkl () Pue(t)1i1;, 4,5=1,...,n,
hok,l

(as(t)m(t)P(t) * 17);; Za:a ikt (O)mn () P ()1, 4.5 =1,..., n.

Sustituyendo la expresion (3.12) en (3.9) y la expresion (3.13) en (3.10), se obtienen
las siguientes ecuaciones de filtrado para el estimado 6ptimo m(t) y la varianza del error

P(t)

dm(t) = (ao(t) + a1 (£)m(t) + az(t)m(t)m” (t) + ao(t) P(t)+
3az(t)m(t)P(t) + az(t)m(t)m(t)m™ (t) + asz(t)P(t) x 1+

P(t) AT (t)(B(t)B" (1)) dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(t))dt], (3.14)
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m(to) = E(x(to) | F})), dP(t) =
+P(t)ai (t) + 2ax()m(t) P(t) + az(t) P(t) * 1 + (a2(t) 2m(8) P(t) + P(t) % 1))+
)(P(E) % (1 17)) + 3P() P(t) + 3m(t)m” (t) P(t) + 3(m(t) P(1)) "]+
[(P(£) (1 17)) 4+ 3P() P(t) + 3m(t)m" () P(t) + 3(m(t) P(t)) » 17])" +

(@ (1) P(t)
(

agt

(as(t)
b(t)b" (t))dt — P(t)AT(t)(B(t)BY (t)) L A(t) P(t)dt. (3.15)
P(to) = E((x(to) — m(to))(x(to) — m(to))" | F})).

Por medio de la derivaciéon anterior, se probara el siguiente resultado.

Teorema 3.1. El filtro éptimo de dimensién finita para el estado de tercer orden
(3.1), donde la funcién polinomial f(x,t) de tercer orden definida por (3.11), sobre las
observaciones lineales incompletas (3.2), estda dado por la ecuacion (3.14) para el estimado
6ptimo m(t) = E(z(t) | FYY) y la ecuacién (3.15) para el estimado de la varianza del error
P(t) = E[(x(t) — m(t))(x(t) — m(t))" | F'].

Asi, basado en el sistema general no cerrado de las ecuaciones de filtrado (3.7),(3.8),
se prueba que el sistema cerrado de las ecuaciones de filtrado pueden ser obtenidas para
cualquier estado polinomial (3.1) sobre observaciones lineales incompletas (3.2). Por lo
tanto, se deriva la forma especifica (3.14),(3.15) del sistema cerrado de las ecuaciones de
filtrado correspondiente a un estado de tercer orden. En la siguiente seccién, se verificara el
rendimiento del filtro 6ptimo disefiado para un estado de tercer orden sobre observaciones
lineales incompletas en contra de un filtro en promedio cuadratico convencional para

sistemas polinomiales estocasticos con ruidos Gaussianos, obtenido en [11].
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3.3. Ejemplo

En esta seccion se presenta un ejemplo del diseno del filtro éptimo para un estado
bidimensional de tercer orden y para observaciones lineales escalares, y se comparara con
un filtro en promedio cuadratico convencional para sistemas polinomiales estocédsticos con
ruidos Gaussianos [11].

Sea z(t) un estado real bidimensional que satisface el siguiente sistema de tercer orden

#1(t) = 22(t),  21(0) = 10, (3.16)

iZ(t) = 0,1.%%(15) + %(t% xQ(O) = 220,

y y(t)el proceso escalar de observacién dado por la siguiente ecuacién lineal

y(t) = a1(t) + ¥o(t), (3.17)

donde 11 (t) y ¥5(t) son ruidos blancos de Poisson, que son las derivadas débiles de dos pro-
cesos estandar de Poisson independientes (ver [53]). Las ecuaciones (3.16),(3.17) presentan
la forma convencional de las ecuaciones (3.1),(3.2), las cuales, de hecho, son utilzadas en
la préictica [2, 35].
El sistema de filtrado (3.16),(3.17) incluye dos componentes del estado

2(t) = [21(t), 22(t)]F € R? y sélamente un canal de observacién y(t) € R, midiendo la
componente del estado x1(¢). Por lo tanto, la matriz de observacién A = [1 0] € R*?) y es
no invertible. Més atin, la componente no lineal del estado x4 () no es medible. El problema

de filtrado consiste en encontrar el estimado 6ptimo para el estado de tercer orden (3.16),
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usando observaciones lineales incompletas (3.17) perturbadas con disturbios aleatorios,
independientes con impulsos aislados modelados como ruidos blancos de Poisson.

Mostraremos cémo calcular los coeficientes del vector polinomial(3.3) para el sistema
(3.16). Incluso, los coeficientes de la matriz a; es una matriz de dimensién 2 x 2 , igual
aa; =1[01]00], el coeficiente del 3D tensor as consta s6lamente de ceros, pues no hay
términos cuadréticos o bilineales en (3.16), y el coeficiente del 4D tensor a3 tiene sélo
una entrada diferente de cero, agz 2000 = 0,1, y todas las demds entradas son ceros. Por lo
tanto, de acuerdo con (3.14),(3.15), este tnico término diferente de cero deberia entrar
en la ecuacién para my, multiplcado por 3mgy Py + m3 + Pay, la ecuacién para Py = Py,
multiplicado por 3m3Py; + 3Py Pay + Pas + 3maPay = 3m3P1s + 3Py Py + Pay + 3ma Pos,
en vista de la simetria de la matriz de la varianza P, y la ecuacion para P,y, multiplicada
por 2Py; + 6 P%, + 6my Py + 6m3 Pos.

Como resultado, las ecuaciones de filtrado (3.14),(3.15) toman la siguiente forma par-

ticular para el sistema (3.16),(3.17)

i (t) = ma(t) + Pu(t)ly(t) —ma(t)] (3.18)
ma(t) = 0,1m3(t) + 0,3 Pay(t)ma(t) + 0,1Pss(t) + Pia(t)[y(t) — ma (1)),

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,

Pn(t) = 2Py(t) — P (1), (3.19)

Pio(t) = 1,1 Pyy(t) + 0,3m3(t) Ppa(t) + 0,3my(t) Pag(t) + 0,3 Pas(t) Pia(t) — Pyy(t) Praf(t),
Pay(t) = 1+ 0,2Pyy(t) + 0,6m3(t) Pag(t) + 0,6ma(t) Pag(t) + 0,6 P (t) — P (1),
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con la condicién inicial P(0) = E((z(0) — m(0))(x(0) — m(0))" | y(0)) = Pp.
Los estimados obtenidos al resolver las ecuacioens (3.18)—(3.19) son comparados con
los estimados que satisfacen las ecuaciones del filtro en promedio cuadratico convencional

para el estado de tercer orden (3.16) sobre observaciones lineales incompletas (3.17) (ver

[11]):

M (t) = muya(t) + Praa () [y () — mua (t)], (3.20)
mkg(t) = 0,1m22(t) + O,?)PkQQ(t)ka(t) + Pklg(t) [y(t) - mkl(t)],

con la condicién inicial m(0) = E(z(0) | y(0)) = mo,

Py (t) = 2Pa(t) — Py (1), (3.21)

Pra(t) = Praa(t) + 0,3m3y(t) Praa(t) + 0,3 Proa(t) Praa(t) — Prai(t) Preiz(t),
Proa(t) = 1+ 0,6miy(t) Peoa(t) + 0,6 PRy (1) — P, (1),

Los resultados de la simulacién numérica son obtenidos resolviendo los sistemas de las
ecuaciones de filtrado (3.18)—(3.19), y (3.20)—(3.21). Los valores obtenidos de los estima-
dos my(t), ma(t), mi1(t) y mia(t) que satisfacen las ecuaciones (3.18) y (3.20), respecti-
vamente, son comparados con los valores reales de las variables de estado z1(t) y z2(t) en
(3.16). Para cada uno de los dos filtros (3.18)—(3.19) y (3.20)—(3.21), y el sistema de refer-
encia (3.16)—(3.17), envueltos en simulacién, se asignaron los siguientes valores iniciales:
T190 = —2,5, x99 = —0,35, myg = —14,6, mgy = —1,38, P19 = 20, Pigp = 0,9, Py = 0,06.
Las realizaciones de los ruidos blancos de Poisson 1y (t) y ¥»(t) en (3.20) se generaron

utilizando la tabla en Simulink sugerida en [5].
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Se obtuvieron las siguientes graficas: las graficas de los errores entre las componentes
del estado de referencia x(t) y z2(t), que satisfacen las ecuaciones (3.16), y las compo-
nentes del estimado del filtro 6ptimo m(¢) y ma(t), que satisfacen (3.18), se muestran en
las Figuras 1 y 2; las graficas de los errores entre las componentes del estado de referencia
x1(t) y x2(t), que satisfacen las ecuaciones (3.16), y las componentes del estimado del
filtro polinomial en promedio cuadrético convencional my; (t) y mg2(t), que satisfacen las
ecuaciones (3.20), se muestran en las Figuras 3 y 4. Se puede observar que el error de
estimacion dado por el filtro éptimo rapidamente alcanza y después mantiene sus valores
cercanos al cero. Esto presenta una definitiva ventaja del filtro 6ptimo disenado. Por el
contrario, el error de estimacién dado por el filtro polinomial en promedio cuadrético
convencional diverge a infinito en el tiempo T = 1,7842. Esto lleva a la conclusion bien
justificada, de que el filtro polinomial en promedio cuadratico convencional disenado para
sistemas Gaussianos es inaplicable para sistemas polinomiales corrompidos con ruidos

blancos de Poisson, en tal caso deberia utilizarse el filtro disenado en este capitulo.
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1
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1=}

Estimation error for x.
o

Figura 3.1: Grafica del error entre el estado real x;(t), que satisface (3.16), y el estimado

del filtro éptimo my (t), que satisface (3.18), en el intervalo de simulacién [0, 2].
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Figura 3.2: Grafica del error entre el estado real z5(t), que satisface (3.16), y el estimado

del filtro éptimo ma(t), que satisface (3.18), en el intervalo de simulacién [0, 2].

Note que la varianza del error del filtro éptimo P(t) no converge a cero conforme el
tiempo tiende al punto de tiempo asintotico, pues la dinamica polinomial de tercer orden
es mas fuerte que los términos cuadréticos de Ricatti en el lado derecho de las ecuaciones
(3.19).

Asi, se puede concluir que el filtro 6ptimo obtenido (3.18)—(3.19) para un estado bidi-
mensional de tercer orden sobre observaciones lineales incompletas definitivamente propor-
ciona mejores estimados que el filtro convencional para sistemas polinomiales con ruidos

Gaussianos.

67



14

1

estimation error for x

Figura 3.3: Grafica del error entre el estado real x;(t), que satisface (3.16), y el estimado

my1(t), que satisface (3.20), en el intervalo de simulacién [0, 1,7842].
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Figura 3.4: Grafica del error entre el estado real z5(t), que satisface (3.16), y el estimado

mya(t), que satisface (3.20), en el intervalo de simulacién [0, 1,7842].
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Capitulo 4

Filtrado ()ptimo e Identificacion de
Parametro para Sistemas Lineales

con Ruidos de Poisson

4.1. Planteamiento del Problema

Sea (2, F', P) un espacio completo de probabilidad con una familia de o-algebras Fy, t >
to creciente y continua por la derecha , y sean (Ni(t), Fy,t > to) v (Nao(t), Fi,t > tp)
dos procesos de Poisson centralizados independientes. El proceso aleatorio F; medible
(x(t),y(t)) es descrito por una ecuacién diferencial lineal con un pardametro del vector

desconocido 6(t) para el estado del sistema

dx(t) = (ag(0,t) + a(0,t)x(t))dt + b(t)dN1(t), x(to) = xo, (4.1)
y una ecuacion diferencial lineal para el proceso de observacion
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dy(t) = (Ao(t) + A(t)x(t))dt + B(t)dNy(t). (4.2)

Donde, z(t) € R" es el vector de estado, y(t) € R™ es el proceso de observacién , m < n,
y 0(t) € RP, p < nxn-+n, es el vector de entradas desconocidas de la matriz a(6,t) y las
componentes desconocidas del vector ag(d,t). Esto ultimo significa que ambas estructuras
contienen componentes desconocidas ao, (t) = 0x(t), k =1,...,p1 <nya;(t) =0k(t), k =
p1+1,...,p <nXxn+n, asi como componentes conocidas ag, (t) y a;;(t), cuyos valores son
funciones conocidas que dependen del tiempo. La condicién inicial o € R™ es un vector
de Poisson tal que xg, Ni(t) y No(t) son independientes. Se asumira que B(t) BT () es una
matriz definida positiva. Todos los coeficientes en (4.1)—(4.2) son funciones deterministicas
del tiempo de dimensiones apropiadas.

Se considerara que no hay informacion 1til sobre los valores de los parametros descono-
cidos Ox(t), k = 1,...,p, incluso esta incertidumbre sigue creciendo conforme el tiempo
tiende a infinito. En otras palabras, los parametros desconocidos pueden ser modelados

como procesos de Poisson F; medibles

do(t) = dNs(t), (4.3)

con condiciones iniciales desconocidas 6(ty) = 0y € RP, donde (N3(t), Fi,t > tp) es un
proceso de Poisson independiente de xqg, Ni(t), y Na(t).

El problema de estimacién consiste en encontrar el estimado éptimo 2(t) = [2(t), 0(t)]
del vector combinado de los estados del sistema y los pardmetros desconocidos z(t) =
[z(t),0(t)], basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),0 < s < t}. Como se sabe

[53], este estimado éptimo estd dado por el valor esperado condicional
2(t)=m(t) = E(=(t) | F))

70



del estado del sistema z(t) = [z(t),0(t)] con respecto a la o - dlgebra FY generada por
el proceso de observacién Y (t) en el intervalo de tiempo [tg, t]. Como es usual, la funcién
matricial

P(t) = E[(2(t) — m(t))(2(t) —m(t))" | F']

es la matriz de la varianza del error .
La solucién propuesta a este problema de filtrado éptimo se basa en las ecuaciones de
filtrado éptimo para estados polinomiales que no son completamente medibles con ruido

de Poisson sobre observaciones lineales , presentadas en el capitulo anterior [8].

4.2. Diseno del Filtro ()ptimo e Identificador

Para aplicar las ecuaciones de filtrado éptimo para el vector de estado z(t) = [z(t), 6(t)],
gobernado por las ecuaciones (4.1) y (4.3), sobre las observaciones lineales (4.2) (ver [8]),
la ecuacién de estado(4.1) deberfa escribirse en su forma polinomial. Para esto, se intro-
ducird una matriz a,(t) € R"P)*+P) un tensor ciibico ay(t) € RMPIX(4p)x(ntp) v yp
vector co(t) € R™P) de la siguiente manera:

La ecuacion para la i-ésima componente del vector de estado esta dada por

dz;(t) = (ag, (t) + Z ai;(B)a; () dt + Y by (AN, (), i(to) = o,

j=1

Entonces:

1. Si la variable ag,(t) es una funcién conocida, entonces la i-ésima componente del
vector co(t) serd ocupada por esta funcién, cq,(t) = ao,(t). De lo contrario, si la variable
ap, (t) es una funcién desconocida, entonces la (i, n + i)-ésima entrada de la matriz a,(¢)
seréa ocupada por un 1. Como se ha senalado, el niimero de componentes desconocidas del

vector ag es igual a p; < n.
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2. Si la variable a;;(t) es una funcién conocida, entonces la (i, j)-ésima componente de
la matriz a;(t) se ocupard con esta funcién, ay,;(t) = a(t). De lo contrario, si la variable
a;;(t) es una funcién desconocida, entonces la (i,n + p; + k, j)-ésima entrada del tensor
cibico ay(t) contendra un 1, donde k esté contando las entradas desconocidas actuales en
la matriz a;;(t) desde la primera hasta la n-ésima entrada en cada renglén. El nimero de
entradas desconocidas en la matriz a; es igual a p — p; < n?, donde p; < n es el nimero
de componentes desconocidas del vector ag, y p < n? +n es el niimero total de variables
desconocidas.

3. Todas las entradas no asignadas de la matriz a;(t), el tensor cibico ay(t), y del
vector ¢o(t) seran igualadas a cero.

Usando la notacién introducida, las ecuaciones de estado (4.1),(4.3) para el vector

z(t) = [x(t),0(t)] € R™*P pueden reescribirse como

dz(t) = (co(t) + ay(t)z(t) + ax(t)2(t) 2" ())dt+ (4.4)
diagb(t), Ipxp|d[NY (t), N3 (1)]",  z(to) = [0, bh],

donde la matriz a;(t), el tensor cibico as(t), y el vector ¢y(t) ya han sido definidos, y
I, es la matriz identidad de dimensién p x p. La ecuacién (4.4) es bilineal con respecto
al vector de estado extendido z(t) = [z(t), 6(1)].

Entonces, el problema de estimacién ahora es reformulado como encontrar el estimado
éptimo 2(t) = m(t) = [2(t), 6(t)] para el vector de estado z(t) = [z(t), (t)], gobernado por
la ecuacion bilineal (4.4), basada en el proceso de observacion Y (t) = {y(s),0 < s < t},
que satisface la ecuacién (4.2). La solucién a este problema se obtiene utilizando las

ecuaciones de filtrado éptimo para estados lineales-bilineales con la parte lineal medible

sélo parcialmente sobre observaciones lineales [8] dada por
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dm(t) = (co(t) + ar(t)m(t) + ao(t)m(t)m” (t) + ag(t)P(t))dt+ (4.5)
P()[A(t), Omxp]" (B(#)B" () [dy(t) — (Ao(t) + A(t)m(2))dt],

m(to) = [E(x(to) | 1), E(0(to) | )],

dP(t) = (a1(t) P(t) + P(t)ay (t) + 2a2()m(t) P() + aa(t) P(t) * 1+ (4.6)
(a2(t) 2m(t)P(t) + P(t) » 1)) + (diag[b(t), I])(diag[b(t), I,]"))dt—
P()[A(), Omsp] " (B(#)B" (1)) [A(1), Omxp] P(t)dt,
P(to) = E((x(to) — m(to))(2(to) — m(to))" | F"),

donde el vector 1 es un vector de dimensién n con todas sus componentes iguales a 1;
O xp €s la matriz de ceros de dimension m X p; P(t) es la varianza condicional del error de
estimacién z(t) —m(t) con respecto a las observaciones Y (t); y la expresién aq(t)P(t) * 1

se define de la siguiente manera:
(as(t)P(t) * Vin = > az iji(t) Pix(t) 1n
j.k

Teorema 1. El filtro 6ptimo de dimension finita para el vector de estado extendido
z(t) = [z(t), 8(t)], gobernado por la ecuacién (4.4), sobre las observaciones lineales (4.2)
estd dado por la ecuacién (4.5) para el estimado Gptimo 2(t) = m(t) = [2(t),0(t)] =
E([z(t),0(t)] | FY) y la ecuacién (4.6) para la varianza del error de estimacién P(t) =

E[(z(t) — m(t))(2(t) — m(t))T | FY]. Ademas, este filtro aplicado al subvector (), sirve
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como el identificador éptimo para el vector del parametro desconocido (t) en la ecuacién
(4.1), produciendo el subvector estimado 0 (t) como el estimado del pardmetro éptimo.

Demostracion. La demostracion sigue directamente de los pasos 1-3 para disenar
los coeficientes en la ecuacién (4.4), la nueva ecuacién del estado extendido (4.4), y las
ecuaciones de filtrado éptimo (4.5),(4.6) para estados bilineales incompletamente medibles
sobre observaciones lineales, las cuales fueron obtenidas en [8].

Por lo tanto, basado en las ecuaciones de filtrado éptimo para estados bilineales med-
ibles incompletamente sobre observaciones lineales, el filtro de estado 6ptimo y el iden-
tificador de pardmetro es obtenido para estado del sistema lineal (4.1) con pardmetros
desconocidos, modelado por (4.3), sobre las observaciones lineales (4.2). Dado que el prob-
lema de identificacién original se reduce al problema de filtrado para el estado del sistema
extendido incluyendo ambos, el estado y los parametros, la condicién de identificabili-
dad para el sistema original coincide con la condicién de observabilidad para el sistema

extendido.

4.3. Ejemplo

En esta seccién se presenta un ejemplo de diseno de filtrado 6ptimo e identificacion para
un estado bilineal con un parametro multiplicativo desconocido, basado en mediciones del
estado lineal y es comparado con un filtro convencional en promedio cuadratico para
sistemas polinomiales estocasticos con ruidos Gaussianos.

Sea z(t) un estado real bidimensional que satisface el siguiente sistema bilineal con un

parametro escalar desconocido 6 € R
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y el proceso escalar de observacién y(t) € R esta dado por la ecuacion lineal

y(t) = 1 (t) + a(t), (4.8)

donde 1y (t) y 12(t) son ruidos blancos de Poisson, los cuales son las derivadas débiles en
promedio cuadratico de procesos estdndar de Poisson (ver [53]). Las ecuaciones (4.7),(4.8)
presentan la forma convencional para las ecuaciones (4.1)—(4.2), los cuales son utilizados
en la practica [2]. El parametro 6 es modelado como un proceso estdndar de Poisson, i.e.,
satisface la ecuaciéon

do(t) = dNs(t), 6(0) = b,

la cual también puede escribirse como

0(t) = vs(t),  0(0) = by, (4.9)

donde 3(¢) es un ruido blanco de Poisson. Los ruidos 11(t) y 13(t) en el estado y las
ecuaciones del parametro se asume que son ruidos blanos de Poisson independientes.

El problema de filtrado consiste en encontrar el estimado 6ptimo para para el esta-
do lineal-bilineal (4.7),(4.9), usando observaciones lineales (4.8) con disturbios aleatorios
independientes aislados en el tiempo, modelados como ruidos blancos de Poisson.

Las ecuaciones de filtrado (4.5),(4.6) toma la forma particular para el sistema (4.7)—

(4.9)
1y (t) = ma(t) + P (t)(y(t) — ma(t))
ma(t) = Pi3(t) + mq(t)ms(t) + Pia(t)(y(t) — mq(t)) (4.10)
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ms(t) = Pua(t)(y(t) — ma(t)),

con las condiciones iniciales m(0) = E(z19 | y(0)) = mayg, m2(0) = E(x9 | y(0)) =

Moo y m3(0) = E(90 ‘ Z/(O)) = Mg3o,
Pri(t) = 2Py (t) — PA(t)
Pro(t) = Pra(t) + Pao(t) — Pri(t)Pra(t) + 2Py (t)ms(t) (4.11)

Pi3(t) = Pg(t) — Piy(t)Pis(t) Pao(t) = 1+ 2P;3(t) + 4mg(t)Pio(t) — P2 (t)
P23(t) = P13(t) — Plg(t)Plg(t) + 2P13(t)m3(t)
P33(t) =1- P123(t),

con la condicién inicial P(0) = E(([xo, o] — m(0))([xo, 6] — m(0))* | y(0)) = Pp.
Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (4.10),(4.11) serdn comparados con
los estimados que satisfacen las ecuaciones del filtro polinomial convencional para ruidos

Gaussianos para los estados (4.7),(4.9) sobre observaciones lineales incompletas (4.8):
e (t) = mea(t) + Pen(t)(y(t) — ma1(t))
maa(t) = Poi3(t) + mai(t)mas(t) + Poia(t) (y(t) — mai(t)) (4.12)
mes(t) = Feus(t)(y(t) — mar (1)),

con las condiciones iniciales mg1(0) = E(z19 | y(0)) = mgio , ma2(0) = E(xy |

y(0)) = maa0 y mas(0) = E(by | y(0)) = meso,
P (t) = 2Pana(t) — P2y (1)
PGlg(t) = PGQQ(t) — PGH(t)Pclg(t) + 2PG11(t)mg3(t) (413)

Pens(t) = Paas(t) — Pan(t) Pous(t) Pago(t) = 1+ 4mes(t) Poia(t) — P21,(t)
Peas(t) = 2Pc13(t)mas(t) — Poia(t) Pais(t) Pass(t) = 1 — P2.4(t).
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Los resultados de la simulacién numérica se obtienen al resolver los sistemas de ecua-
ciones de filtrado (4.10),(4.11) y (4.12),(4.13). Los valores obtenidos de my(t), ma(t),
ms(t), mai(t), maa(t) y mas(t) que satisfacen las ecuaciones (4.10), y (4.12), respectiva-
mente, son comparados con los valores reales de las variables de estado z1(t), z2(t) v el
pardmetro 0(t) en (4.7),(4.9).

Para cada uno de los dos filtros (4.10),(4.11) y (4.12),(4.13), y el sistema de referencia
(4.7)—(4.9) se asiganron los siguientes valores iniciales: x19 = 3, x99 = 3 myg = 1, mgy = 1,
msg = —0,44, P19 = Py = P339 = 10, Piog = Pi39 = Pa3p = 1. El parametro desconocido
6 se asigna como # = —0,1 en la primer simulacién, y como ¢ = 0,1 en la segunda
simulacion, entonces considerando el sistema (4.7) estable e inestable, respectivamente.
Los ruidos de Poisson 1y (t) v ¥s(t) en (4.9) fueron generados utilizando un diagrama en
Simulink sugerido en [5].

Se obtuvieron las siguientes graficas: Las Figuras 1 y 2 muestran las graficas de las
variables del estado de referencia x;(t), x2(t) y los estimados 6ptimos del estado m; (%),
mo(t) y el estimado del pardmetro ms(t), que satisface la ecuacion (4.10), en el caso estable
(0 = —0,1) y en el caso inestable (§ = 0,1) respectivamente; Las Figuras 3 y 4 muestran
las graficas de las variables del estado de referencia x(t), z2(t) y los estimados del filtro
convencional Gaussiano mg(t), maa(t) y mas(t), que satisfacen la ecuacién (4.12), en el
caso estable ( = —0,1) y en el caso inestable (f = 0,1) respectivamente. En los casos
donde el sistema es estable el tiempo de simulacion se fijé en T' = 50 y para el caso donde
el sistema se comporta inestable el tiempo se fijé en T = 10 con el fin de apreciar un
mejor rendimiendo en cada uno de los casos.

Se puede observar que, en ambos casos, los estimados del estado, my(t) y ma(t) las
variables de estado reales x1(t), z2(t) y el estimado del pardmetro mg(t) convergen al valor

real (0.1 or -0.1) del pardmetro desconocido 6(t). Este comportamiento puede clasificarse
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como muy confiable, especialmente tomando en cuenta grandes desviaciones en las condi-
ciones iniciales para el estado real y su estimado y grandes valores de la varianza del error
inicial.

Otra ventaja que se puede mencionar es que el filtro disenado y el identificador del
parametro trabajan correctamente en ambos casos sin importar la estabilidad o inestabil-
idad del sistema, lo cual corresponde a la operacion de sistemas bilineales en condicionnes
nomianles bajo la presencia de disturbios externos persistentes., respectivamente. Por el
contrario, puede observar que los estimados del estado mg;(t) y mg2(t) ni siquiera se
aproximan a las variables de estado reales x;(t) y x2(t) en ambos casos, para el sistema
estable e inestable (4.7), y el estimado del parametro mgs(t) no converge al valor real (0,1

or —0,1) del pardmetro desconocido 6(t).

78



Real state variable x, ,
Optimal state estimate m

time

Real state variable x,
Optimal state estimate m,

time

-0.1 =

Optimal parameter estimate
s
I
3
|

time

Figura 4.1: Graficas de las variables de estado de referencia z(t) y xo(t) (linea gruesa en
la primera y segunda gréfica), estimados del estado 6ptimo my (t) y ma(t) (linea delgada
en la priemra y segunda gréfica) y estimado éptimo del pardmetro ms(t) (linea gruesa en
la tercera grafica), que satisfacen (4.10), para el sistema estable (4.7) en el intervalo de
simulacién [0, 50].
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Figura 4.2: Gréficas de las variables del estado de referencia z1(t) y z2(t) (linea gruesa en

~—

la primera y segunda grafica), estimados 6ptimos del estado my (t) y ma(t) (linea delgada
en la priemra y segunda gréfica) y el estimado éptimo del parametro ms(t) (linea gruesa
en la tercera gréfica), que satusfacen (4.10), para el sistema inestable (4.7) en un intervalo
de simulacién [0, 10].
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Figura 4.3: Graficas de las variables del estado de referencia x1(t) y x2(t) (linea delgada en
la primera y segunda grafica), estimados del estado mg(t) y ma1(t) (linea delgada en la
primera ys egunda grafica) y el estimado del pardmetro mgs(t) (linea gruesa en la tercera
grafica), que satisface (4.12) para el sistema estable (4.7) en el intervalo de simulacién
0,50].
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Figura 4.4: Gréficas de las variables del estado de referencia z;(t) y z2(t) (linea gruesa
en la primera y segunda gréfica), estimados éptimos del estado mgi(t) y maa(t) (linea
delgada en la primera y segunda gréfica) y estimado del pardmetro mgs(t) (linea gruesa
en la tercera grafica), que satisface (4.12), para el sistema inestable (4.7) en el intervalo
de simulacién [0, 10].
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Capitulo 5

Controlador ()ptimo LQP para
Sistemas Estocasticos Lineales con
Parametros Desconocidos y Ruido

de Poisson

5.1. Planteamiento del Problema

Sea (2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia creciente de o-alge-
bras Fy,t > tg, y sean (Ny(t), Fy,t > to) y (Na(t), Fy,t > ty) dos procesos independientes
de Poisson centralizados. El proceso aleatorio F; medible (x(t),y(t)) es descrito por una

ecuacién diferencial lineal con un pardmetro desconocido 6(t) para el estado del sistema

dx(t) = (a(0,t)x(t))dt + B(t)u(t)dt + b(t)dNy(t), x(to) = o, (5.1)
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y una ecuacion diferencial para el proceso de observacion

dy(t) = (Ao(t) + A(t)z(t))dt + G(t)dNay(t). (5.2)

Donde, z(t) € R"™ es el vector de estado , u(t) € R' es la entrada del control, y(t) €
R™ es el proceso de observacion, y 0(t) € RP, p < n X n, es el vector de entradas
desconocidas de la matriz a(6, t). Esto ultimo significa que a(0,t) contiene las componentes
desconocidas a;;(t) = 6x(t), k = 1,...,p < n x n, asi como las componentes conocidas
a;;(t), cuyos valores son funciones conocidas que dependen del tiempo. La condicién inicial
xog € R" es un vector de Poisson tal que xg, Ni(t), y No(t) son independientes. Se asume
que G(t)GT(t) es una matriz definida positiva. Todos los coeficientes en (5.1)—(5.2) son
funciones deterministicas que dependen del tiempo, de dimensiones apropiadas.

Se considera que no existe informacién 1til sobre los valores de los parametros de-
sconocidos O(t), k = 1,...,p. En otras palabras, los pardmetros desconocidos puedesn

ser modelados como procesos de Poisson F; medibles

df(t) = B(t)dNs(t), (5.3)

con condiciones iniciales desconocidas 6(ty) = 0y € RP, donde (N3(t), Fi,t > tp) es un
proceso de Poisson independiente de g, Ni(t), y Na(t), y f(t) € RP*P es una funcién de
intensidad.

La funcién de costo cuadratica J ha ser minimizada se define de la siguiente manera
2

J = LE[T(T)®x(T) + [;| u”(s)R(s)u(s)ds+

/ 27 (s)L(s)x(s)ds], (5.4)

to
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donde R es definida positiva y ®, L son matrices simétricas definidas no negativas, 7" > t,
es un tiempo especifico, el simbolo E|[f(x)] representa el valor esperado de la funcién f
que depende de una variable aleatoria z, y a’ denota la transpuesta de un vector (matriz)
a.

El problema del controlador 6ptimo consiste en encontrar el control u*(¢), t € [to, T,
que minimice el criterio J con la trayectoria no observable z*(t), t € [to, T], generada al

sustituir u*(¢) en la ecuacién de estado (5.1).

5.2. Diseno del Controlador ()ptimo

5.2.1. Reduccidon del Problema

Para tratar el problema planteado del controlador, las ecuaciones (5.1) y (5.3) deberian
ser reordenadas. Para esto, se introducirdn una matriz a,(t) € R™+)*(+P) v yn tensor
ctibico ay(t) € RP)*(n+p)x(n+p) de la siguiente manera:

Note que la ecuacién para la i-ésima componente del vector de estado (5.1) esta dada

por
n

de;(t) = (D ay(t)z;(0)dt + Y by (AN, (1), wi(to) = =0,

j=1 j=1

entonces, si la variable a;;(f) es una funcién conocida, entonces la (i, j)-ésima compo-
nente de la matriz a;(t) corresponderd a esta funcion, ay,;(t) = a;;(t); de lo contrario, si la
variable a;;(t) es una funcién desconocida, entonces la (i, n+k, j)-ésima entrada del tensor
cibico ay(t) se igualard a 1, donde k es el nimero actual de entradas desconocidas en la
matriz a;;(t), contando el nimero de entradas consecutivamente por filas desde la primera
hasta la n-ésima entrada en cada fila. Todas las entradas que no han sido asignadas de la

matriz a;(t) y el tensor cibico ay(t) se igualardn a 0.

85



Usando la notacién que se acaba de introducir, las ecuaciones de estado (5.1),(5.3)

para el vector z(t) = [z(t),0(t)] € R pueden reescribirse como
dz(t) = (a1(t)z(t) + aa(t)z(t) 21 (1)) dt+
diag[b(t), B(t)d[NY (t), N5 ()], (5.5)

z(to) = [0, bo],

donde la matriz a;(t) y el tensor ctbico as(t) ya han sido definidos. La ecuacién (5.5) es

bilineal con respecto al vector de estado extendido z(t) = [x(t), 0(¢)].

5.2.2. Principio de Separacién

Se puede observar que el principio de separacion sigue siendo valido para un sistema
estocastico lineal con parametros desconocidos. Incluso, reemplacemos el estado bilineal
no medible z(t) = [z(¢),6(t)], que satisface (5.1),(5.3), con su estimado éptimo m(t)
sobre las observaciones lineales y(t) (5.2), el cual es obtenido utilizando el siguiente filtro
éptimo para estados bilineales sobre observaciones lineales (ver [7] para el correspondiente

problema de filtrado planteado y su solucién)

dm(t) = (ay(t)m(t) + ax(t)m(t)ym” (t)+ (5.6)

[B(t) | OpxiJu(t)dt + az(t)P(t))dt+ P(t)[A(L), Oyl (GE)GT (1))~ dy(t) — A(t)m(t)dt],
m(to) = [E(z(to) | F}), E(0(to) | F})],
dP(t) = (a;(t)P(t) + P(t)aT (t) + 2as(t)m(t) P(t)+
as(t)P(t) x 1+ (aa(t)(2m(t) P(t) + P(t) x 1))T+

(diag[b(t), B,])(diag[b(t), B,]"))dt— (5.7)
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P(OA(L), 0,g (GG (1)) A1), Oy} P (1),
Plto) = E((=(t) — m(to))(=(ts) — m(to))" | FY),

donde (ay(t)P(t) * 1), = Z a2 4jk(t) Prj(t) 1, Omxyp es la matriz cero, de dimension m X p;
P(t) es la varianza condi]é];onal del error de estimacion z(t) — m(t) con respecto a las
observaciones Y (t).

Recuerde que 2(t) = m(t) = [&(t), 0(t)] es el estimado éptimo para el vector de estado
z(t) = [z(t),0(t)], basado en el proceso de observacion Y (t) = {y(s),ty < s < t}, que

minimiza la norma Fuclidiana

H = B(=(t) — £(t))" (2(t) — (1)) | F}'] (5.8)

a cada momento del tiempo t. Aqui, E[¢(t) | F}Y'] representa el valor esperado condicional
de un proceso estocéstico £(t) = (2(t) — 2(¢))T(2(t) — 2(t)) con respecto a la o - dlgebra
FY generada por el proceso de observacién Y (¢) en el intervalo [ty, t]. Como se sabe [53],

este estimado 6ptimo estd dado por el valor esperado condicional
2(t)=m(t) = E(=(t) | F))

del estado del sistema z(t) con respecto a la o - dlgebra Y’ generada por el proceso de

observacién Y (t) en el intervalo [tg, t]. La funcién matricial
P(t) = E[((t) — m(t))(2(t) = m(t))" | F/']

es el estimado de la varianza del error.
Se puede verificar facilmente (ver [44]) que el problema de control éptimo para el
estado del sistema (5.1) y la funcién de costo (5.4) es equivalente al problema de control

6ptimo para el estimado (5.6) y la funcién de costo J representada como
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J = E{sm"(T)®,m(T) + 5 ftf ul (s)R(s)u(s)ds+

3| nems)ds (5.9)

0

LTt [P(s)La(s)lds + Str[P(T)®4]},

donde ®; = diag[®,0,x,|, L1 = diag|L,0,x,|, y tr[A] denotan la traza de una matriz A.
Dado que los primeros tres términos de J son independientes del estimado del parametro
desconocido 0(t), la funcién de costo (5.9) puede minimizarse mediante dos pasos consecu-
tivos: Primero, los primeros tres términos de J se minimizan asumiendo que el pardametro

0(t) es una funcién conocida que depende del tiempo, i.e, la funcién de costo reducida
M = E{3aT(T)®a(T) + 3 [, u” (s)R(s)u(s)ds+

% /tOT:%T(s)L(s):%(s)ds} (5.10)
se emplea en el primer paso. Como resultado, el control éptimo es obtenido minimizando
la funcién de costo reducida M (5.10) para el estimado del estado m(t) (5.6) bajo la
asumcién de que el pardmetro 6(t) es conocido. Segundo, los tltimos dos términos de
J son minimizados disminuyendo la norma de la varianza del error de estimacién P(t)
en cada momento del tiempo t¢. Finalmente, el valor minimo del criterio J se determina

utilizando (5.9). Esta seccién presenta el principio de separacién para sistemas lineales

con parametros desconocidos.

5.2.3. Solucién del Problema de Control ()ptimo

Como primer paso, se debe notar que la ecuacion del estimado 6ptimo del estado

(5.6) es lineal en m bajo la suposicién de que el pardmetro 6(t) es una funcién conocida
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que depende del tiempo. Incluso, en este caso, ap = 0 por construccién, y las ecua-
ciones (5.6),(5.7) se convierten en las ecuaciones del filtro lineal éptimo de Kalman-Bucy
([39]). Por lo tanto, la solucién éptima esta dada por el controlador 6ptimo LQG para
sistemas lineales ([44]), el cual se aplica a la ecuacién del estimado (5.6), asumiendo que
el pardmetro 6(t) es conocido y as = 0, y la funcién de costo reducida(5.10). La corre-

spondiente ley de control 6ptimo estd dada por

ui(t) = (R(t)) " B ()Q(t)m(t), (5.11)

donde la funcién matricial Q(¢) es la solucion de la siguiente ecuacién de Riccati
Q(t) = —a" (6,)Q(t) — Q(t)a(8, ) + L(t)—

Q)BHR™ ()BT (H)Q(t),
con la condicién final Q(T') = .

Como segundo paso, recordando que el pardmetro 6(t) es desconocido, el estimado
para 60(t) deberfa ser asignado para minimizar la funcién de costo (5.9). De cualquier
manera, el mejor estimado que minimiza la norma de la varianza del error de estimacion
P(t), y en consecuencia la funcién de costo (5.9) para todo tiempo ¢, estd dado por 0(t), la
segunda componente de m(t) = Z(t), en vista de (5.8). Por lo tanto, la matriz de ganancia

de la ecuacién de Riccati toma la forma
Qt) = —a"(0(t),))Q(t) — Q(t)a(0(t),t) + L(t)—
Q)Bt)R™ (1) BT (1)Q(1), (5.12)

con la condicién final Q(T') = .
Al sustituir el control éptimo (5.11) en la ecuacién (5.6), se obtiene la siguiente

ecuacion del estimado controlado de manera 6ptima.
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dm(t) = (a1 (t)m(t) + ax(t)mE)m” (t) + ax(t) P(t))dt+ (5.13)
[B(t) | 0] (R(£) 7 BT (1) Q(t)m(t)dt+
P(6)[A(t), Omxp]" (G)GT (1)) " dy(t) — A(t)m(t)dt],

con la condicién inicial m(ty) = [E(z(to) | FY), E(0(to) | EY)).

Por lo tanto, la ecuacién del estimado del estado controlado éptimamente (5.13), la
ecuacion de la matriz de ganancia (5.12), la ley de control 6ptimo (5.11), y la ecuacién de
la varianza (5.7) proporcionan la solucién completa al problema del controlador éptimo

para sistemas lineales con pardmetros desconocidos.

5.3. Ejemplo

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno del controlador 6ptimo para el sistema
bilineal (5.1) con un pardametro desconocido 6 (5.3) sobre observaciones lineales (5.2),
empleando el esquema (5.11)—(5.13), y compardndolo con el controlador para el sistema
de referencia (5.1),(5.2) con exactamente un pardmetro conocido 6.

Considere un sistema bilineal con la ecuacién de estado dada por

Il(t) == xg(t),xl(O) = T10, (514)
To(t) = Oxq (L) + u(t) +1(t), 22(0) = 290,

y el proceso de observacién dado por
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y(t) = 1 (t) + a(t), (5.15)

donde 1y (t) y 12(t) son ruidos blancos de Poisson, los cuales son la derivada débil
en promedio cuadratico de procesos estandar de Poisson (ver [53]), y o es una variable
aleatoria de Poisson. Las ecuaciones (5.14) y (5.15) presentan la forma convencional para
las ecuaciones (5.1) y (5.2), las cuales son utilizadas en la practica [2].

El problema del controlador consiste en encontrar el control u(t), t € [0,7], T = 1,6,

que minimiza el criterio

= %E[/OT () dt + /OT 2(0)dt). (5.16)

En otras palabras, el problema de control consiste en minimizar la energia total del
estado z utilizando la minima energia del control w.

Primero se construird el controlador donde la ley de control y las matrices P(t) y Q(t)
se calculan en la misma manera que para el controlador lineal 6ptimo para un sistema
bilineal con exactamente un parametro conocido 0, que es u*(t) = (R(t)) BT ()Q(t)m(t)

(ver [44]). Como B(t) =1 en (5.12) y R(t) =1 en (5.16), la ley de control es igual a

ult) = Qt)mlt): (5.17)
donde m(t) satisface la ecuacién
h(t) = a0, ym(t) + B(t)u(t)+
P()AT(HGHGT (£) ™ (y(t) — (Aolt) + AB)m (1)),
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m(to) = mo = E(xo | Fy, );
Q(t) satisface la ecuacién de Riccati
Q(t) = —a”(0,1)Q(t) — Q(t)a(0,) + L(t)~
QU)B(R™(t)B ()Q(1),

con la condicién final Q(7T') = ®; y P(t) satisface la ecuaciéon de Riccati
P(t) = P(t)a” (0,t) + a(8,t)P(t) + b(t)b" (t)—
P(H)AT(t)(GH)GT (1) A P(1),

con la condicién inicial P(ty) = E((zo — mo)(zo — mo)T | y(to)).
Como tg = 0, a(t) =1, B(t) =1, b(t) = 0 en (5.14), Ao(t) = 0, A(t) = 1, G(t) = 1 en

(5.15),y L=1y ® = 0 en (5.16), las tltimas ecuaciones se transforman en
rin(t) = ma(t) + Pra(t)(y(t) — ma(t)),
g (t) = ma(t) + Pra(t)(y(t) — ma(t)) + u(t), (5.18)
con my(0) = E(x10 | y(0)) = mag y m2(0) = E(22 | y(0)) = mao,
Qut) =1 —2Qu(t) — QL (1),
Qua(t) = =Qui(1) — Qaa(t) — Qua()Q2 (1), (5.19)
Qaa(t) =1 —2Qua(t) — Q% (1),
con la condicién final Q(1,6) = 0.
Py (t) = 2P(t) — PA(t),
Pio(t) = Pii(t) + Pas(t) — Ppi(t) Pia(t), (5.20)
Poy(t) = 14 2Pyy(t) — P2(1),
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con la condicién inicial P(0) = E(([xo, o] — m(0))([xo, 6] — m(0))T | y(0)) = Py.
Al sustituir el control (5.17) en (5.18), la ecuacién del estimado controlado toma la

forma

Para la simulacién numérica del sistema (5.14),(5.15) y el controlador (5.17)—(5.21), se
asigaron los siguientes valores iniciales z1(0) = x9(0) = 4,2, m1(0) = my(0) = 1, P12(0) =
10 y P11(0) = Py(0) = 100 y el valor del pardmetro conocido § = 1. Los disturbios
de Poisson 9y (t) v 12(t) en (5.14) y (5.15) respectivamente, se realizaron utilizando el
diagrama en Simulink sugerido en [5]. Note que el controlador (5.17)—(5.21) es de hecho
no realizable, pues el valor del parametro real § = 1 es desconocido, y esta simulacién se
lleva a cabo sélo con propdsitos de comparacion.

Los resultados de aplicar el controlador (5.17)—(5.21) al sistema(5.14),(5.15) se mues-
tran en la Figura 1, la cual presenta la grafica del control u(t) obtenido en (5.17), el error
de estimacion entre las variables de estado (5.14) 1(t) y 22(t) y los estimados controlados
(5.21) my(t) y mao(t) y la gréfica del criterio (5.16) J(t) en el intervalo [0, 1,6]. El criterio
(5.16) en el tiempo final T'= 1,6 toma el valor de J(1,6) = 70,85.

Ahora se aplicara el controlador éptimo (5.11)—(5.13), (5.7) para sistemas con pardmet-
ros desconocidos para el sistema (5.14), (5.15), asumiendo () = 1 en (5.3). La ley de

control (5.11) toma la forma

u*(t) = Q(t)z(t), (5.22)
donde
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Qui(t) = 1 —20(t)Qr2(t) — Q% (1),
Qm(t) = —Qu(t) — é(t)Qm(t) — Q12(t)Qa2(1),

Q22(t) =1—2Q12(t) — Qa(?),

con la condicién final Q(1,6) = 0,

Pn(t) - 2P12(t) - P121(t)7

Pry(t) = Pis(t) + Pao(t) — Pr(t)Pra(t) + 2P (£)0(2),

Py3(t) = Pag(t) — Piy(t)Pis(t), Pas(t) = 1+ 2Pi5(t) 4 40(t) Pya(t) — P2(t),

Py3(t) = Pys(t) — Pio(t) Pis(t) + 2Pi3(1)0(t), Ps(t) = 1 — P4(t),

~

To(t) = Ps(t) + £1()0(t) 4 21 (£)Qua(t) + &2 (1) Qaa(t)+
Pra(t)(y(t) — 21(¢))
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(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

con la condicién inicial P(t) = E((2(to) — m(to))(2(to) — m(te))” | FY), and z2(t) =

[21(t), 22(2), 6(2)).

Al sustituir el control (5.22) en (5.23), la ecuacién del estimado controlado toma la

(5.27)



Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (5.23)—(5.26) también se comparan

con los estimados que satisfacen las ecuaciones del controlador convencional polinomial

Gaussiano para el estado (5.14) sobre observaciones lineales incompletas (5.14):

Te1(t) = aa(t) + Poui (t) (y(t) — Zeu(t)),
Zaa(t) = Pays(t) + 2a1(D)0(t) 4 2e1 (H)Qera(t)+
a2 (t)Qa2e(t) + P2 () (y(t) — Zea (1)),

~ ~ ~

0(t) = Peus(t)(y(t) — Zea(t)),  6(0) = bo,

Qen(t) =1 - 20()Qcua(t) — Qzna(t),
Qca(t) = =Qoni (t) — 0(t)Qama(t) — Qena(t)Qema (D),
Qaz(t) = 1 = 2Qea(t) — Qon(t),
Peui(t) = 2Pg1a(t) — P2y (1),

Pea(t) = Paga(t) — Paui(t) Para(t) + 2Pan (1)6(t),

PG13(t) - chg(t) - PGH(t)PG13(t), PGQQ(t) - 1 + 4é(t)PG12(t) - Péu(t),
Paoy(t) = —Pi2(t) Po13(t) + 2Pai3(t)0(t), Pass(t) = 1 — P2y5(t),

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

Para cada uno de los controladores (5.23)-(5.26) y (5.28)-(5.31) y el sistema de referencia

(5.14), (5.15) involucrados en la simulacién, se asiganron los siguientes valores iniciales:

21(0) = 25(0) = 42, #,(0) = #,(0) = 1, H(0) = 0,535, P12(0) = Py3(0) = Py3(0) = 10

y P11(0) = Py(0) = Ps3(0) = 100. El pardametro real se asigna como # = 1 . Los ruidos
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de Poisson 1y (t) v ¥o(t) en (5.14) y (5.15) respectivamente, se generaron utilizando el
diagrama en Simulink sugerido en [5].

Los resultados al aplicar el controlador (5.11)-(5.13),(5.7) al sistema (5.14), (5.15)
usando el controlador disenado (5.23)—(5.26) se muestran en la Figura 2, la cual presenta
la gréfica del control u(t) obtenido en (5.22), los errores de estimacién entre las variables
reales del estado (5.14) z1(t) y z1(t), y los estimados controlados (5.23) #1(t) v Z2(t), la
gréafica del estimado del pardmetro 0(t) (5.24), y la grafica del criterio (5.16) J(t) en el
intervalo [0, 1,6]

Los valores del estimado del pardmetro 0 (t), y el criterio (5.16) en el tiempo final 7' = 1,6
son 0(1,6) = 0,99 y J(1,6) = 73,38.

Por otro lado, los resultados de aplicar el controlador (5.11)-(5.13), (5.7) al sistema (5.14),
(5.15) usando el controlador convencional disenado para sistemas con ruidos Gaussianos
(5.28)—(5.31) se muestran en la Figura 3, la cual presenta la gréfica del control w(t)
obtenido en (5.22), los errores de estimacién entre las variables reales del estado (5.14)
x1(t) v z1(t), y los estimados controlados (5.28) Zg1(t) v Zae(t), la grafica del estimado
del pardmetro 0(t) (5.29), y la gréfica del criterio (5.16) J(t) en el intervalo [0,1,6]. Los
valores del estimado del parametro 8(t), y el criterio (5.16) en el tiempo final T = 1,6 son
0(1,6) = 1,01 y J(1,6) = 78,14.

Aunque el valor final del estimado del parametro en ambos casos es muy cercano al valor
real 8 = 1, en el caso del controlador disenado, el valor del criterio J tiene un error de
sélo el 3,5% del valor real, en contra del controlador convencional usado para sistemas
con ruidos blancos Gaussianos el cual proporciona un error del 10,29 % del valor real del
criterio para sistemas con un valor de parametro conocido. Esto verifica exitésamente el

rendimiento general para sistemas con parametros desconocidos y ruidos de Poisson.
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Control u(t)

Estimation error for xl(t)

Estimation error for (1)
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70.85—
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Figura 5.1: Gréafica del control u(t) (5.17), el error entre las variables de estado reales
x1(t) v xo(t), que satisfacen (5.14), y los estimados 6ptimos controlados mq(t) y ma(t)

que satisfacen (5.18), y grafica del criterio (5.16) J(t) en el intervalo [0, 1,6].
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Control u(t)

Crit
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Figura 5.2: Gréfica del control u(t) (5.22), el error entre las variables de esatado reales
x1(t) v z2(t), que satisfacen (5.14), y los estimados 6ptimos controlados Z;(t)(t) y Z2(t)
que satisfacen (5.23)-(5.26), la grafica del estimado del pardmetro 6 que satisface (5.24)
, v la gréfica del criterio (Ec. (5.16)) J(t) eggel intervalo [0, 1,6].



Control u()

Crit
T T T T T T
1 1 1 1 1 1

o 0.2 0.4 0.6 08 1 12 14 16

Figura 5.3: Grafica del control u(t) (5.22), el error entre las variables de estado reales x4 (t)
y z2(t), que satisfacen (14), y los estimados controlados Za1(t)(t) v Zge2(t) que satisfacen
(5.28)~(5.31), la gréfica del estimado del pardmetro  satisfying (5.29) , v la grafica del
criterio (Ec. (16)) J(¢) en el intervalo |0, 1,@9



Capitulo 6

Filtro Aproximado de Dimensién
Finita para Estados Polinomiales con
Ruido de Poisson sobre

Observaciones Polinomiales

6.1. Planteamiento del Problema

Sea (2, F, P) un espacio completo de probabilidad con una familia de o-dlgebras Fy, ¢ >
to crecient y continua por la derecha , y sean (Ny(t), Fy,t > to) v (Nao(t), Fyyt > o)
dos procesos independientes de Poisson centralizados. El proceso aleatorio Fi-medible
(x(t),y(t)) es descrito por una ecuacién diferencial estocdstica no lineal con un término

drift polinomial para el estado del sistema
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dx(t) = p(x,t)dt + o(xz, t)dN.(t), x(ty) = xo, (6.1)

y el proceso de observacién

dy(t) = h(z, t)dt + B(t)dNy(t), (6.2)

donde, z(t) € R™ es el vector de estado y y(t) € R™ es el vector de observacién. La
condicién inicial o € R™ es un vector de Poisson tal que zo, Ni(t) € RP, y Ny(t) €
R? son independientes. Se asume que B(t)BT(t) es una mattiz definida positiva, por
lo tanto m < ¢. Todos los coeficientes en (6.1)—(6.2) son funciones deterministicas de
dimensiones apropiadas. Las soluciones de las ecuaciones diferenciales estocasticas de Ito
(6.1) y (6.2) se consideran como soluciones débiles (ver, por ejemplo, [51] para definicién).
La misma definicién se mantiene para las soluciones para las otras ecuaciones diferenciales
estocasticas de Ito durante todo el capitulo.

Las funciones no lineales p(z,t) € R", o(z,t) € R", y h(z,t) € R™ se consideran
polinomios de n variables, donde las componentes del vector de estado x(t) € R"™, son
coeficientes que dependen del tiempo. Como x(t) € R"™ es un vector, esto requiere una
definicién especial del polinomio para n > 1. De acuerdo con [4], un polinomio de grado

p del vector z(t) € R" se considera como una forma lineal p de n componentes de x(t)

p(r,t) = ap(t) + () + o (t)xa” + ... + ap(O)T .+ o veces - - - T, (6.3)

donde g (t) es un vector de dimensién n, a; es una matriz de dimensién n x n, as es un

tensor de dimension nxnxn, o, es un (p+1)D tensor de dimension n.x. . .(p41) veces - - - X1,
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Y & X ...ppeces--- X & es un pD tensor de dimensién n X ..., yeces ... X n obtenida de
multiplicar el vector z(t), p veces por si mismo (ver definicién [4]). Tal polinomio puede

ser expresado en la siguiente forma de sumatoria

pe(, 1) = ap k() + Z o ()i (t) + Z g i ()i (D) (1) + . ..

+ ) ki, (O (1), (), kg = 1,

i1
El problema de estimacion consiste en encontrar el estimado en promedio cuadratico

Z(t) del estado del sistema x(t), basado en el proceso de observacién Y (t) = {y(s),0 <

s < t}, que minimice el valor esperado condicional para la norma Euclidiana
J = El(x(t) — 2(t)" (x(t) — () | F']

para cada momento del tiempo ¢. Donde, E[£(t) | F}Y'] representa el valor esperado condi-
cional del proceso estocdstico &(t) = (x(t) — @(t))T (z(t) — 2(¢)) con respecto a la o -
dlgebra FY generada por el proceso de observacién Y (t) en el intervalo [ty,t]. Como se

sabe [53], el estimado en promedio cuadratico esta dado por el valor esperado condicional
B(t) = my(t) = B(x(t) | F}")

del estado del sistema x(t) con respecto a la o - algebra FY generada por el proceso de

observacién Y (t) en el intervalo [tg, t]. La funcién matricial
P(t) = E[(x(t) — mo(t))(x(t) — ma(1))" | F}']

es la matriz de covarianza del error de estimacién. De aqui en adelante, el problema de
filtrado formulado se considerara en un intervalo de tiempo [tg, T1], donde la solucién de

la ecuacién de estado (6.1) existe y es casi acotada. Aparentenmente, 77 < T*, donde T*
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es un tiempo de escape para el sistema (6.1). Note que dado que la condicién inicial zq es
una variable aleatoria de Poisson, los momentos condicionales del proceso x(t) permanecen
acotados para cualquier ¢ < 77 ([53]).

La solucién propuesta para el problema de filtrado planteado se basa en las férmulas
para las diferenciales Ito del estimado en promedio cuadratico y la varianza del error de

estimacién (citado después de [53]), la cual se dard en la siguiente seccion.

6.2. Diseno del Filtro

El problema de filtrado es resulto en el siguiente teorema.

Teorema 1. FEl filtro en promedio cuadrdtico para el estado polinomial x(t) (6.1)
sobre observaciones polinomiales y(t) (6.2) estd dado por las siguientes ecuaciones para el
estimado en promedio cuadrdtico m(t) = [m.(t), m,(t)] = E([z(t),z(t)] | EY) y la matriz
de covarianza del error de estimacion P(t) = E[([2(t), z(t)] — m(t))([z(t), z(t)] — m(t))T |
FY):

dm(t) = E(f(x,t) | F')dt + P(O)[1, 0] (B(t) B ()~ (dy(t) — m.(t)dt), (6.4)

dP(t) = (B(([=(t), 2()] = m(0))(f (@, )" | F) + B(f (2, t)([=(t), 2()] = m(t))") | F")+6.5)
E(g(x,)g" (z. 1) | ) = P, 0] (B(6)B (£))~'[1,01P(t)),

con las condiciones iniciales m(ty) = [m.(to), my(to)] = E([20, 0] | FY) and P(ty) =

E[([ZONIO] - m(to)([ZOaxO] - m(tO)T ‘ F?O/] Aquz/, f(xat) = [f(x>t)’p(x>t)]7 f]([L’,t) =
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lg(z,t),0(x, )T,

_ Oh(z,1) Oh(z,t)
f(z,t) = pe p(x, t)dt + 5 dt+
19%h(x,t) Oh(x,t)

o(z,t)o” (z,t)dt, g(z,t) =

2 Ox? Ox o(@.t),

y el estado polinomial adicional z(t) = h(x,t) satisface la ecuacion

dz(t) = ahéxx’ t)p(x,t)dt +

Oh(x,t)
ot

dt+ (6.6)

§ 5o (@ )0 (o, )t + Pl (@ AN(1). - =(0) = 2.

Si la condicion inicial [zy,x0] para el vector de estado extendido es condicionalmente
de Poisson con respecto a las observaciones, el sistema de las ecuaciones de filtrado
(6.4),(6.5) se convierte en un sistema de dimension finita en forma cerrada después de
expresar los momentos condicionales de orden superior del estado del sistema xz(t) con re-
specto a las observaciones y(t) como funciones sélamente de los primeros dos momentos
condicionales, m(t) y P(t).

Demostracion. Se reformulara el problema, introduciendo el proceso estocastico
z(t) = h(x,t). Usando la férmula Ito (ver [53]) para la diferencial estocastica de la funcién

no lineal h(x,t), donde z(t) satisface la ecuacién (6.1), la ecuacién (6.6) es obtenida para

2(t)

ax(t) = 20Dy D gy
" ot
2
%%a(x,ﬁaqx,ﬁdt + ah(x’t)a(xat)le(t)v #(0) = 2.
T
1 0%h(z,t)

Note que la expresién = o(z,t)o” (z,t) aparece en vista de la segunda derivada en

2 0x2

z en la formula Ito.
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Se asume que la condicién inicial [zg, o] para el vector de estado exctendido es un
vector aleatorio condicionalmente de Poisson con respecto a las observaciones. Esta su-
posicién es admisible en el drea de filtrado, pues las distribuciones reales de x(t) y z(t)
son desconocidas. Incluso, como se ve en [52]; si solamente estan disponibles los primeros
dos momentos condicionales, la esperanza mg y la varianza F,, de un vector aleatorio
[20, 0], la mejor aproximacién para la distribucién condicional desconocida de [zg, zo] con
respecto a las observaciones, es la distribuciéon de Poisson con los mismos parametros,
mo y Py. Esto es también un corolario del teorema del limite central [59] en la teoria de
probabilidad.

Un punto clave para derivaciones adicionales es que el lado derecho de la ecuacion

(6.6) es un polinomio en x. De hecho, como h(x,t) es un polinomio en z, las funciones

Oh(z,t) Oh(z,t) (t) Oh(z,t) 9%h(z,t)
ox Oz T Ox2

son también polinomios en z. Asi, la ecuacién (6.6) es
una ecuacion de estado polinomial con ruido multiplicativo polinomial. Puede escribirse

en la forma compacta

dz(t) = f(z, t)dt + g(x, t)dN1(t), z(to) = 20, (6.7)

donde
~ Oh(z,1)

1 32h(x,t) T B 8h(x,t)
sz ool (@ ), g(w,t) = —-

En términos del proceso z(t), la ecuacién de observacién (6.2) toma la forma

p(x, t)dt +

Oh(z,t)
T dt+

o(x,t).

dy(t) = [I,0][2(t), x(t)]dt + B(t)dNa(t). (6.8)
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El problema de estimacion reformulado consiste ahora en encontrar el estimado en
promedio cuadrético [m.(t), m,(t)] del estado del sistema [z(t), z()], basado en el proceso
de observacién Y (t) = {y(s),0 < s < t}. Este estimado en promedio cuadratico estd dado

por el valor esperado condicional
m(t) = [m.(t), m.(t)] = [E(2(t) | F), E(x(t) | F')]

del estado del sistema [2(t), ()] con respecto a la o - dlgebra FY generada por el proceso

de observacion Y (t) en el intervalo [tg, t]. La funcién matricial

P(t) = E[([=(t), x(t)] = [ma(t), ma (0)]) ([(t), ()] = [ma(t), ma(t)])" | F']

es la matriz de covarianza del error de estimacion para este problema reformulado.

El sistema de filtrado obtenido incluye las dos ecuaciones, (6.6) (o (6.7)) y (6.1), para
el estado parcialmente medible [z(t), z(t)] y la ecuacién (6.8) para las observaciones y(t),
donde z(t) es un estado polinomial completamente medible con un ruido multiplicativo
polinomial, z(t) es un estado polinomial no medible, y y(¢) es un proceso de observacién
lineal directamente midiendo al estado z(t). Aplicando el filtro en promedio cuadritico
para estados polinomiales incompletamente medibles con un ruido multiplicativo polino-
mial sobre observaciones lineales (ver [7, 16]) para el sistema (6.7),(6.1),(6.8) se producen
las ecuaciones de filtrado deseadas (6.4),(6.5). Finalmente, después de representar los mo-
mentos condicionales de orden superior del estado del sistema como funciones de el valor
esperado m(t) y la varianza del error P(t) usando la propiedad de una variable aleatoria
de Poisson z(t) —m(t) de representar los momentos condicionales superiores del estado del
sistema como funciones de la varianza P(t), (ver [4, 7, 11] para detalles), se puede obtener
un sistema de dimensién finita de las ecuaciones de filtrado, cerrado con respecto a m(t) y
P(t), si la condicién inicial [zg, o] para el vector de estado extendido es condicionalmente

de Poisson. l
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Nota. Observe que algunos casos particulares del Teorema 1, como sistemas lineales
o bilineales con ruidos dependientes, fueron previamente considerados en [4, 7, 16], donde
fueron obtenidas las ecuaciones de filtrado en promedio cuadratico de dimension finita
explicitas. Por otro lado, el resultado general del Teorema 1, permite disenar un filtro
sub-6ptimo en promedio cuadratico de dimension finita para cualquier estado polinomial
con ruido blanco de Poisson sobre observaciones polinomiales. Mas atin, como cualquier
funcién no lineal puede ser aproximada por un polinomio de cierto grado con cierta pre-
cision, el resultado obtenido en el Teorema 1 es potencialmente util para tratar el diseno
de un filtro sub-6ptimo en promedio cuadratico de dimension finita para cualquier estado
no lineal con ruido blanco de Poisson sobre observaciones con un término drift no lineal.

En la siguiente seccién se presenta un ejemplo, donde se obtendran las ecuaciones de
filtrado en forma cerrada para un caso particular de funciones polinomiales escalares de
segundo y tercer orden p(z,t), o(z,t) y h(z,t) en las ecuaciones (6.1) y (6.2). Asi, la
aplicacion del mismo procedimiento resultaria en el diseno de un sistema cerrado de las
ecuaciones de filtrado para cualesquier funciones polinomiales p(z,t), o(z,t), y h(z,t) en

(6.1),(6.2).

6.3. Ejemplo: Problema de Filtrado para el Sensor
de Tercer Grado para un Sistema Cuadratico

Esta seccion presenta un ejemplo del diseno de un filtro de dimension finita en forma
cerrada para un estado cuadratico sobre observaciones polinomiales de tercer grado, donde
la condicién inicial para el vector de estado extendido se asume condicionalmente de
Poisson con respecto a las observaciones.

Sean z(t) un estado escalar no medible que satisface la ecuacién cuadratica
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dz(t) = 2*(t)dt + dny(t), z(0) = w, (6.9)

y y(t) el proceso de observacién dado por la ecuacién escalar del sensor de tercer grado

dy(t) = 2°(t)dt + dna(t), (6.10)

donde n(t) y no(t) son procesos de Poisson independientes entre ellos y de una variable
aleatoria de Poisson z( que servird como condicién inicial en (6.9). El problema de filtrado
consiste en encontrar el estimado en promedio cuadrético para el estado cuadratico(6.9),
usando las observaciones del sensor de tercer grado (6.10).

El problema sera reformulado, introducienndo el proceso estocastico z(t) = h(z,t) =
23(t). Utilizando la férmula Tto (ver [53]) para la diferencial estocdstica de la funcién
cibica h(z,t) = x3(t), donde z(t) satisface la ecuacién (6.9), se obtienen las siguientes

ecuaciones para z(t)
dz(t) = (3x(t) 4+ 32*(t))dt + 322(t)dny (1), 2(0) = z.

Tomando en cuenta que z(t) = z3(¢), la tltima ecuacién toma la forma

dz(t) = (3x(t)(1 + 2(¢)))dt + 32*(t)dni(t), 2(0) = z. (6.11)

Aqui, 6h6(z’t) = 3z2%(t), %ahgiﬁ’t) =3xz(t), y ahgi’t) = 0, dado que h(z,t) no depende de

t, entonces, f(z,t) = 3xz(t) + 3z*(t) = 3z(t)(1 + 2(z)) y g(z,t) = 323(t). La condicién
inicial [29, o] se considera condicionalmente de Poisson con respecto a las observaciones
(ver el parrafo anterior a (6.7) para detalles). En términos del proceso z(t), la ecuacién

de observacién (6.10) toma la forma
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dy(t) = z(t)dt + dna(t). (6.12)

El sistema de filtrado obtenido incluye dos ecuaciones, (6.11) y (6.9), para el esta-
do parcialmente medible [z(t),z(¢)] y una ecuacién (6.12) para las observaciones y(t),
donde z(t) es un estado de segundo grado completamente medible con un ruido multi-
plicativo cuadrético, x(t) es un estado cuadratico no medible, y y(t) es un proceso de
observacién lineal que mide directamente al estado z(t). Por lo tanto, el filtro disenado
en promedio cuadratico puede ser aplicado para resolver este problema. Las ecuaciones

de filtrado(6.4),(6.5) toman la forma particular para el sistema (6.11),(6.9),(6.12)

dmy(t) = (3ma(t) + 3mq(t)ma(t) + 3Pia(t))dt + P (t)[dy(t) — ma(t)dt], (6.13)

dma(t) = (m2(t) + Pao(t))dt + Poo(t)[dy(t) — mu (t)dt], (6.14)

con las condiciones iniciales my(0) = E(zy | y(0)) = mig y ma(0) = E(xq | y(0)) = may,

Pii(t) = 12P15(t) 4+ 9ma(t) + 9Pas(t) + 36 Poy(t)my(t) + 54Py(t)ma(t)+  (6.15)
27TPL(t) + 12Py1 (t)ma(t) — P2 (1),

Piy(t) = 3Pya(t) + TPay(t) 4+ 8Pia(t)ma(t) + 3m3(t) — Py (t)Pia(t), (6.16)
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con la condicién inicial P(0) = E(([z0, zo]" — m(0))([z0, zo)" —m(0))T | y(0)) = Fy. Aqui,
my (t) es el estimado para el estado z(t) = z*(t) y ma(t) es el estimado para el estado z(t).

Los estimados obtenidos al resolver las ecuaciones (6.13)—(6.17) se comparan con los
estimados que satisfacen las ecuaciones de filtrado disenadas para sistemas con ruido
blanco Gaussiano para el estado cuadratico (6.11) sobre las observaciones polinomiales de

tercer orden (6.10), los cuales son obtenidos al aplicar el Teorema 8.1 en [35]:

dmer(t) = (3mas(t) + 3mer (H)mas(t) + 3Paa(t))dt + Pe (D)[dy(t) — men (t)dt], (6.18)

dmaa(t) = (M (t) + Poga(t))dt + Para(t)[dy(t) — mey (t)dt], (6.19)

con las condiciones iniciales mg1(0) = E(2o | y(0)) = mgi10 ¥ ma2(0) = E(zo | y(0)) =

maoo,

PGll(t) = 6PG12 (t) + QméQ (t) -+ gpggg(t) -+ 36PG22 (t)mgg (t) + 54PG22 (t)méQ(t)‘i‘ (620)
27Pgos(t) + 12Pani (t)mea(t) — Péy (1),

PGlg(t) = 6PG22(t) -+ 8PG12(t)mG2(t) + 3m2G2(t) — PGn(t)PGu(t), (6.21)

Peoa(t) = 1 4 4Pgas(t)maa(t) — P2, (1), (6.22)

con la condicién inicial Pg(0) = E(([20, z0]" — ma(0))([20, zo]" — ma(0))T | y(0)) = Pgo.
Los resultados de la simulacién numérica se obtienen al resolver los sistemas de las

ecuaciones de filtrado (6.13)-(6.17) y (6.18)-(6.22).
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Los valores obtenidos de los estimados del estado ms(t), que satisfacen la ecuacién
(6.14), y maa(t), que satisface la ecuacion (6.19), se comparan con los valores reales de la
variable de estado z(t) en (6.9).

Para los filtros (6.13)—(6.17), (6.18)—(6.22) y el sistema de referencia(6.11),(6.9),(6.12)
envueltos en simulacion, se asiganan los siguientes valores iniciales: xg = 0, 2o = 18, myy =
meo = 1000, mao = mazo = 10, Piy(0) = Peiy(0) = 15, Piy(0) = Pa1a(0) = 3, Pa(0) =
Pg22(0) = 1. Los ruidos de Poisson dny (t) y dns(t) fueron generados utilizando el diagrama
de simulacién sugerido en [5]. Note que el poder del ruido puede ser cambiado variando
los términos o(x,t) y B(t) en (6.1),(6.2), lo que llevarfa a cambiar los correspondiente
términos de las ecuaciones de filtrado (6.4),(6.5). El intervalo de simulacién se establece
como [0,4,0575], pues el error de estimacién dado por el filtro disenado para sistemas con
ruido blanco Gaussiano diverge a infinito en este tiempo.

La figura 1 muestra las graficas de los errores entre el estado de referencia z(t) (6.9) y
su estimado my(t) (6.14), y el estado de referencia z(t) = z3(¢) (6.11) y su estimado m (t)
(6.13), en todo el intervalo de simulacién de to = 0 a T' = 4,0575. Se puede observar que los
errores de estimacion convergen a los estados reales muy rapidamente y después mantienen
el valor promedio de cero, a pesar de un error considerable en las condiciones iniciales,
mao — X9 = 10, myg — 2o = 982. El error de estimacién del estado z(t) al tiempo final
T = 4,0575 es igual a m9(4,0575) — 2(4,0575) = 0,1646. La Figura 2 muestra la gréfica de
los errores entre el estado de referencia z(t) (6.9) y el estimado mga(t) (6.19), y el estado
de referencia z(t) = z3(t) (6.11) y su estimado mgy () (6.18), en el intervalo de simulacién
dety = 0aT = 4,0575. Note que aunque las ecuaciones del sistema (6.13)—(6.14) coinciden
con el sistema (6.18)—(6.19), el filtro disenado muestra un completo rendimiento para cada
momento del tiempo ¢, mientras que el error de estimacion del estimado mgo(t) del filtro

disenado para sistemas con ruido blano Gaussiano diverge a infinito al tiempo 7" = 4,0575

111



Asi, se puede concluir que el filtro obtenido (6.13)—(6.17) resuelve el problema de
filtrado del sensor de tercer orden para el sistema (6.9),(6.10), donde el estado y las
observaciones son polinomiales y ambas contienen ruido blanco de Poisson, y proporciona

un estimado confiable del estado no medible.

Estimation
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Figura 6.1: Arriba. Gréfica del error de estimacion entre el estado de referencia x(t) (15)
y su estimado éptimo my(t) (6.20) en el intervalo [0,4,0575]. Abajo. Grafica del error de
estimacion entre el estado de referencia z(¢) (6.17) y su estimado éptimo m4(t) (6.19) en

el intervalo [0, 4,0575].
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Figura 6.2: Arriba. Grafica del error de estimacion entre el estado de referencia x(t)

(6.15) y su estimado mga(t) (6.25) en el intervalo [0,4,0575]. Abajo. Grafica del error

de estimacion entre el estado de referencia z(t) (6.17) y el estimado mgo(t) (6.24) en el

intervalo [0, 4,0575].
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Capitulo 7

Conclusiones y Trabajos Futuros

7.1. Conclusiones

En esta tesis se ha realizado un estudio comparativo entre dos algoritmos disenados
optimamente, uno en contexto Gaussiano y el que se ha disenado en este trabajo en
contexto de Poisson. Este estudio se ha realizado sobre sistemas dindmicos con presencia
de ruido blanco de Poisson tanto en el estado como en las observaciones.

Se han estudiado distintas técnicas, casos con estados no observables, parametros
desconocidos, sistemas estables e inestables. Los puntos concretos de interés en que se ha

centrado el andlisis han sido:

o Estudiar qué algoritmos proporcionan mejores resultados en el caso de tener estados
no observables en presencia de ruido dePoisson, medidos en relacién a un criterio

de costo definido.

o Estudiar qué algoritmos proporcionan mejores resultados en el caso de tener vari-

ables de estado no observables y pardametros desconocidos.
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o Estudiar qué algoritmos proporcionan un mejor controlador para sistemas lineales

en presencia de ruido de Poisson, medidos en relacion a un criterio de costo definido.

o Estudiar qué algoritmos proporcionan mejores resultados en el caso de tener obser-
vaciones polinomiales en presencia de ruido de Poisson, medidos en relacion a un

criterio de costo definido.

Los resultados y conclusiones que se obtuvieron tras la aplicacién de los algoritmos

disenados en esta tesis pueden resumirse en los siguientes puntos:

1. Es necesaria la aplicacién de un filtro 6ptimo para estados incompletamente medibles
en presencia de ruidos de Poisson, teniendo en cuenta la naturaleza del ruido, pues

los filtros convencionales no presentan un buen rendimiento.

2. Los filtros e identificadores Gaussianos para sistemas con ruidos de Poisson tienen
un muy mal rendimiento, por lo que es necesario la aplicacién de los filtros e iden-

tificadores en contexto de Poisson.

3. El controlador disenado para sistemas lineales con parametros desconocidos y ruido

de Poisson mejoro el rendimiento del controlador convencional Gaussiano.

4. El filtro aproximado de dimensién finita disenado para sistemas no lineales sobre
observaciones polinomiales mostré una gran ventaja sobre los filtros convencionales,

donde estos ultimos no mostraron un buen desempeno en el caso planteado.

En general, el diseno de algoritmos de filtrado para sistemas en presencia de ruido de
Poisson, merece ser estudiado consistentemente, pues a través de los resultados puede
observarse que hay diferencias significativas entre tomar en cuenta las consideraciones de

Poisson y hacer aproximaciones a una distribucién Gaussiana.
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7.2. Trabajos Futuros

De los resultados obtenidos se abre un conjunto amplio de posibles lineas de investi-

gacion. Se citan a continuacion algunas de interés en relacién con el presente trabajo:

e Aplicar los resultados obtenidos en este trabajo de investigacién a areas como la

fotografia, centellografia, telecomunicaciones, etc.

e Ampliar el procedimiento de estimacion, a través del diseno de filtros para sistemas
polinomiales en presencia de ruido blanco de Poisson, utilizando técnicas de filtrado

H-Infinito.

e Ampliar el procedimiento de identificacién de parametros para sistemas en presencia

de ruido blanco de Poisson, utilizando técnicas de filtrado H-Infinito.

e Disenar un filtro para sistemas polinomiales bajo observaciones lineales, donde el
estado y la ecuacion de observacion son alterados por ruido aditivo de tipo Poisson

y Gaussiano simultaneamente.

Ademas se sugiere utilizar plataformas distintas a MATLAB, puesto que no existen
bloques para simular ruido de Poisson. Para simularlo, como se menciona en la tesis, se
utilizé el diagrama en Simulink sugerido en [5]. Actualmente se cuenta con una herramien-
ta llamada LabVIEW, que ademas tiene la capacidad de interactuar con MATLAB y que

tiene incluida entre sus herramientas un bloque para simular ruido blanco de Poisson.
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Apéndice A
Glosario

Definicién: La observacién de algin fenémeno bajo algunas condiciones y acciones,
en un periodo de tiempo dado, es llamada una prueba.

Definicién: Una caracteristica cualitativa de una prueba consiste en registrar si los
resultados de un experimento presentan algin efecto o no. Este efecto es llamado evento.

Definicién: Una caracteristica cuantitativa de una prueba consiste en determinar los
valores de algunas variables obtenidas como un resultado de una prueba. Cada una de
estas variables asume diferentes valores como resultado de una prueba, los cuales son
imposibles de predecir. A estas variables se les llama variables aleatorias. Los valores
especificos que toma una variable aleatoria son llamados valores simples o realizaciones
de la variable aleatoria.

Definicién: La proporcion de el nimero de apariciones de un evento respecto al
nimero total de pruebas es llamada la frecuencia del evento. Asi si un evento aparece m
veces en n pruebas, entonces la frecuencia en esta serie de pruebas es igual a m/n.

Definicién: Dada la estabilidad de la frecuencia de un evento, y asumiendo que a

todo evento le es asociado un niimero, a este nimero se le llama la probabilidad de este
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evento. Esto es, el ntimero en el cual la frecuencia tiende a ser estable. P(A) denota la
probabilidad del evento A.

Definicién: Un evento elemental es aquel que no contiene algunos sub-eventos, ex-
cepto el evento imposible (¢) y a si mismo.

Definicién: El conjunto de todos los eventos elementales asociados con una prueba,
es llamado el espacio de eventos elementales y usualmente es denotado por €.

Definicién: Sea () un espacio de eventos elementales. Sea ¢ un conjunto de subcon-

juntos de . § es llamada una o—algebra si:

» Para toda ¢; € 6,0 € d,donde §f = {x € R/x no estd en ¢;, } es el evento comple-

mentario al evento 6;.
= Sid1,09,...0,, ... €s una secuencia contable de elementos de 4, entonces | d,, € 0.
n ) €.

Definicién: Sea €2 un espacio de eventos elementales y A un evento de ¢, la c—4algebra
definida en €2.La funcién P(A) es llamada probabilidad ( o medida de probabilidad de A)

si se cumplen las siguientes condiciones:

» Si Ay, A, ... es una secuencia finita o infinita de eventos mutuamente excluyentes
A;NA; = ¢ para todas i,j tales que ¢ # j entonces: P(A;|JAJAsU...) =
P(A;) 4+ P(A2) + P(As) + ...

(2,9, P) forman un espacio de probabilidad.
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Definicién: Un espacio de eventos elementales {2 con una &lgebra o o-algebra dada
de conjuntos §, y una probabilidad en § definida como una medida no negativa P(A),
A € §, es llamado un espacio de probabilidad y denotado por (£,4, P). Asi, el espacio
de probabilidad sirve como un modelo matematico de algin fenémeno aleatorio en teoria
moderna de probabilidad.

Definicién: La correspondencia entre algtin conjunto de eventos y sus probabilidades
es usualmente llamada distribucién de probabilidad. Asi, la probabilidad P(A) como una
funcién de un conjunto A € § define una distribucién de probabilidad en 4.

Definicién: Al conjunto de eventos, de los cuales es determinada su probabilidad, es
llamado o—algebra de eventos y es denotado por 9.

Definicién: Un conjunto contable de eventos Ay es llamado un conjunto completo de
eventos si hasta el dltimo de ellos aparece como resultado de una prueba. Es decir, los
eventos Aj, ..., A,,n < 0o, forman un conjunto completo si | Ax = Q.

Definicién: Si P(B) # 0, B € S entonces la probabilidad condicional de algtin evento

A € § relativo al evento B es determinada por la siguiente formula:

P(ANB)
P(B)
El evento A es independiente de B si P(A/B) = P(A) Y ademés

P(A/B) =

P(A(B) = P(A)P(B/A) = P(B)P(A/B)

Definicién: Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias, X;,t € T,
definidas sobre el mismo espacio de probabilidad, donde 7" es un conjunto indizado y X,
es una variable aleatoria para cada t. X; también se denota por X (¢) y los valores que
esta variable aleatoria asigna al evento elemental w se denotardn por X (¢, w).

Definicién: Un proceso aleatorio X(t) es llamado proceso con incrementos no cor-

relacionados si para todos los intervalos disjuntos [t1,ts), [t3,t4),t1 < to < t3 < t4 los
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incrementos correspondientes Xy, — Xy, , y X, — X, del proceso X (t) son no correlaciona-
dos.

X(t) es un proceso con incrementos independientes si para cualquier N, ty < t; < ... <
ty las variables aleatorias Xy, X¢, — Xy, ..., X¢,, — X¢,_,, son independientes.

Dada la funcién aleatoria X (¢) = [X;(¢1), ..., X,.(£,)], se define su funcién de densidad
multidimensional f(xy, ..., Z,;t1, ..., t,) como la densidad conjunta del vector aleatorio
X(t) = [Xq(t),...xn(t)], la cual toma los valores de X1, ..., X,,, en los tiempos ty, ..., ;.

Definicién: Para la funcién aleatoria X (t) con valores independientes, los valores
de las variables X, ..., X;, son independientes para algin t¢;,...t, € Ty algin nimero
natural n. Para la funcién aleatoria X () con valores independientes para n = 1,2, ... es

presentada la siguiente relacion

fn(ZEl, vy T tl, tn) = fl(l'l, tl)fl(l'g, tg)...fl(l'n, tn)

Asi, todas las distribuciones multi-dimensionales de una funcién aleatoria con los valores
independientes es determinada tinicamente por sus distribuciones uni-dimensionales.

Definicién: Dada la funcién aleatoria X (t), ¢ € T} los conjuntos de funciones carac-
teristicas uni-dimensional g;(\;¢) y multi-dimensional g, = g, (A1, A2, ..., An; t1, ...t,) con
los parametros t y t, ..., t, son determinados respectivamente por:

a(\t) = E(E0),
In(A L, A2y Ani b, oo tn) = E(eidI X (t) + ... i) X (t,))(n =2,3,...)
Definicion: La probabilidad P, es llamada la medida de probabilidad o la distribu-

cién de la variable aleatoria X, y estd dada por:

Py(A) = P(X € A) = P(X"Y(A),Ac A
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