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ResumenUna extensión a la transformada de Fourier,transformada Taylor-FourierPubliaión No.Miguel Angel Platas GarzaUniversidad Autónoma de Nuevo LeónFaultad de Ingeniería Meánia y ElétriaAsesor: Dr. José Antonio de la O SernaAgosto del 2011La estimaión armónia es un tema de importania en muhas áreas dela ingeniería. Comúnmente la herramienta matemátia usada para realizar dihoanálisis es transformada de Fourier disreta (Disrete Fourier Transform, DFT).A pesar de ser una exelente ténia para estimar las omponentes armónias deuna seuenia periódia, la DFT presenta errores uando la señal no umple on lapropiedad ideal de periodiidad. Por ejemplo, uando el sistema que genera la señales sometido a un transitorio. Lo anterior se debe a que la DFT solamente generanuna base ompleta para seuenias periódias.La propuesta del presente trabajo es desarrollar una extensión al análisis deFourier al representar el omportamiento de ada armónia por una funión suave(envolvente ompleja) en lugar de un oe�iente onstante (oe�iente de Fourier).El propósito de esta expansión es el mejorar las estimaiones de las omponentesarmónias ante osilaiones limitadas en banda.La extensión reibe el nombre de transformada Taylor-Fourier (Taylor FourierTransform, TFT) ya que está basada en la expansión de ada omponente armónioen su serie de MLaurin. Por lo tanto, los oe�ientes de la TFT poseen signi�adofísio. Estos representan diretamente a las armónias y a sus derivadas.vi



Al utilizar un polinomio mayor a ero en la serie de MLaurin de ada armóniase obtienen mejores estimados de las envolventes omplejas debido al heho de que elsubespaio generado por la base de Fourier se enuentra ontenido en el subespaiogenerado por la base de la TFT.Con respeto a la implementaión, se tiene que en el aso disreto todos losoe�ientes pueden ser alulados a la vez mediante una transformaión lineal, la uala su vez puede ser vista omo un bano de �ltros FIR máximamente lisos. Estos �ltrosposeen gananias idéntias a las de difereniadores ideales en veindarios alrededorde las freuenias armónias. Por lo tanto se produen buenos estimados uando elontenido freuenia de la señal se enuentra en estos veindarios, es deir uandolas armónias evoluionan de manera suave.Se desarrollan diversos métodos para reduir la arga omputaional delestimador presentado. Los métodos abaran las etapas de diseño e implementaióndel mismo. Se presenta un método basado en la transformada rápida de Fourier (FastFourier Transform, FFT) y dos métodos basados en las propiedades de la respuestaen freuenia del estimador.Finalmente, se presenta una serie de ejemplos para omparar el desempeño dela TFT on el de la FFT. Es importante realar que el desempeño se omparausando señales de sistemas físios y no simulaiones. Como ejemplos se utilizanseñales provenientes de sistemas elétrios de potenia bajo osilaiones, señalesde presión arterial, y por último se presenta la implementaión del algoritmo enHardware, espeí�amente en una tarjeta FPGA.
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IntroduiónUna de las prinipales metas del proesamiento digital de señales (PDS) esel representar señales de la vida real, en este ontexto las transformaiones y lasexpansiones lineales tienen un papel fundamental. Las mismas son herramientasbásias para realizar las tareas más omunes del proesamiento de señales omolo son: la adquisiión, �ltrado y ompresión de señales.Comúnmente las expansiones lineales de señales han surgido en distintas áreaspara representar alguna señal en otro dominio en el ual se presenta alguna mejora enpartiular on respeto al dominio original. Debido a lo anterior, el representar unaseñal por la suma ponderada de los elementos de una base (omponentes básios)es una idea tan antigua omo atual, iertamente muho más antigua que el área deproesamiento de señales.Uno de los primeros en haerlo fue J. Fourier en su "Théorie analytique dela haleur"(1822) [1℄, en la ual se propuso resolver el problema de transfereniadel alor mediante una serie trigonométria a la ual se le onoe hoy en día omoserie de Fourier, mediante diha serie es posible representar ualquier señal periódiaontinua en una sumatoria de exponeniales omplejas, es deir representa una baseompleta para señales periódias.Con el paso del tiempo, distintas expansiones de señales surgieron, entre lasmás importantes se enuentran:La transformada Haar [2℄, propuesta a prinipios de el siglo XX, en la ual serepresenta dos muestras de una señal por su media y su diferenia, lo ual equivalea un �ltrado pasa bajo y uno pasa alto seguidos de una etapa de diezmado por unfator de dos. Claramente la transformada Haar es el primer ejemplo de una onduleta,aunque no fue reonoido en ese entones.La transformada disreta de Fourier (Disrete Fourier Transform, DFT) [3℄y el desarrollo de algoritmos e�ientes para realizar el álulo de la misma, omola transformada rápida de Fourier (Fast Fourier Transform, FFT) [4℄. Ciertamente1



uno de los prinipales fatores que in�uyen en la popularidad atual de la DFT es elálulo e�iente de la misma on algoritmos de bajo osto omputaional. La mayoríade estos algoritmos se basan en el uso de propiedades de simetría para disminuir elnúmero de operaiones neesarias en el álulo de la DFTLas series de Fourier generalizadas [5℄, las uales busan una base ortonormalpara representar la señal, es deir que los omponentes en los que se desomponela señal sean ortonormales unos a los otros. Algunos de sus ejemplos son la serieFourier-Legendre y la serie Fourier-Bessel, en las uales se utilizan los polinomios deLegendre y Bessel respetivamente omo elementos de la base.Las onduletas (Wavelet transform, WT) [6℄-[7℄, las uales surgieron en la déadade 1980 y son la onvergenia de muhos estudios realizados en distintas áreas, porejemplo: en matemátias puras, en geología para la orreta deteión de transitoriosen señales geofísias, en PDS para realizar �ltros de perfeta reonstruión yodi�aión en sub-bandas. LaWT se basa en el reemplazo del onepto de freueniapor el de esala, al reemplazar la modulaión por exponeniales omplejas de latransformada de Fourier (Fourier Transform, FT) por el esalamiento de una funiónprototipo, esto implia una mejor representaión de la señal en el plano tiempo-freuenia, es deir se tiene la apaidad para detetar transitorios rápidos sin queéstos se diluyan en el intervalo de observaión. Una de las desventajas de la WTes la arenia de signi�ado físio de sus oe�ientes, los uales sólo re�ejan elgrado de similitud entre la funión analizada y la onduleta elegida a su respetivaesala y desplazamiento temporal. Por esta razón la mayoría de las WT se usanprinipalmente en odi�aión [8℄-[9℄.Cabe menionar que la mayoría de las transformaiones lineales usadas busauna base ortonormal en los elementos que soportan a la base, también son usadas lastransformaiones biortogonales en las uales se relaja la ondiión de ortogonalidad,ya que sólo es neesario que los elementos de la base estén dados por un onjunto devetores linealmente independientes. Una revisión al tema de expansiones lineales esrealizada en el Capítulo 1.Análisis armónioCuando se toa el tema de expansiones lineales de señales, un punto importantees el signi�ado físio de los oe�ientes de la expansión, ya que estos pueden2



indiar fenómenos difíilmente detetables en la señal original. Basados en estepunto, la FT es una herramienta importante, ya que la informaión que se puedeobtener del análisis armónio es muy variada, por ejemplo puede indiar patologíasen diagnóstios médios, fallas en sistemas elétrios de potenia, vibraiones ensistemas meánios, et. Por esta razón la estimaión armónia es un tópio de interésen muhas áreas, algunos ejemplos de sus apliaiones son mostrados en [10℄-[12℄.Todas estas apliaiones tienen un punto en omún: Usan ténias de estimaiónarmónia basadas en la Transformada de Fourier1.El presente trabajo pretende extender las ténias de análisis armóniopresentes en la FT, es deir: se pretende desarrollar una expansión de la FT, la ualmejore a ésta en sus puntos débiles, de los uales el prinipal punto a tratar en estetrabajo es la ondiión estaionaria implíita en la FT, ya que ésta representa adaarmónia por una onstante en amplitud y fase sobre todo el intervalo de observaión.En ontraparte nuestra propuesta onsiste en usar un polinomio de MLaurin pararepresentar la evoluión de ada armónia, lo ual representa un modelo más �exible,el ual permite variaiones de las armónias dentro del intervalo de observaión. Lavariaión permitida en ada armónia está desrita por un polinomio de orden K. Elplanteamiento anterior iniió on investigaiones para mejorar la estimaión fasorialen ondiiones osilatorias [13℄. En éste, la estimaión se efetúa solamente en lafreuenia fundamental. La idea fue generalizar [13℄-[14℄ a todas las armónias.Las prinipales ventajas de la expansión propuesta serán el mejorar losoe�ientes de Fourier, y añadir nuevos oe�ientes, los uales estarán relaionadoson la razón de ambio de las armónias.Planteamiento del problemaEl prinipal problema de la DFT es que se supone una señal estritamenteperiódia, lo ual implia una freuenia fundamental f1 y oe�ientes de Fourier cionstantes sobre todo el intervalo de observaión.Por otro lado, es bien onoido que las señales de ampo difíilmente umplen lapropiedad ideal de periodiidad, sobre todo bajo ondiiones osilatorias en las ualeslas armónias ontienen variaiones dentro del intervalo de observaión2. Cuando1El análisis de Fourier es la herramienta más popular para realizar la estimaión armónia, masno es la únia. Existen numerosas ténias para lograr este �n.2A las uales se les denomina armónias dinámias en este trabajo.3



esto pasa, lo mejor que pueden haer las ténias atuales es estimar las armóniaspor el mejor valor promedio sobre toda la ventana de observaión trunando lasvariaiones que se desean apturar, en una manera similar a uando se toma unafotografía de un objeto en movimiento y se produe una imagen borrosa, ya que elrollo fotográ�o onsidera una imagen estátia. Entones, si se aproxima la evoluiónde ada armónia por un modelo de señal más relajado (un polinomio de MLaurinen lugar de una onstante) se representa de una manera más adeuada las variaionesen amplitud y/o fase de ada armónia. Este omportamiento dinámio que puedenllegar presentar las armónias bajo ondiiones transitorias se le denomina armóniadinámia, y es expliado a ontinuaión.El onepto de armónia dinámiaPara ilustrar el onepto de armónia dinámia, onsidere una señal periódia
xp(t) de freuenia fundamental f1, la ual posee oe�ientes de Fourier ci i =

0,±1, . . . ,±H onstantes
xp(t) =

H
∑

i=−H

cie
j2πif1t. (0.1)Una de las formas en las que se puede modelar la pérdida de periodiidaddurante un transitorio es modulando en amplitud a xp(t) por una señal aperiódiapaso-bajo de energía �nita3 m(t) = a(t)eφ(t) [13℄, la ual tiene un anho de banda

β ≪ f1. En el dominio temporal la envolvente m(t) afeta a xp(t) oasionando unapérdida de la periodiidad en la señal resultante xa(t).
xa(t) = m(t)xp(t) = m(t)

(

H
∑

i=−H

cie
j2πif1t

)

=

H
∑

i=−H

ci(t)e
j2πif1t, (0.2)donde ci(t) representa una opia esalada por el oe�iente ci de la portadora m(t),diha opia reibe el nombre de armónia dinámia en este trabajo, ya que en eldominio de la freuenia el espetro de m(t) es modulado a ada freuenia armóniay ponderado por su respetivo oe�iente:

Xa(f) =M(f) ∗

(

H
∑

i=−H

ciδ(2πif1t)

)

=

H
∑

i=−H

ciM(f − 2πif1t). (0.3)Note que el espetro de la señal resultante alrededor de la i-ésima armónia está3Por lo tanto ontinuamente difereniable [15℄.4



xp(t)

t

(a) Señal periódia xp(t).
f1−f1

Xp(f)

f

(b) Espetro señal periódia.
m(t)

t

() Señal pasa bajas m(t).

M(f)

f

(d) Espetro señal pasa bajas.
xa(t)

t

(e) Señal aperiódia xa(t).

Xa(f)

f

(f) Espetro señal aperiódia.Figura 1: Pérdida de periodiidad de una señal al ser modulada en amplitud por unaseñal pasa bajas, (a)-(b) señal original, ()-(d) variaión en amplitud y (e)-(f) señalaperiódia resultante.
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dado por una opia esalada de la envolvente en lugar de un oe�iente onstante ci.Este planteamiento se muestra en la Fig. 1.Como se observa en la Fig. 1, el espetro de las armónias dinámias seonentra alrededor de veindarios entrados en las freuenias armónias, siemprey uando el anho de banda β de la envolvente m(t) sea lo su�ientemente pequeño.Basado en lo anterior, una orreta estimaión del espetro de la i-ésima armóniadinámia debe de extraer el ontenido freuenial del mismo adeuadamente, estoes, el estimador debe poseer una respuesta en freuenia on ganania unitaria en
f = f1 ± β y gananias nulas en f = fi ± β para i = 0,−1,±2,±3, .... Por otrolado, la respuesta en freuenia implíita en el análisis de Fourier sólo umple lasondiiones anteriores para β = 0, por tal motivo los estimados de Fourier sólo estánlibres de distorsión en este aso.Otro enfoque interesante del problema es el del álgebra lineal, Considere ala FT omo una base, uyos elementos se dan por exponeniales omplejas de laforma ej2πif1t para i = 0,±1, . . . ,±H , y uyo subespaio está ompuesto de todaslas señales periódias limitadas a la banda de freuenia |ω| < Hf1 y perteneientesa L2(R), entones es laro que al agregar los elementos tiej2πkf1t se inrementará elespaio generado por la base, siempre y uando se garantie la independenia linealde todos sus elementos.En este trabajo se generará una nueva base al unir la base de la FT másun omplemento, ambos linealmente independientes, por lo tanto el subespaioorrespondiente a la nueva base será mayor al subespaio generado por la FT.Se elige omo nueva base a polinomios de MLaurin modulados en adafreuenia armónia. Por lo tanto si el orden de los polinomios es 0, la base se reduea la base de Fourier, mientras que para órdenes mayores de ero la base englobaráa la base de Fourier. La transformaión lineal generada por esta base se nombratransformada Taylor-Fourier (Taylor-Fourier Transform, TFT) debido a que se basaen aproximar el omportamiento de ada armónia por una serie de potenias.Por ejemplo, onsidere que los espaios generados por las bases de Fourier,Taylor-Fourier y alguna onduleta están dados por los onjuntos nombrados FT ,
T FT y WT en la Fig. 2Entones de la Fig. 2 se tiene que, ya que FT está ontenido en T FT , siemprese garantiza un error Taylor-Fourier menor al de Fourier para ualquier señal s(t)arbitraria. Note que FT representa al onjunto del todas las señales periódias de6



s(t)

FT

T FT WT

Figura 2: Errores de aproximaión de la DFT y FTT.energía �nita, y T FT representa al onjunto de todas las señales de energía �nita enlas uales la evoluión de sus armónias se da por polinomios de MLaurin de orden
K. Mientras que para el aso de una transformaión uyo subespaio no englobeal espaio generado por la base de Fourier, omo el aso de la WT no se puedegarantizar lo anterior, es deir en oasiones la WT representará mejor una señal,pero en oasiones la FT tendrá el error menor, dependiendo de que tipo de señalse analie. En general la e�ienia de una base al representar una señal se puededeterminar a partir de la similitud entre la señal a estimar y los elementos de la base.Por lo tanto se tiene que la señal será mejor representada por FT si es semejantea una señal periódia ontinua, pero será mejor representada por la WT si ésta essemejante a la onduleta madre elegida para generar la WT.Comparaión on otras téniasAhora que se tiene onienia del tipo de expansión generado por la TFT ysu propósito, es posible estableer un maro de omparaión on respeto a otrasténias de estimaión armónia no basadas en la DFT. A ontinuaión se revisabrevemente las ventajas y desventajas que presenta ada una de ellas.El �ltrado seletivo en freuenia [16℄ es una herramienta útil para estimar elontenido armónio de una señal periódia. Es posible diseñar �ltros para atenuarlos errores implíitos en el análisis de Fourier [17℄-[18℄. Algunos ejemplos de estasténias son mostrados en [19℄-[20℄. La desventaja general de este tipo de métodos es7



el retardo generado en el proeso de �ltrado. El algoritmoTFT entra en esta ategoríaya que el mismo puede interpretarse omo un bano de �ltros FIR máximamentelisos [21℄, los uales son diseñados espeí�amente para resolver el problema deestimaión armónia ante osilaiones y representan la soluión óptima a un problemade minimizaión.El �ltrado adaptable [22℄ también puede ser usado para estimar losomponentes armónios de una señal [23℄-[24℄. Estas ténias usan �ltros onoe�ientes variantes en el tiempo, los uales se atualizan mediante algoritmosreursivos de minimizaión. Generalmente, la prinipal desventaja de estos �ltroses la omplejidad numéria, ya que es neesario aumentar la arga omputaionaldel algoritmo para realizar el proeso reursivo de atualizaión de oe�ientes.Entre los �ltros adaptables más omúnmente usados se enuentra al �ltro deKalman [25℄. Algunos ejemplos de apliaión se enuentran en [26℄-[27℄. En [27℄ semuestra la apliaión de este �ltro para estimar la primera armónia de una señalbajo osilaión. Cabe destaar que en esta apliaión en partiular el modelo de señalse expande de manera similar a la de la TFT (usando una serie de MLaurin). Laprinipal ventaja del uso del �ltro de Kalman en el análisis armónio es su respuestainmediata (el proeso de �ltrado tiene un retraso de una muestra) por lo ualsus estimados son asi instantáneos. Entre sus desventajas se tiene la omplejidadnuméria. Ya que, a diferenia de la TFT, es neesario usar todo el modelo en laetapa de implementaión aunque sólo se este interesado en un iertos parámetros delmismo. Además, la omplejidad de las euaiones reursivas aumenta on respetoal número de parámetros en el modelo.Algunas WT pueden ser usadas para realizar análisis armónio [28℄, para lograreste �n la WT elegida debe de estar aotada en freuenia. La popularidad dela WT se debe a sus propiedades matemátias [29℄. En adiión, la WT es unaherramienta muy e�iente omputaionalmente4 y es apaz de representar la señalon poos oe�ientes (en omparaión on la DFT) lo que las hae útiles entareas omo la ompresión de señales [30℄. A pesar de lo anterior, al igual que lasherramientas anteriores la WT también tiene puntos débiles: En el aso espei�odel análisis armónio, la prinipal desventaja de la WT es la di�ultad existentepara relaionar los oe�ientes de la transformaión on el ontenido armónio de laseñal de entrada, ya que por lo general estos areen de signi�ado físio. Entones4El implementar una WT puede presentar una menor arga omputaional que la FFT: Porejemplo la transformada Haar. 8



el análisis añade la etapa extra de obtener parámetros de utilidad en el monitoreo deun sistema a través de los oe�ientes [31℄. Comúnmente la WT analiza el ontenidofreuenial de la señal de entradas por bandas separadas por otavas la ual no esuna separaión adeuada para realizar el análisis armónio (es posible enontrar másde una freuenia armónia en una banda e inluso omponentes inter-armónios).Lo anterior se umple, por ejemplo, en el aso de la (Harmoni Wavelet Transform,HWT) [28℄.También existen algoritmos híbridos [32℄-[34℄ los uales haen uso de losmétodos menionados en onjunto on diversos algoritmos omo redes neuronales,algoritmos genétios, lógia difusa, entre otros. El prinipal problema de estosalgoritmos híbridos es su omplejidad. Por otro lado el uso de distintos métodosal mismo tiempo provoa distintas fuentes de error.En resumen, debido a que la TFT es una expansión de la FT se tiene que ambasposeen araterístias semejantes, entre otras se tiene a la failidad y fatibilidad deimplementaión, la posibilidad de implementar de manera e�iente la transformaiónmediante FFT y el signi�ado físio de oe�ientes. Ciertamente la popularidad de laFFT se debe en parte a estas araterístias. En adiión a lo anterior, la TFT tienela apaidad de proesar señales bajo osilaiones aotadas en freuenia. Entre lasdesventajas de la TFT destaan la existenia de retardos temporales, generaión deerrores ante ambios onsiderables en la señal de entrada y la resoluión onstanteen el plano tiempo-freuenia5.ObjetivoEl objetivo prinipal del presente trabajo es desarrollar una expansión alanálisis de Fourier, la ual se nombra transformada Taylor-Fourier, los objetivosseundarios son:Elaborar algoritmos e�ientes para disminuir la arga omputaional.Comparar el desempeño on métodos omúnmente usados.Implementar el algoritmo y evaluar los resultados.5A pesar de esto es posible detetar transitorios mediante las oe�ientes de mayor orden de laserie de MLaurin. 9



Organizaión de la tesisLa tesis está estruturada de la siguiente manera:Capítulo 1 El propósito de este Capítulo es haer el doumento auto-ontenido.Dentro del mismo se presenta un resumen breve de las herramientas usadas alo largo del trabajo. Si el letor está familiarizado on temas omo expansionesde señal y análisis freuenial, puede empezar en el apitulo 2.Capítulo 2 Se muestra el método propuesto, desde el modelo de señal hasta laspropiedades matemátias del estimador. Se da espeial énfasis a la máximaplaneia de la respuesta en freuenia alrededor de las freuenias armónias,así omo la oloaión de un onjunto de eros de la funión de transfereniaen dihas freuenias. Dentro de este Capítulo, también se presenta un ejemploteório para evaluar el funionamiento del estimador.Capítulo 3 Enfoado prinipalmente en la reduión del osto omputaionalneesario para realizar el álulo de la transformaión propuesta. Se presentandistintos enfoques, la mayoría de los mismos se basa en reduir la arga usandola respuesta en freuenia del �ltro asoiado al estimador, también se presentaun método que hae uso de la FFT para disminuir la arga omputaional delestimador.Capítulo 4 Se presentan distintos ejemplos on señales reales. Las uales son dedistinta naturaleza. Se presentan análisis en línea y fuera de línea.
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Capítulo 1Expansión de señales y análisis deFourierComo se menionó en la introduión, este trabajo está enfoado en laexpansión lineal de señales. A ontinuaión se muestra un resumen aera de estetema, el ual es tomado de [6℄ y [35℄.1.1. Expansiones lineales de señalDada alguna señal x de algún espaio S1, nos interesa enontrar un onjuntode señales elementales ϕi(t) para ese espaio, tal que sea posible representar la señaloriginal x omo una ombinaión lineal de diho onjunto.
x =

∑

i

αiϕi, i ∈ Z, (1.1)donde Z representa el onjunto de los números enteros.De espeial interés es el aso en el que ualquier x ∈ S puede ser representadapor una ombinaión lineal omo la dada en (1.1), en este aso se die que el onjuntoelegido omo base es ompleto, es deir S = span{ϕi}.Si la base es ompleta se garantiza la existenia de los elementos de la base dual
ϕ̃i, entones es posible obtener los oe�ientes de la expansión al apliar el produtopunto entre la señal y ada uno de los elementos de la base dual [6, Def. 2.2, p. 19℄.

αi = 〈ϕ̃i, x〉 (1.2)1Donde S puede ser de dimensiones �nitas omo los espaios eulidianos Rn y Cn o dedimensiones in�nitas omo los espaios de Hilbert l2(Z) y L2(R).11



donde los elementos de la base dual son el únio onjunto en S que umple on:
〈ϕi, ϕ̃j〉 =

{

1 i = j,

0 en otro aso. , i, j ∈ Z. (1.3)Un aso partiular es uando los elementos de la base forman un onjuntoortonormal y ompleto, es deir los elementos de la base son ortonormales los unosa los otros:
〈ϕi, ϕj〉 =

{

1 i = j,

0 en otro aso. , i, j ∈ Z, (1.4)y ualquier señal perteneiente a S se puede representar por una ombinaión linealde los mismos.El aso ortonormal es tan importante, que omúnmente se toma omo refereniaen la forma de lasi�ar las bases. La importania del aso ortonormal radia en susenillez matemátia, la ual es de gran utilidad en el momento de implementaión,note que de (1.3) y (1.4) se dedue: ϕ̃i = ϕi para este aso. Por lo tato, los oe�ientesde la aproximaión se obtienen al apliar produto punto on respeto a los elementosde la base diretamente, on lo ual el problema de enontrar los elementos de labase dual es eliminado.En las siguientes seiones se presentan ambos asos, expansiones ortonormalesen las uales los elementos de la base forman un onjunto ortonormal y expansionesbiortogonales en las uales la ondiión de ortogonalidad se relaja a la independenialineal de los elementos de la base.1.1.1. Expansiones ortonormalesLas expansiones ortonormales juegan un papel fundamental dentro de la teoríade tratamiento de señales debido a su manera elegante y e�iente de representar unaseñal. Además su naturaleza ortonormal permite garantizar estabilidad numéria[30℄. Ciertamente una de las primeras bases ortonormales fue la serie de Fourier, poresta razón, es omún llamar series de Fourier generalizadas a las bases ortonormales,la únia diferenia de la series de Fourier on respeto a las series de Fouriergeneralizadas, es que en la primera se usa omo elementos de la base a exponenialesomplejas adeuadamente moduladas en múltiplos de una freuenia fundamental,mientras que en la segunda se elige a ualquier onjunto de señales que umplan lasondiiones de ortonormalidad y ompletitud para ierto espaio dado.12



De�niión 1.1 Un onjunto de elementos {ϕi} es llamado una base ortonormalpara el espaio S si para ada x en S se tiene que:
x =

∑

i

αiϕi, i ∈ Z, (1.5)y además los elementos de la base umplen on:
〈ϕi, ϕj〉 =

{

1 i = j,

0 en otro aso. (1.6)Los oe�ientes de la expansión αi son llamados oe�ientes de Fourier de xon respeto a ϕi.Las ondiiones (1.5) y (1.6) son llamadas las ondiiones de ompletitud yortonormalidad de la base, respetivamente. En relaión a los oe�ientes αi se tieneque:Lema 1.1 Cada uno de los oe�ientes de Fourier αk está dado por [6℄:
αk = 〈ϕk, x〉. (1.7)Prueba. Lo anterior puede ser probado mediante la propiedad de linealidad delproduto punto y la ortogonalidad de los elementos de la base. Por ejemplo, onsidereque x es expresada por (1.5), entones:

〈ϕk, x〉 = 〈ϕk,
∑

i

αiϕi〉, (1.8)y debido a las propiedades de linealidad del produto punto se tiene que:
〈ϕk, x〉 =

∑

i

αi〈ϕk, ϕi〉. (1.9)Finalmente, apliando la propiedad de ortonormalidad de los elementos de labase (1.3) se deriva
〈ϕk, x〉 = αk. (1.10)

�Note que los oe�ientes de la expansión indian la proyeión de la señal deentrada en ada uno de los elementos de la base, por esta razón se pueden tomaromo indiadores del grado de similitud entre la señal de entrada y el elemento de labase asoiado al oe�iente. Este punto es importante porque a partir del mismo se13



puede deduir que elementos utilizar para representar ierta señal: La señal se debede asemejar a los elementos de la base usada debido a que el segmento de la señalno proyetado en los elementos de la base será el error de la aproximaión.Para el aso de dimensiones �nitas, es su�iente tener un onjunto ortonormalde tamaño n para generar una base ortonormal. Pero, para el aso de dimensionesin�nitas no es su�iente tener un onjunto ortonormal de vetores in�nito paragenerar una base. El siguiente teorema es tomado de [6℄ y muestra varios enuniadosequivalentes, los uales permiten veri�ar si un sistema ortonormal es también unabase para ierto espaio dado.Teorema 1.1 Dado un sistema ortonormal {ϕ1, ϕ2, . . .} en el espaio de Hilbert E ,lo siguiente es equivalente:1. El onjunto {ϕ1, ϕ2, . . .} es una base ortonormal de E .2. Si 〈ϕi, x〉 = 0 para i = 1, 2, . . ., entones x = 0.3. El espaio generado por {ϕ1, ϕ2, . . .} es denso en E .4. Por ada x en E , se tiene que la igualdad de Parseval
||x||2 =

∑

i

|〈ϕi, x〉|
2 (1.11)se umple.5. Por ada x1 y x2 en E se umple la igualdad de Parseval generalizada

〈x1, x2〉 =
∑

i

〈ϕi, x1〉
∗〈ϕi, x2〉. (1.12)Los puntos anteriores indian la apaidad de la base ortonormal pararepresentar a ualquier x ∈ E . Note que de una u otra manera toda la informaiónontenida en x es apturada en algún oe�iente de la base. Es importante destaarque la propiedad de ortonormalidad no es una ondiión neesaria para garantizar laompletitud de la base. Realmente la popularidad de las bases ortonormales se debea la senillez matemátia on la que éstas representan una señal. Por lo tanto, aunqueson deseadas, las propiedades de ortogonalidad no son neesarias para onstruir unabase para ierto espaio de Hilbert dado omo se muestra a ontinuaión.
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1.1.2. Expansiones biortogonalesEl aso general, en el ual la ondiión de ortonormalidad de los elementosde la base se relaja, es también importante. En este aso las expansiones reibenel nombre de expansiones biortogonales, ya que además de la base, existe una basedual, la ual genera el mismo subespaio que la base, y además sus elementos sontal que la ondiión de biortogonalidad es umplida.De�niión 1.2 En general el onjunto {ϕi, ϕ̃i} forma un par de bases biortogonalesde un espaio de Hilbert E sí y sólo sí:1. Para ada i, j ∈ Z

〈ϕi, ϕ̃j〉 =

{

1 i = j,

0 en otro aso. (1.13)2. Existen onstantes A > 0, B < 0, Ã > 0, B̃ < 0 tal que:
A||x||2 ≤

∑

k

|〈ϕk, x〉|
2 ≤ B||x||2 (1.14)

Ã||x||2 ≤
∑

k

|〈ϕ̃k, x〉|
2 ≤ B̃||x||2 (1.15)se umplen para ualquier x ∈ E .En el aso biortogonal, la ondiión de ortonormalidad de los elementos de labase se reemplaza por la ondiión de independenia lineal de los mismos, entonesla fórmula de expansión de señal (1.5) se onvierte en:

x =
∑

k

α̃kϕ̃k =
∑

k

αkϕk (1.16)on: α̃k = 〈ϕk, x〉 y αk = 〈ϕ̃k, x〉. Nótese que en el aso biortogonal es posiblerepresentar la señal omo una ombinaión de los elementos de la base o de la basedual ya que ambas generan el mismo subespaio.Un problema de las bases biortogonales es que los oe�ientes se alulan apartir de los elementos de la base dual y no de la base (omo en el aso de labase ortonormal). Lo anterior añade una etapa extra a la soluión del problema.Además es posible que al añadir nuevos elementos a la base se pierda la propiedadde independenia lineal de los mismos. 15



1.1.3. Proyeiones ortogonales y mínimos uadradosYa sea en el aso de una expansión ortonormal o una biortogonal, se presentaránerrores uando la señal no pertenee al espaio generado por la base. Es deir, uandola señal a representar pertenee a un espaio de Hilbert E2, pero la base elegida3
{ϕi, ϕ̃i} solamente genera un subespaio errado al mismo S ⊂ E . Entones no esuna base para E , pero si para S, y la mejor aproximaión (proyeión) x̂ ∈ S a x ∈ Eestá dada por:

x̂ =
∑

i

αiϕi (1.17)on αi = 〈ϕ̃i, x〉. La notaión x̂ india estimado o proyeión de x, existe un errordebido a que x̂ ∈ S y x ∈ E , el ual es tal que
x = x̂+ x⊥, (1.18)donde x⊥ representa al error de aproximaión, el ual umple on:
x⊥ ⊥ S, (1.19)debido a que 〈x⊥,

∑

i βiϕi〉 = 0 para ualquier onjunto arbitrario de oe�ientes
βi ∈ R. Lo anterior también se umple para el aso partiular x⊥ ⊥ x̂. Entones setiene que se umple el teorema pitagório:

‖x‖2 = ‖x̂‖2 + ‖x⊥‖
2. (1.20)Un aspeto muy importante de (1.17), es que minimiza la norma del error, esdeir de todas las señales x̃ =

∑

i βiϕi que perteneen a S, el valor mínimo de ‖x−x̃‖es alanzado para βi = αi ∀i.Las euaiones normales del problema de mínimos uadradosLos oe�ientes obtenidos por la soluión de mínimos uadrados, son tal queumplen on el siguiente onjunto de euaiones:
〈ϕi, x〉 =

∑

j

αj〈ϕi, ϕj〉, i = 0, 1, . . . , (1.21)a las uales se les onoe omo euaiones normales del problema de mínimosuadrados.2El ual se asume separable.3Ya sea ortonormal o biortogonal. 16



Lema 1.2 Las euaiones normales representan las restriiones neesarias paraminimizar la funión de osto
J = ||x− x̂||2 (1.22)implíita en el problema de mínimos uadrados.Prueba. La funión es mínima si:

∂J

∂αi
= −2〈ϕi, x− x̂〉 = 0, ∀i (1.23)esto es, si el error de aproximaión es ortogonal a todos los elementos de la base, esdeir:
〈ϕi, x− x̂〉 = 0, ∀i. (1.24)Usando (1.17), se puede reesribir (1.23) por el siguiente onjunto de euaiones:

〈ϕi, x−
∑

j

αjϕj〉 = 0, ∀i, (1.25)las uales representan las euaiones normales de mínimos uadrados (1.21).
〈ϕi, x〉 =

∑

j

αj〈ϕi, ϕj〉, ∀i (1.26)
�1.1.4. Expansiones para señales en tiempo ontinuoPara el aso de señales en tiempo ontinuo perteneientes a L2(R) se tiene quelas euaiones de análisis y síntesis se representan por:

x(t) =
N−1
∑

k=0

αkϕk(t), (1.27)y
αk =

∫

ϕ̃∗
k(t)x(t)dt, k = 0, 1, . . . , N − 1 (1.28)respetivamente.Usando (1.21) se tiene que las euaiones normales de mínimos uadrados enel aso ontinuo se dan por:

∫

ϕ∗
i (t)x(t)dt =

∑

j

αj

∫

ϕi(t)ϕ
∗
j (t)dt, i = 0, 1, . . . . (1.29)17



La desventaja de manejar señales ontinuas radia en la omplejidadomputaional requerida para enontrar los oe�ientes de la aproximaión, debidoa que es neesario onoer la funión x(t) y los elementos de la base dual ϕ̃(t) paraalular los oe�ientes de la aproximaión usando (1.28). Por esta razón, la mayoríade las expansiones utilizadas en la prátia son disretas, las uales se revisan aontinuaión.1.1.5. Expansiones para señales en tiempo disretoEn el aso de seuenias x[n], se representa las euaiones de análisis y síntesispor:
x[n] =

K−1
∑

k=0

αkϕk[n], n = 0, 1, . . . , N − 1, (1.30)
αk =

N−1
∑

n=o

ϕ̃∗
k[n]x[n], k = 0, 1, . . . , K − 1, (1.31)o en su lugar, también es posible usar representaiones matriiales, por ejemplo esomún representar (1.30) por:

x = Aα (1.32)donde el vetor x ∈ CN ontiene N muestras de la señal, la matriz de transformaión
A ∈ CN×K ontiene en ada una de sus olumnas las muestras de ada elemento dela base y el vetor α ∈ CK ontiene los K oe�ientes de la aproximaión.Para obtener la euaión análoga a las euaiones de síntesis (1.31) se utilizala ortogonalidad del error on respeto a los elementos de la base:

〈A,x−Aα〉 = 0, (1.33)lo anterior implia:
ATx = ATAα, (1.34)la ual representa a las euaiones normales de mínimos uadrados en el aso disreto,note que (1.34) es análoga a (1.21).Además, debido a la independenia lineal de las olumnas de A es posibleinvertir la matriz gramiana ATA, entones se tiene que:

α = (ATA)−1ATx, (1.35)donde la matriz pseudoinversa A† = (ATA)−1AT representa la mejor aproximaiónen el sentido de mínimos uadrados, además sus �las están dadas por los elementos18



de la base dual ϕ̃ debido a que se satisfae (1.3), es deirA†A = I, donde I representala matriz identidad de dimensiones adeuadas. Reuerde que los elementos de la base
ϕ se enuentran en las olumnas de A.La euaión (1.35) se simpli�a notoriamente para el aso de una baseortonormal, ya que en este aso no es neesario alular la inversa de la matrizGramiana, porque ésta es una matriz identidad (o una matriz diagonal on losfatores de esala adeuados en el aso de una base ortogonal), por lo que la euaiónde síntesis para una base ortonormal está dada por:

α̃ = ATx, (1.36)mientras que para el aso ortogonal se da por:
α̃ = DATx, (1.37)donde D es una matriz diagonal.Un aso partiular de (1.37), es la DFT, la ual se revisa enseguida.1.2. Análisis de FourierDe todas las posibles bases, nos interesan las que relaionen de alguna maneralos dominios tiempo-freuenia, es deir, que de alguna forma los oe�ientes de labase re�ejen alguna araterístia freuenial de la señal original. A ontinuaión sedesriben de manera breve las ténias usadas para realizar el análisis freuenial deuna señal.La relaión exata entre los dominios de la freuenia y del tiempo se da por latransformada de Fourier, la ual se ompone por las siguientes euaiones de análisisy síntesis

X(ω) =

∫ ∞

t=−∞

x(t)e−jωtdt, (1.38)
x(t) =

∫ ∞

ω=−∞

X(ω)ejωtdω. (1.39)La transformada de Fourier es de gran utilidad uando es posible expresarla señal de manera analítia, de otra manera aree de utilidad, ya que debido asu naturaleza ontinua no es una forma omputaionalmente onveniente. Por talmotivo, en la prátia es omún utilizar aproximaiones de la misma, las uales norelaionan exatamente los dominios tiempo-freuenia. Una de las aproximaiones19
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Figura 1.1: Relaión entre los dominios del tiempo y de la freuenia.más utilizadas es la transformada disreta de Fourier (Disrete Fourier Transform,DFT) la ual se revisa a ontinuaión.1.2.1. La Transformada disreta de FourierLa transformada disreta de Fourier o DFT representa la versión disretizadatanto en tiempo omo en freuenia de la transformada de Fourier. La DFT relaiona
N muestras de la señal on N muestras de su espetro:

x[k] =
N−1
∑

n=0

x[n]W−nk
N , k = 0, 1, . . . , N − 1, (1.40)donde x[k] representa las muestras del espetro X(ω), x[n] representa a las muestrasde la señal, y WN = ej

2π
N representa la N-ésima raíz de −1 y es onoido omo elfator de giro. La euaión de síntesis, la ual reonstruye la señal a partir de losoe�ientes de su espetro está dada por:

x[n] =
1

N

N−1
∑

k=0

x[k]W nk
N , n = 0, 1, . . . , N − 1. (1.41)La prinipal ventaja de la DFT es su apliaión prátia, ya que para alularla n-ésima muestra del espetro obtenido mediante la DFT sólo es neesario realizar

N multipliaiones entre las muestras de la señal y los fatores de giro adeuadosy N − 1 sumas, la misma antidad de multipliaiones y sumas son neesarias parareuperar una muestra temporal de la señal a partir de las muestras de su espetro.Por lo tanto para alular las N muestras de la señal o los N oe�ientes del espetrose neesitan N2 multipliaiones omplejas y N(N − 1) sumas omplejas. Además20



existen algoritmos que permiten disminuir el número de operaiones neesariaspara realizar el álulo de los oe�ientes del espetro o de la señal uando sealulan todos a la vez. Estos algoritmos haen uso de las simetrías de la DFTy son onoidos omo algoritmos de transformada rápida de Fourier (Fast FourierTransform, FFT) y logran disminuir el número de multipliaiones neesarias pararealizar la transformaión de N2 a N
2
log2(N).Finalmente es importante menionar un punto, el ual es olvidado en oasiones.Los oe�ientes x[k] obtenidos mediante la DFT son estimaiones y solamenterepresentan exatamente a las muestras del espetro X(ω) uando la seuenia x[n]se enuentra dentro del subespaio generado, es deir es periódia de periodo N . Enotro aso los oe�ientes representan la mejor aproximaión posible en el sentido demínimos uadrados.1.2.2. La DFT omo transformaión linealLa DFT también puede ser vista omo una transformaión lineal, las euaiones(1.40)-(1.41) pueden esribirse en formato matriial por:

xN = WNXN (1.42)y
XN = (W∗

NWN)
−1W∗

NxN =
1

N
W∗

NxN , (1.43)donde xN es un vetor que ontiene N muestras de la señal
xN =

[

x[0] x[1] x[2] . . . x[N − 1]
]T

, (1.44)
XN es un vetor que ontiene N muestras del espetro

XN =
[

X [0] X [1] X [2] . . . X [N − 1]
]T

, (1.45)y WN es una matriz simétria on respeto a su diagonal que ontiene los fatoresde giro adeuadamente rotados
WN =



















W 0
N W 0

N W 0
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la matriz WN es onoida omo matriz de Fourier.Note que (1.43) representa la mejor aproximaión a los oe�ientes de Fourieren el sentido de mínimos uadrados. Es deir la DFT estima los oe�ientes de lamejor señal periódia que se ajusta a la señal original en un sentido de mínimosuadrados.1.2.3. Respuesta en freuenia de la DFTLa respuesta en freuenia es útil para evaluar el desempeño de la DFT anteel ontenido freuenial de su entrada, para obtener la respuesta en freuenia seanaliza (1.42), de la ual se puede deduir que la DFT está formada por un onjuntode N �ltros los uales están dados por las hileras de WN , además dihas olumnasse relaionan por modulaiones.Para ilustrar lo anterior onsidere a una DFT de N puntos, la primera hilerade WN representa la respuesta impulsional del primer �ltro (omponente de CD4.,y está dada por:
h1[n] =

{

1 n = 0, 1, . . . , N − 1,

0 en otro aso, (1.47)uya respuesta en freuenia está dada por:
H1(ω) =

sen(ωL
2
)

sen(ω
2
)
e−j(ω/2)(L−1). (1.48)Entones, para la i-ésima olumna de la DFT se tiene:

hi[n] = h1[n]W
ni
N , (1.49)mientras que a onseuenia de (1.49), en el dominio de la freuenia la respuesta enfreuenia de hi[n] orresponde al desplazamiento de H1(ω) a la i-ésima freueniaarmónia

Hi(ω) = H1(ω − iWN). (1.50)Las respuestas en freuenia Hi(ω) para i = 0, 1, . . . , (N − 1) implíitas en laDFT son mostradas en la Fig. 1.2, note que existen in�ltraiones en los estimadosdebido a que la respuesta en freuenia del i-ésimo estimado solamente presentaganania unitaria alrededor de la i-ésima armónia y gananias nulas en todas lasdemás, on lo ual se tiene que el estimado estará ontaminado por �ltraiones4La omponente de orriente direta (CD) de la señal x(t) se de�ne por ∫∞

−∞
x(t)dt22
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Figura 1.2: Respuesta en freuenia del bano de �ltros implíito en la DFT.de omponentes freueniales si la respuesta en freuenia de la señal existe nosolamente en las freuenias armónias, es deir si las ondiiones de periodiidad noson umplidas.Con respeto al omportamiento de la DFT ante señales uasi-periódias (omola mostrada en la Fig. 1), se tiene que la in�ltraión de la j-ésima armónia en elestimado de la i-ésima armónia es en realidad la derivada de la primera. Esto se debea la respuesta en freuenia de la DFT, la ual presenta gananias lineales alrededorde las armónias que no son de interés, las uales orresponden a difereniadores deprimer orden.
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Capítulo 2La transformada Taylor-Fourier
2.1. IntroduiónLa idea de este trabajo onsiste en relajar las restriiones impuestas sobre lasarmónias en el modelo de señal usado en la transformada de Fourier al representarel omportamiento de ada armónia dentro del intervalo de observaión por unaonstante en amplitud y fase. En lugar de esto, ada armónia será modelada poruna funión temporal dada por un polinomio de Taylor de orden mayor a ero. Elmodelo expandido ondue a una mejora del análisis de Fourier al expandir la basede la FT. En esta forma, los oe�ientes de la Transformada Taylor-Fourier inluirán,en adiión al valor instantáneo de ada �utuaión armónia, sus primeras derivadasomo en ualquier aproximaión de Taylor. Entones, el subespaio generado por laTFT será igual o mayor al generado por la base de la FT. En onseuenia, el errorde aproximaión de la TFT será siempre menor o igual al error de aproximaión dela FT. Adiionalmente, los oe�ientes de orden ero preservan su signi�ado físioy una mejora on respeto a las lásios oe�ientes de Fourier, lo anterior se debea que la TFT repele las in�ltraiones de las derivadas de las �utuaiones en susoe�ientes.Una objeión, es el heho de que los términos de Taylor 1, t, t2, . . . , tK no formanuna base ortogonal, así que la base formada por dihos elementos es biortogonal.Esta objeión puede ser respondida al argumentar que la ortogonalidad no es unaondiión neesaria para la existenia de la aproximaión en el sentido de mínimosuadrados. La únia ondiión neesaria es la independenia lineal de los vetoresde la base [6℄. Por otro lado, debido al heho de manejar una serie de potenias, se24



tiene que los elementos de la base se aeran a la dependenia lineal para un valorde K lo su�ientemente grande, por lo ual no se puede garantizar que exista unasoluión para ualquier onjunto de parámetros [36℄.En adiión, si la soluión existe, la respuesta en freuenia del bano de �ltrosasoiado al estimador es máximamente lisa alrededor de las freuenias armónias.La respuesta en freuenia posee gananias que orresponden a las gananias de losdifereniadores ideales alrededor de la armónia de interés, y gananias nulas en adaotra freuenia armónia.La ontribuión prinipal de este trabajo es el proveer una nueva transformaióndigital referida omo transformada Taylor-Fourier. La ual proporiona un bano de�ltros FIR mejorado para estimaión armónia. Los nuevos �ltros poseen gananiaslisas alrededor de la armónia de interés (lo ual implia una estimaión sindistorsión en amplitud o fase de la misma), y mejor rehazo de la interfereniaarmónia (ganania nula en ualquier otra armónia). Mediante esta transformaiónse obtienen nuevos oe�ientes de Taylor en adiión a las oe�ientes de Fouriermejorados, los nuevos oe�ientes orresponden a los estimados de las primerasderivadas de las armónias dinámias.El resto del Capítulo se enuentra organizado de la siguiente manera: Enla primera seión, el modelo de señal es desrito en sus versiones ontinua ydisreta. Después, la respuesta en freuenia del bano de �ltros FIR asoiado alestimador es araterizada. Enseguida se ilustran algunas propiedades del estimador.Un ejemplo es presentado, el ual ilustra la mejora en los estimados on respeto a losestimados obtenidos vía FFT. Finalmente se presentan las onlusiones prinipalesy limitaiones de la nueva ténia.2.2. Modelo de señalSea L2(R) el espaio de Hilbert que ontiene todas las funiones realesabsolutamente integrables, y sea x(t) ∈ L2(R) una señal no neesariamente periódia,la ual está dada por:
x(t) =

H
∑

h=0

ah(t) cos(2πhf1t+ ϕh(t)) (2.1)
25



o equivalentemente por:
x(t) =

H
∑

h=−H

ch(t)e
j2πhf1t, (2.2)donde f1 representa la freuenia fundamental, H el número máximo de armóniasinluidas en el modelo, ah(t) y ϕh(t) las variaiones en amplitud y fase de la h-ésimaarmónia.En una forma ompata ch(t) = ah(t)e
jϕh(t) puede ser de�nida omo laenvolvente ompleja de ada armónia h. Nuestra hipótesis prinipal es que ch(t)es limitada en banda por ρ, on ρ ≪ f1. Note que si ρ → 0 entones ch(t) → ch on

ch representando un oe�iente omplejo onstante para toda h, y entones (2.2) seonvertirá en la lásia fórmula de síntesis de la serie de Fourier:
xp(t) =

H
∑

h=−H

che
j2πhf1t, (2.3)on xp(t) siendo una señal periódia.Las señales periódias puras pueden se representadas por (2.3) sin errores,on ci para i = −H, . . . , H representando a sus armónias. Bajo estas ondiionesel análisis de Fourier es apropiado. Pero uando el sistema que genera la señal seenuentra bajo un transitorio, existen variaiones en amplitud y fase que oasionanuna pérdida de periodiidad en la señal. En este aso (2.3) deja de ser un modeloválido, y la estimaión realizada será pobre.Por otro lado, si las variaiones en amplitud y fase son lentas omparadas onla fundamental, el modelo expandido (2.1)-(2.2) es más apropiado, porque permiteambios lentos en la armónias, dihos ambios dinámios deben de ser lentos paraque las armónias puedan ser espetralmente de�nidas por un onjunto de señalespaso banda on freuenias entrales loalizadas en múltiplos de la fundamental f1.Este enfoque abre las tradiionales líneas espetrales de las armónias en estadoestaionario a veindades alrededor de ada freuenia armónia.2.2.1. Caso ontinuoNuestro problema onsiste en enontrar buenas estimaiones de ch(t) usandolas mediiones de x(t) dentro de una ventana de observaión t ∈ [−∆,∆]. Paraalanzar esta meta se propone el uso de una base, la ual genera un subespaio

S ⊂ L2(R), para onstruir la base se usan el siguiente onjunto de vetores26



linealmente independientes:
ψ(k,h)(t) = tke−j2πhf1t,

t ∈ [−∆,∆]

k = 0, 1, . . . , K

h = −H, . . . , H

(2.4)los uales representan versiones moduladas de potenias enteras de t (i.e. unaserie de MLaurin de orden K alrededor de ada armónia). Cualquier señal x̃(t)perteneiente a S puede ser expresada por una ombinaión lineal de los elementosde la base:
x̃(t) =

K
∑

k=0

H
∑

h=−H

σ(k,h)t
ke−j2πhf1t. (2.5)Se requiere enontrar la mejor aproximaión x̃(t) en S a x(t) en un sentido demínimos uadrados, diha aproximaión está dada por:

x̂(t) =
K
∑

k=0

H
∑

h=−H

σ̂(k,h)t
ke−j2πhf1t, (2.6)de (1.2) se tiene que los oe�ientes óptimos están dados por:

σ̂(k,h) = 〈ψ̃(k,h)(t), x(t)〉, (2.7)donde ψ̃(k,h)(t) representa a los elementos de la base dual. La existenia de dihoselementos es garantizada por la independenia lineal de los elementos elegidos paraonstruir la base. Los elementos de la base dual ψ̃(k,h)(t) pueden ser vistos omo losúnios elementos en S que garantizan satisfaer las restriiones de ortogonalidad.
〈ψ(k,h)(t), ψ̃(ℓ,m)(t)〉 =

{

1 k = ℓ, h = m

0 en otro aso, t ∈ [−∆,∆]

k, ℓ = 0, 1, . . . , K

h,m = −H, . . . , H.

(2.8)Note que el análisis de Fourier usa un subonjunto ortogonal (on K=0) de loselementos de la base, el ual representa orretamente solamente a señales periódias.Entones, el estimado de Fourier es la mejor aproximaión periódia a x(t) en elsentido de mínimos uadrados. Visto de otra manera, Al inluir términos de Taylorno onsiderados en la base de Fourier, una mejor aproximaión a x(t) será alanzada
||x(t)− x̂(t)||2 ≤ ||x(t)− x̂F (t)||2 , (2.9)on ||· ||2 representando la norma L2. Note que la igualdad en (2.9) se umple sólopara x(t) periódia. 27



2.2.2. Caso disreto e implementaiónLo anterior es válido para el aso ontinuo. En el aso disreto los elementosde la base son la versión uniformemente muestreada de (2.4) on N muestras, esreomendable usar un número de muestras impar, ya que esto asegura una muestra enel entro del intervalo de observaión, donde la aproximaión de Taylor es realizada.En el aso disreto la euaión de síntesis puede ser vista omo la versiónmuestreada de (2.6):
x̂[n] =

K
∑

k=0

H
∑

h=−H

θ̂(k,h)T
k
s n

ke−j2πhf1nTs, (2.10)donde Ts es el periodo de muestreo.Al igual que en la seión 1.1.5, la euaión de síntesis puede ser representadatambién omo una transformaión lineal:
x̂ = Bθ̂ (2.11)on θ̂ ∈ C(K+1)(2H+1) representando un vetor olumna el ual ontiene los oe�ientesóptimos θ̂(k,h), B ∈ CN×(K+1)(2H+1) representando una matriz, la ual ontiene enada olumna N muestras de ada elemento de la base disreta ψ(k,h)[n], y x̂ ∈ RNsiendo un vetor olumna on N muestras de la señal de entrada.Por otro lado, al igual que en (2.7), la euaión de análisis depende de la basedual [37, p. 47℄:

θ̂(k,h) = 〈ψ̃(k,h)[n], x[n]〉, (2.12)donde 〈· , · 〉 representa el produto punto disreto. Este onjunto de euaiones sondadas por la soluión de las euaiones normales de la aproximaión de mínimosuadrados (Vea seión 1.1.3):
θ̂ = (BHB)−1BHx, (2.13)donde H denota hermitiana y (BHB)−1BH = B† es la matriz pseudoinversa.Como se disutió en la seión 1.1.5, al omparar (2.12) y (2.13) se dedueque las hileras de la pseudoinversa B† orresponden a los elementos de la base dual.Entones el aso disreto puede ser implementado al alular la pseudoinversa de

B, la ual esta formada por N muestras de ada vetor de la base. Para garantizarla existenia de la pseudoinversa es neesario onstruir un sistema de euaiones28
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Figura 2.1: Respuesta en freuenia del estimador TFT on K = 2,H = 5, y N = 48,en la ual la respuesta en freuenia de los estimadores de orden ero se muestra en(a), la de los oe�ientes de primer orden (b), y la de los oe�ientes de segundoorden en ().sobredeterminado, para esto es neesario que la antidad de muestras dentro de laventana de observaión umpla on:
N ≥ (2H + 1)(K + 1), (2.14)esta ondiión india la longitud mínima del estimador, y debido a que el estimadorestá ompuesto por un onjunto de �ltros FIR, (2.14) india el estimador de retardomínimo. El retardo mínimo en muestras ds está dado por:
ds =

(2H + 1)(K + 1)

2
. (2.15)
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2.2.3. Interpretaión de oe�ientesUn heho importante de la transformaión biortogonal presentada en la seiónprevia es el signi�ado físio de sus oe�ientes: El oe�iente σ̂(k,h) representa la k-ésima derivada de la h-ésima armónia. Esto se debe a que (2.5) puede ser vista omouna suma de series de MLaurin moduladas en ada freuenia armónia.En el aso ontinuo se tiene que:
σ̂(k,h) ≃

1

k!

dkch(t)

dtk

∣

∣

∣

∣

t=0

, (2.16)y en el aso disreto1:
θ̂(k,h) ≃

T ks
k!

dkch(t)

dtk

∣

∣

∣

∣

t=0

. (2.17)Si la señal de entrada x[n] se enuentra en el subespaio S generado por elmodelo de señal usado, entones el error de aproximaión será nulo, por lo ual(2.16) y (2.17) se onvertirán en igualdades. Para el modelo de señal Taylor-Fourier,lo anterior se umple uando las armónias presentan osilaiones polinomiales deun orden menor o igual a K.En la siguiente seión se muestra que la alidad de la aproximaión (2.17)también puede ser uanti�ada en términos del ontenido freuenial de adaarmónia. Esto se debe a la respuesta freuenia del estimador, que está dada porun bano de �ltros FIR, los uales presentan gananias máximamente lisas (verde�niión 2.1) alrededor de ada freuenia armónia.2.3. Banos de �ltrosEl estimador propuesto está formado por un bano de (K + 1) �ltros FIRalrededor de ada freuenia armónia. Las propiedades de los �ltros dependenexlusivamente de los elementos de la base dual ya que sus respuestas impulsionalesson versiones re�ejadas de los mismos.Nota 2.1 Sea H(k,h)(ω) la respuesta en freuenia del �ltro que obtiene el oe�ienteasoiado a la k-ésima derivada de la h-ésima armónia, y sea Ψ̃(k,h)(ω) el elementode la base dual asoiado al mismo oe�iente, entones:
H(k,h)(ω) = Ψ̃(k,h)(−ω). (2.18)1asumiendo un número de muestras N impar.30



Prueba. La orrelaión implíita en (2.7) implia que las respuestas impulsionalesde dihos �ltros están dadas por la re�exión de los elementos de la base dual:
h(k,h)(t) = ψ̃(k,h)(−t), (2.19)donde h(k,h)(t) denota la respuesta impulsional del �ltro asoiado a la k-ésimaderivada de la h-ésima armónia. En onseuenia, en el dominio de la freueniase umple (2.18). �Los �ltros resultantes tienen propiedades espetrales muy interesantes las ualespueden apreiarse en la Fig. 2.1, la ual muestra la respuesta en freuenia del banode �ltros para K = 2, H = 5 y N = 48 muestras.Note que las respuestas en freuenia del estimador de orriente direta (h = 0),la uales apareen resaltadas, se aeran a las respuestas en freuenia ideales dentrode un veindario alrededor de ω = 0, además poseen gananias nulas y planasalrededor de todas las freuenias armónias. Esto india una extraión perfeta delas derivadas del omponente analizado, y rehazo perfeto de los demás omponentesarmónios, uando la densidad espetral de las armónias está on�nada en dihosveindarios.También note que ada estimador armónio es una versión modulada delestimador de orriente direta, entones, si es que el espetro de la señal estáon�nado en veindarios entrados alrededor de ada freuenia armónia, adaestimador armónio será un exelente extrator de las primeras derivadas de su propiaenvolvente ompleja, y rehazará el resto. Una expliaión de estas propiedades puedeser enontrada en las seiones 2.5-2.7.2.4. ConvergeniaUna de las prinipales preguntas es si la serie (2.6) onverge o no a x(t) altomar más términos en uenta en la misma. A ontinuaión se presentan diferentestipos de onvergenia.2.4.1. Convergenia media uadrátiaLa onvergenia media uadrátia es una de las formas más débiles deonvergenia e india que x̂(t) se aproxima a x(t) en un sentido de mínimos31



uadrados, es deir que la norma del error al uadrado se disminuye al tomar mástérminos de la serie en uenta.Teorema 2.1 Sea x(t) una señal absolutamente integrable, y sean x̂κ1(t) y x̂κ2(t)sus aproximaiones FT de orden κ1 y κ2 respetivamente, entones si κ1 > κ2 setiene que:
||x(t)− x̂κ1(t)||

2
2 ≤ ||x(t)− x̂κ2(t)||

2
2 (2.20)Prueba. Debido a que las señales x̂κi(t) para i = 1, 2 representan las mejoresaproximaiones en el sentido de mínimos uadrados, la señal x(t) se puede representaren ambos asos por la suma de dos señales ortogonales:

x(t) = x⊥κ1(t) + x̂κ1(t) = x⊥κ2(t) + x̂κ2(t), (2.21)las uales representan la señal proyetada en el espaio generado por ada unade las bases x̂κi(t) y los errores de aproximaión x⊥κi(t), los uales umplen on
x⊥κi(t)⊥x̂κi(t) para i = 1, 2. De (2.21) se deriva que:

x⊥κ2(t) = x⊥κ1(t) + x̂κ1(t)− x̂κ2(t). (2.22)En formato matriial, es posible representar ada una de las estimaiones x̂κi(t)en (2.22) por una ombinaión lineal de los elementos de ada base Bκiφ̂κi,
x⊥κ2(t) = x⊥κ1(t) +Bκ1φκ1 −Bκ2φκ2, (2.23)donde Bκi ontiene los elementos de ada base en sus olumnas y φκi ontiene losoe�ientes de ada ombinaión lineal, note que κ1 > κ2 → Bκ2 ⊂ Bκ1 por lo ualse deriva que:

x⊥κ2(t) = x⊥κ1(t) +Bκ1φκ1,κ2, (2.24)donde φκ1,κ2 = φκ1 − [φTκ2 | 0 . . .0]
T , y además se tiene que el error de proyeiónumple on x⊥κ1(t)⊥Bκ1φκ1,κ2 debido a que éste se enuentra dentro del espaionulo de la matriz Bκ1. Por lo tanto al apliar la norma L2:

||x⊥κ2(t)||
2
2 = ||x⊥κ1(t)||

2
2 + ||Bκ1φκ1,κ2||

2
2 (2.25)y ya que ||Bκ1φκ1,κ2||

2
2 ≥ 0 se tiene que

||x⊥κ1(t)||
2
2 ≤ ||x⊥κ2(t)||

2
2 (2.26)

||x(t)− x̂κ1(t)||
2
2 ≤ ||x(t)− x̂κ2(t)||

2
2 (2.27)
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Corolario 2.1 Note que para garantizar la igualdad se neesita que x(t) ∈span{Bκ2}

||Bκ1φκ1,κ2||
2
2 = 0 =⇒ Bκ1φκ1,κ2 = 0, (2.28)lo ual, debido a la independenia lineal de las olumnas de Bκ1 implia

Bκ1φκ1,κ2 = 0 =⇒ φκ1,κ2 = 0 =⇒ x(t) = Bκ2φκ2. (2.29)2.4.2. Convergenia puntual en t = 0La onvergenia puntual en el origen india que la aproximaión tiende ala señal real en el origen, a diferenia de la onvergenia media uadrátia laonvergenia puntual en el origen es onseuenia del modelo de señal usado.Teorema 2.2 Sea x(t) la señal de entrada, la ual está dada por (2.1) on ch(t)representando la envolvente de ada armónia por una funión pasa bajas, sea x̂(t)la estimaión de Taylor Fourier de K-ésimo orden, sea t ∈ [−∆,∆] el intervalodel tiempo en el ual están de�nidas x(t) y x̂(t), y sea δ > 0 una onstantearbitrariamente pequeña, entones:
|x(t)− x̂(t)|t=0 ≤ δ, para un orden K lo su�ientemente grande. (2.30)Prueba.El error de aproximaión x(t)− x̂(t) está dado por:

x(t)− x̂(t) =
H
∑

h=−H

K
∑

k=0

(

ch(t)− σ̂(k,h)t
k
)

e−jωht, (2.31)por lo tanto, el error en el entro del intervalo depende úniamente de la estimaiónde los oe�ientes de orden ero:
|x(t)− x̂(t)|t=0 ≤

H
∑

h=−H

∣

∣ch(0)− σ̂(0,h)
∣

∣ , (2.32)entones, para garantizar que el error se puede reduir al aumentar el orden de Taylores neesario analizar ada elemento de la sumatoria en (2.32).Se analiza el proeso de estimaión de ada oe�iente de orden ero de laserie, ada oe�iente se puede desomponer en dos términos, el valor verdadero y elerror debido a la in�ltraión de los omponentes no tomados en uenta en el modelo.33



Usando (2.1) en (2.7) se tiene que el oe�iente de orden ero de la h-ésima armóniaestá dado por:
σ̂(0,h) = 〈ψ̃(0,h)(t),

H
∑

h=−H

ch(t)e
j2πhf1t〉, (2.33)donde ch(t) es ontinuamente difereniable ∀h debido a que ch(t) es una señal deenergía �nita aotada en freuenia, por lo tanto es posible representar ada ch(t)por una serie de MLaurin de la forma:

ch(t) =

∞
∑

r=0

c
(r)
h (0)

r!
tr =

K
∑

r=0

c
(r)
h (0)

r!
tr +RK+1(t), (2.34)donde

RK+1(t) =
∞
∑

r=K+1

c
(r)
h (0)

r!
tr =

c
(K+1)
h (β)

(K + 1)!
tK+1 (2.35)on β representando a un punto arbitrario dentro del intervalo de observaión

t ∈ [−∆,∆].Al usar (2.34) en (2.33) se tiene que el oe�iente σ̂(0,h) se da por:
σ̂(0,h) = 〈ψ̃(0,h)(t),

H
∑

h=−H

(

K
∑

r=0

c
(r)
h (0)

r!
tr +RK+1(t)

)

ej2πhf1t〉, (2.36)y usando la propiedad de linealidad del produto punto:
σ̂(0,h) = 〈ψ̃(0,h)(t),

H
∑

h=−H

K
∑

r=0

c
(r)
h (0)

r!
trej2πhf1t〉+ 〈ψ̃(0,h)(t), RK+1(t)e

j2πhf1t〉, (2.37)el primer elemento de la suma en (2.37) orresponde al valor real debido a lapropiedad de ortonormalidad de los elementos de la base dual, mientras que elelemento restante orresponde a la in�ltraión del error.
σ̂(0,h) = ch(0) +

H
∑

h=−H

〈ψ̃(0,h)(t), RK+1(t)e
j2πhf1t〉. (2.38)Para garantizar que el oe�iente estimado onverge al valor real, se debe degarantizar que la in�ltraión del residuo de la serie onverge a ero onforme aumenta

K. Usando la desigualdad de Cauhy-Shwartz se tiene que:
σ̂(k,h) − ch(0) ≤

H
∑

h=−H

∣

∣

∣

∣

∣

∣
ψ̃(0,h)(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
||RK+1(t)||2 , (2.39)34



donde la norma del residuo se da por:
||RK+1(t)||2 =

∫ ∆

t=−∆

c
(K+1)
h (β)tK+1

(K + 1)!
dt ≤

∫ ∆

t=−∆

Mh∆
K+1

(K + 1)!
dt =

2Mh∆
K+2

(K + 1)!
. (2.40)Note que debido a que ada ch(t) es paso banda se garantiza c(K+1)

h (t) ≤Mh ≤

∞ ∀t ∈ [−∆,∆] y ∀h [38, p. 133-136℄, por lo tanto el error en la estimaión deloe�iente σ̂(0,h) está aotado por:
σ̂(0,h) − ch(0) ≤

H
∑

h=−H

2Mh∆
K+2

(K + 1)!

∣

∣

∣

∣

∣

∣
ψ̃(0,h)(t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2
:= κh ≤ ∞, (2.41)lo ual signi�a que la in�ltraión en el estimado se redue al aumentar el orden dela serie.Finalmente, retomando (2.32) se tiene que:

∣

∣

∣
x(t)− ˆx(t)

∣

∣

∣

t=0
≤

H
∑

h=−H

∣

∣ch(0)− σ̂(0,h)
∣

∣ ≤
H
∑

h=−H

|κh| ≤ δ <∞, (2.42)por lo tanto para un K lo su�ientemente grande, el error en el entro del intervaloes tan pequeño omo se desee. �2.5. Errores máximamente nulosUna propiedad muy interesante del estimador propuesto es la presenia deerrores máximamente lisos, lo ual signi�a que el espetro del error E(ω) es nulo enveindarios alrededor de ada freuenia armónia. Esta propiedad es de partiularinterés para nuestra apliaión, ya que garantiza errores de reonstruión pequeñosante la presenia de señales uasi-periódias omo las desritas en la Fig. 1.2.De�niión 2.1 Una funión f(x) es máximamente lisa alrededor del punto x = p,sí y sólo sí:
drf(x)

dxr

∣

∣

∣

∣

x=p

= 0, r = 1, . . . , κ. (2.43)Note que si se anulan las primeras derivadas de la señal en ierto punto, entonesésta presentará una planiie alrededor del punto en uestión, además si la funión esmáximamente lisa y umple f(x)|x=p = 0, se die que es máximamente nula. Antesde analizar la planiie del error se omienza por mostrar una versión modulada delteorema de los momentos [15℄ la ual será neesitada después.35



De�niión 2.2 Sean
mk,ωh

=

∫ ∞

−∞

f(t)tke−jωhtdt (2.44)los momentos de la modulaión de f(t), F (ω) la transformada de Fourier de f(t), y
F (k)(ωh) la k-ésima derivada de F (ω) en ωh, entones:

F (k)(ωh) = (−j)kmk,ωh
. (2.45)Lema 2.1 Sea E(ω) el error espetral de la aproximaión Taylor-Fourier.

E(ω) = X(ω)− X̃(ω), (2.46)entones, se mantiene que E(ω) es máximamente liso alrededor de ωh = 2πf1h para
h = −H, . . . , H.Prueba. En el dominio de la freuenia el error es dado por:

E(ω) = X(ω)− X̃(ω). (2.47)Para un error máximamente liso alrededor de ada armónia se tiene que esneesario:
dkE(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=
dkX(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

−
dkX̃(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

= 0,
k = 0, 1, . . . , K

h = −H, . . . , H
(2.48)y usando el teorema de momentos y modulaión (ver de�niión 2.2):

dkE(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

= (−j)r (mk,ωh
− m̃k,ωh

) = 0,
k = 0, 1, . . . , K

h = −H, . . . , H
(2.49)note que, para lograr una diferenia máximamente nula en E(ω) alrededor de ω = ωhpara h = −H, . . . , H , se neesita igualar los primeros K momentos moduladosalrededor de ada freuenia armónia ωh. Usando (2.44) en (2.49) se tiene quepara garantizar una diferenia máximamente nula se neesita:

∫ ∞

−∞

tkx(t)ejωhtdt =

∫ ∞

−∞

tkx̃(t)ejωhtdt,
k = 0, 1, . . . , K

h = −H, . . . , H.
(2.50)Reemplazando el modelo de señal (2.5) en (2.50) y reaomodando términos:

∫ ∞

−∞

tkx(t)ejωhtdt =
n
∑

m=0

H
∑

l=−H

σ̂(m,l)

∫ ∞

−∞

tk+me−j(ωl−ωh)tdt,
k = 0, 1, . . . , K

h = −H, . . . , H,(2.51)36



se tiene que los oe�ientes que produen errores máximamente nulos en adafreuenia armónia deben de umplir (2.51). Esta ondiión orresponde a laseuaiones normales de la soluión de mínimos uadrados al usar el modelo de señalpropuesto, la misma fue desarrollada en (1.21). �Corolario 2.2 Sea x(t) la señal de entrada la ual está dada por (2.2) on ch(t)representando la envolvente de la h-ésima armónia por una funión limitada enbanda por βh, sea x̂(t) su estimado de K-ésimo orden, y sea δ > 0 una onstantereal positiva, entones:
|x(t)− x̂(t)| < δ, ∀t y para un βh lo su�ientemente pequeños (2.52)Prueba. Del lema 2.1 se tiene que el error tiene bandas de gananias nulas alrededorde ada armónia. Por otro lado el ontenido freuenial de la señal está on�nadoa las freuenias ωh ± βh para h = −H, . . . , H , por lo tanto para un max(βh) losu�ientemente pequeño se asegura que el ontenido freuenial de la señal se loaliedentro de las gananias máximamente nulas del error. �2.6. Existenia de la soluiónClaramente los resultados de la seión 2.4 indian que al aumentar el númerode elementos de la base se genera una mejor aproximaión de la señal de entrada.Por otra parte, para garantizar la existenia de los elementos de la base dual y deuna soluión al problema de minimizaión impliito en la TFT es neesario que loselementos de la base que soportan a la misma sean linealmente independientes losunos a los otros.En el aso partiular de la TFT, se tiene que los elementos de la base se aerana la dependenia lineal al aumentar el número de elementos usado omo base en laTFT.Por ejemplo onsidere el onjunto de funiones fi(t) = ti de�nidas sobre elintervalo t ∈ [−1, 1] para i = 0, 1, . . . , K. Entones para un K lo su�ientementegrande se tiene que

fK−2(t) ≃ fK(t) ≃















−1 para t = −1

1 para t = 1

0 en otro aso, (2.53)37



si K es impar, mientras que si K es par se tiene
fK−2(t) ≃ fK(t) ≃















1 para t = −1

1 para t = 1

0 en otro aso. (2.54)Note que las funiones fi(t) son linealmente dependientes para ambos asosy no es posible generar una base biortogonal a partir de las mismas. Lo anteriorpuede ser generalizado al aso de la TFT, la Fig. 2.2 muestra el número de ondiiónde la matriz de Gram2 implíita en la soluión de mínimos uadrados de la TFT.Para obtener la grá�a se varían en orden de la serie K y el número de armónias
H manteniendo longitudes temporales mínimas de auerdo a (2.14). Note que alaumentar el orden K o el número de armónias H el número de ondiión aumenta.Lo anterior india que existen problemas numérios para invertir la matriz de Grampara un K o H lo su�ientemente grande.2.7. Respuesta en freueniaEsta seión explia el porqué la respuesta en freuenia del bano de �ltrosusado omo estimador alanza propiedades espetrales tan interesantes.Como fue mostrado en la Fig. 2.1, la respuesta en freuenia del h-ésimo �ltropresenta las gananias de un difereniador ideal alrededor de la freuenia armóniade interés, y gananias nulas alrededor del resto de las armónias. A ontinuaión semuestra que esta partiularidad de la respuesta en freuenia es una onseueniade la soluión de mínimos uadrados y los elementos elegidos para onstruir la basede la TFT.Teorema 2.3 Sean ψ(k,h)(t) los elementos de la base presentados en (2.4), ψ̃(k,h)(t)los elementos de la base dual, y h(k,h)(t) = ψ̃(k,h)(−t) las respuestas impulsionalesde los �ltros. Sean Ψ(k,h)(ω), Ψ̃(k,h)(ω) y H(k,h)(ω) sus transformadas de Fourierrespetivamente. Entones:

∣

∣

∣

∣

dkH(ℓ,m)(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 k = ℓ, h = m

0 en otro aso. (2.55)2El número de ondiión de una matriz uadrada india el radio entre los valores singularesmáximo y mínimo de la matriz. Un número de ondiión alto india problemas numérios al invertirla matriz relaionada a este número. 38
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Figura 2.2: Aumento del número de ondiión al aumentar la antidad de elementosde la base mediante el parámetro K o H .Prueba. Para probar (2.55), es posible usar la de�niión de los elementos queforman la base de la TFT (2.4), en las ondiiones de biortogonalidad implíitas enel problema de mínimos uadrados (2.8):
∫ ∞

−∞

ψ̃(ℓ,m)(t)t
kej2πhf1tdt =

{

1 ℓ = k,m = h

0 en otro aso, k, ℓ = 0, 1, . . . , K

h,m = −H, . . . , H.
(2.56)A partir del teorema de modulaión y del teorema de los momentos (verde�niión 2.2), se tiene que es posible expresar (2.56) por:

∣

∣

∣

∣

∣

dkΨ̃(ℓ,m)(−ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 ℓ = k,m = h

0 en otro aso, k, ℓ = 0, 1, . . . , K

h,m = −H, . . . , H,
(2.57)y usando (2.18), se tiene que la respuesta en freuenia del ℓ-ésimo �ltro difereniadorde la m-ésima armónia debe de umplir on:

∣

∣

∣

∣

dkH(ℓ,m)(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 ℓ = k,m = h

0 en otro aso, k, ℓ = 0, 1, . . . , K

h,m = −H, . . . , H.
(2.58)39



�En (2.58) se representa un onjunto de ondiiones máximamente lisas [39℄-[40℄, las uales indian que la respuesta en freuenia de los �ltros asoiados a iertafreuenia armónia exhiben la ganania de un difereniador ideal alrededor de estafreuenia en partiular, y unas gananias máximamente nulas alrededor del restode las armónias. Este omportamiento es mostrado en la Fig. 2.1.2.8. Ceros de la respuesta en freueniaLa ondiión (2.55) establee que la respuesta en freuenia del k-ésimodifereniador de la h-ésima armónia debe de tener k eros en la freuenia armóniaanalizada, on lo ual se genera la ganania ideal en la h-ésima armónia. Ademásde tener K + 1 eros en ada una de las otras armónias, lo ual genera bandas derehazo máximamente lisas alrededor de dihas armónias [29℄. De esta manera esposible expresar la respuesta en freuenia del estimador de la manera siguiente:
∣

∣H(k,h)(ω)
∣

∣ = |(ω − ωh)|
k
∏

ℓ 6=h

|(ω − ωℓ)|
K+1 |R(ω)| (2.59)donde R(ω) es un polinomio libre el ual tiene N − (h− 1)(K + 1)− k raíes.Note que la ondiión (2.59) es también valida para la DFT, en este aso larespuesta en freuenia del estimador de la h-ésima armónia está dada por unafunión seno ardenal, la ual umple on:

|Fh(ω)| =
∏

ℓ 6=h

|(ω − ωℓ)| |R(ω)| (2.60)La respuesta en freuenia del estimador de DC usado en la DFT (K = 0,
H = 2, N = 15 muestras) y de la TFT (K = 2, H = 2, N = 15 muestras)son omparadas en la Fig. 2.3. Note que la DFT posee solamente un ero en adaarmónia debido a (2.59), mientras que la TFT posee tres eros en ada armónia. Poresta razón los �ltros usados por la TFT tienen bandas freueniales nulas alrededorde las freuenias armónias no analizadas y no sólo un punto omo en el aso de laDFT. Los �ltros usados en la TFT no pueden ser vistos omo versiones trasladadas enfreuenia de los �ltros usados en estimaión fasorial dados en [13℄-[14℄. La inseriónde nuevos elementos a la transformaión produe las respuestas on bandas nulas enada freuenia armónia que no sea la de interés.40
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Figura 2.3: La respuesta en freuenia del estimador de DC del algoritmo TFT poseetres eros ada freuenia armónia en lugar de sólo uno omo en el aso del algoritmoFT. En este último aso, la presenia de un sólo ero orresponde a una ganania deun derivador de primer orden alrededor de ada freuenia armónia.Note en la Fig. 2.3 que los lóbulos laterales aumentan on respeto a la DFT,pero la supresión armónia prevaleerá sobre la ampli�aión sub-armónia si es queel ontenido freuenial de la señal está on�nado en veindarios alrededor de lasfreuenias armónias. En adiión es posible reduir la ganania sub-armónia delestimador TFT usando ventanas para ponderar el riterio de mínimos uadrados[39℄-[40℄.
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s(t) = a(t)

(

∞
∑

h=0

ch cos(2πhf1t)

) (2.61)la señal de entrada al estimador, on f1 = 50 Hz, y oe�ientes de Fourier (c1 = 1,
c3 =.4, and c5 =.2), donde a(t) representa la osilaión en amplitud dada por elsiguiente polinomio de segundo orden:

a(t) =
at2 + bt + c

d
, (2.62)on oe�ientes a = 1, b = −1000, c = 1 y d = 2,5 × 105. La señal digitalorrespondiente es obtenida al muestrear (2.61) on 20 muestras por ilo 1/f1 yes mostrada en la Fig. 2.5. 43
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Los estimados de orden ero (k = 0) de la TFT son mostrados en la Fig. 2.7,estos son más limpios que los de la FFT. Lo anterior se umple no sólo para losestimados de orden ero, también se umple para los estimados de los oe�ientes deTaylor. En la Fig. 2.8 se muestra que las derivadas estimadas se dan por polinomiosde primer orden omo era de esperarse.Se reonstruye la señal estimada usando las euaiones de síntesis on ambosestimados. Como es de esperarse, el error de aproximaión de la TFT es menor queel de la FFT. Esto es debido a que la TFT usa una expansión de la base de Fourier,la ual es muho más adeuada para ambios dinámios de las armónias dentro delintervalo de observaión. Además, se obtienen estos resultados debido a que en esteaso la señal de entrada se enuentra dentro del subespaio generado por la TFT.Distintos ejemplos on señales reales son mostrados en el Capítulo 4.Para evaluar el desempeño global de ambos estimadores se usa el error demínimos uadrados normalizado (Normalized Root Mean Square Error, NRMSE)omo funión de osto, el ual está de�nido por:NRMSE =

√

∑

n |ŝ(n)− s(n)|2
∑

n |s(n)|
2 , n ∈ P, (2.63)donde P es el onjunto de todos los estimados realizados on la memoria del �ltro(bu�er) llena. La tabla 4.1 muestra el NRMSE de los estimados de los oe�ientesde Fourier obtenidos on ambos estimadores. Los errores de estimaión en losoe�ientes de Fourier son ilustrados para ambos asos en la Fig. 2.9.A partir de esta evidenia es posible onluir que la TFT onlleva a unamejor estimaión en omparaión a la realizada on la FFT. Lo ual se debe a unamejor separaión del ontenido armónio de la señal de entrada, lo anterior es unaonseuenia del modelo de señal utilizado, ya que la TFT repele las omponentesque son in�ltradas a la FFT graias a su respuesta en freuenia plana alrededorde las freuenias armónias. Por supuesto, bajo ondiiones estaionarias, ambosestimadores produen los mismos resultados.Tabla 2.1: NRMSE para los oe�ientes de Fourier y Taylor Fourier.Dynami harmoni FT TFT

c
(0)
1 (t) 2,68× 10−5 2,81 × 10−12

c
(0)
3 (t) 1,03× 10−4 6,71 × 10−12

c
(0)
5 (t) 1,78× 10−4 3,59 × 10−1745
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las gananias máximamente lisas del estimador se enuentran. Esta informaión esmuy útil para monitoreo, ompresión de datos y apliaiones de ontrol.El desempeño del estimador es evaluado a través de un ejemplo, el ual muestrauna reduión en el error NRMSE en la estimaión de sus oe�ientes por un fatorde 10−7 on respeto a la FT. Esta mejora es obtenido debido a que la señal perteneeal subespaio generado por la TFT, de heho el error presente en la DFT es un errorde ómputo debido a la trunaión generada por el software. Ejemplos on señalesreales (fuera de ambos subespaios) son mostrados en el Capítulo 4.En general, se puede deir que la reonstruión mediante la TFT es másadeuada que la reonstruión usada por Fourier para este tipo de señales. Noteque la FT nuna tendrá un error de reonstruión menor a la TFT, simplementeporque el subespaio generado por la FT es ontenido en el subespaio de la TFT.
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Capítulo 3Reduión del osto omputaional
3.1. IntroduiónEsta seión se enfoa en reduir el osto omputaional neesario parausar el estimador Taylor-Fourier, uya metodología es presentada en las seionespreedentes.Para usar el estimador se requieren dos etapas, la primera de diseño, enla ual se obtiene el estimador al resolver las euaiones normales de mínimosuadrados (Least Squares, LS) para el modelo de señal propuesto, y la segunda deimplementaión, en la ual se realiza el proeso de �ltrado entre los �ltros FIR defase lineal resultantes y la señal de entrada.Es importante realar que la etapa de diseño presenta la mayor argaomputaional ya que es neesario obtener la matriz pseudoinversa B†. Esta etapasólo se tiene que alular una vez, mientras que la etapa de implementaión se realizauna vez para ada instante estimado.En resumen: la etapa de diseño es la enargada de mezlar todas lasrestriiones del modelo de señal para obtener el bano de �ltros FIR de fase lineal,mientras que la implementaión es la enargada de implementar el(los) �ltro(s) FIRde fase lineal asoiados on el(los) estimado(s) de interés.Debido a que el tema de implementaión de �ltros FIR es un tema bien onoido[15℄, [35℄, los métodos presentados en este Capítulo se enfoan en reduir la argaomputaional neesaria para realizar la etapa de diseño, es deir reduir en númerode operaiones neesarias para obtener una o más �las de B†1. A ontinuaión se1La ual ontiene las respuestas impulsionales del estimador en sus hileras (Vea seión 2.3).50



presentan diferentes métodos, los uales haen uso de diferentes ténias para agilizarel proeso de obtenión del estimador. Dihas ténias son: la respuesta en freuenia,el uso de simetrías en el modelo de señal, las ondiiones máximamente lisas de los�ltros y la FFT.3.2. Diseño del estimadorClaramente la etapa que requiere un mayor esfuerzo omputaional es la etapade diseño, ya que es neesario obtener la pseudoinversa de una matriz de grandesdimensiones. Y es que, aunque este proeso se realiza una únia vez y fuera de línea,agilizarlo es bené�o para disminuir la arga omputaional.En el Capítulo anterior la matriz pseudoinversa fue usada para obtener elestimador, el mismo está formado por el bano de �ltros que aporta la mejor soluiónen el sentido de LS al problema propuesto. Pero debido a que la pseudoinversa alulatodo el bano de �ltros a la vez, su uso no es onveniente si solamente se tiene interésen estimar iertos oe�ientes, es deir uando solamente se tiene interés en alulariertas respuestas impulsionales, mas no todas.Reuerde que en el aso disreto el estimador óptimo en el sentido de mínimosuadrados está dado por:
θ̂(k,h) = 〈ψ̃(k,h)(n), x(n)〉, (3.1)donde ψ̃(k,h)(n) representa a los elementos de la base dual. En el aso disreto dihasoluión orresponde a los renglones de la matriz pseudoinversa B† = (BHB)−1BH,on B representando en sus olumnas la versión disreta de los elementos de la base

ψ(k,h)(n).Entones, para obtener la soluión en el aso disreto es neesario alular lamatrizB†. De espeial interés es el aso de longitud mínima. Reuerde que la longituddel �ltro está dada por (2.14), la ual es repetida aquí para failitar la letura:
N ≥ (K + 1)H̄, (3.2)donde H̄ = 2H+1. Cuando la igualdad en (3.2) se umple la longitud de los �ltros esminimizada, lo que implia una arga omputaional y a un retraso mínimo. Aunquees posible elaborar banos de longitud N par, el heho de que la longitud N seaimpar es importante, ya que se de esta manera se asegura la relaión que existe entrelos oe�ientes estimados y las derivadas de las armónias dinámias evaluadas en el51



entro del intervalo de observaión [41℄. Llamaremos Ni a la longitud impar mínima,la ual se de�ne omo el menor número impar que umple on (3.2).Al obtener B† se obtienen todas las respuestas impulsionales a la vez, lo ual noes neesario uando sólo se requiere estimar algunas armónias de la señal, pero notodas. En lo que sigue se alulan solamente los elementos de interés al implementarestimadores on una longitud impar mínima Ni, on lo ual la arga omputaionalneesaria para enontrar los oe�ientes estimados es minimizada, además los �ltrosresultantes tendrán retrasos mínimos o asi mínimos.Propiedades de simetría del estimador:El estimador está onformado por un onjunto de K + 1 �ltros alrededor deada armónia. El heho de que dihos �ltros sean de naturaleza FIR de fase linealindia que sus respuestas impulsionales tienen propiedades de simetría, las ualespueden aproveharse para agilizar los álulos de los mismos, dihas propiedades serevisan a ontinuaión.Lema 3.1 Los difereniadores de orden par, poseen respuestas impulsionales onparte real simétria y parte imaginaria antisimétria, es deir: el r-ésimo oe�ientede dihas respuestas impulsionales umple:
c−r = c∗r , r = 0, 1, . . . (3.3)donde ∗ india omplejo onjugado. Mientras que los difereniadores asoiados aórdenes impares poseen respuestas impulsionales on parte real antisimétria y parteimaginaria simétria.
c−r = −c∗r , r = 0, 1, . . . (3.4)Prueba. Las �las de B† poseen simetría debido a la simetría de las olumnas de

B (elementos usados omo modelo de señal). Entones los �ltros asoiados a adadifereniador son de naturaleza FIR de fase lineal, por lo tanto poseen respuestasimpulsionales on simetría par o impar.El heho de que las respuestas impulsionales asoiadas a difereniadores deorden par sean pares (3.3) y las asoiadas a ordenes impares sean impares (3.4) sepuede deduir de (2.8), la ual es repetida a ontinuaión para failitar la letura:
〈ψ(k,h)(t), ψ̃(ℓ,m)(t)〉 =

{

1 k = ℓ, h = m

0 en otro aso, k, ℓ = 0, 1, . . . , K

h,m = −H, . . . , H.
(3.5)52



Suponiendo una potenia k par, es deir: k = 2λ donde λ ∈ Z, entones
ψ(k,h)(t) = t2λejωht presenta simetría par en su parte real e impar en su parteimaginaria, es deir:

ψ(k,h)(t) = ψ∗
(k,h)(−t), para k par. (3.6)Con respeto a las propiedades de simetría del elemento dual ψ̃(k,h)(t), parasaber si la simetría presente en ψ̃(k,h)(t) es par o impar es posible usar (3.5), noteque para garantizar la igualdad:

〈ψ(k,h)(t), ψ̃(k,h)(t)〉 = 1 (3.7)se requiere que ψ̃(k,h)(t) tenga parte real par y parte imaginaria impar. Lo anteriortambién proede para el aso de k impar. �Nota 3.1 Debido a la antisimetría de los �ltros on respeto a ω = 0 los oe�ientesde las respuestas impulsionales cn ∈ C, solamente en los asos partiulares del �ltropasa bajas y pasa altas los uales si tienen simetría on respeto a ω = 0 se tieneque cn ∈ R.Prueba. Para el aso pasa banda se tiene que ψ(k,h)(t) ∈ C, entones para umplir(3.5) se neesita que ψ̃(k,h)(t) ∈ C. Un argumento semejante puede ser usado para elaso pasa bajas y pasa altas en el ual ψ(k,h)(t) ∈ R. �Las propiedades presentadas pueden ser de utilidad en el diseño de algoritmose�ientes que permitan disminuir el osto omputaional, por ejemplo no esneesario alular todos los elementos de la respuesta impulsional del �ltro, debidoa las propiedades de simetría sólo es neesario alular la mitad de la respuestaimpulsional, para después enontrar la mitad restante por simetría.Además debido a que los �ltros del bano están relaionados por modulaionesde un mismo �ltro, es posible usar omo prototipo el �ltro de CD (aso más senillodebido a que sus oe�ientes perteneen a los reales), para después enontrar losoe�ientes de ualquier �ltro del bano mediante modulaión del �ltro de CD.
53
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Figura 3.2: Respuestas en freuenia del bano de �ltros de dos anales.La respuesta en freuenia del �ltro asoiado al elemento de la base dual
ψ̃(ℓ,m)(t) umple la ondiión (2.59), la ual es repetida aquí para failitar laletura:

∣

∣

∣

∣

dkH(ℓ,m)(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 ℓ = k,m = h

0 en otro aso, k, ℓ = 0, 1, . . . , K

h,m = −H, . . . , H.
(3.8)Las restriiones anteriores pueden ser usadas para enontrar las respuestasimpulsionales requeridas.A ontinuaión se ilustra el método de diseño a través de una serie deejemplos, en lo que se plantea ómo enontrar difereniadores de orden ero.Dihos difereniadores presentan una magnitud unitaria máximamente lisa en iertosveindarios alrededor de la armónia de interés y magnitudes nulas máximamentelisas alrededor de las armónias restantes. En lo que sigue se diseñarán estimadoresde orden ero, por tal motivo el subíndie ℓ, el ual india el orden del difereniadoren (3.8), se omite para failitar la letura. Se reala que, sin pérdida de generalidad,55



los métodos presentados pueden ser usados para enontrar difereniadores de ordenarbitrario.Bano de �ltros disretos de dos analesEl aso más senillo de un bano de �ltros es el de dos anales, en el ual seusan un �ltro pasa bajas y un �ltro pasa altas para separar los omponentes de bajay alta freuenia de una señal de entrada, normalmente el �ltro pasa altas es unaversión modulada del pasa bajas. Los banos de �ltros disretos de dos anales sonuna de las bases entrales del proesamiento de señales, espeí�amente hablando,del análisis multi-resoluión, el ual a su vez es una de las bases de las onduletas(Wavelet Transform, WT). La respuesta en freuenia del bano de �ltros de dosanales es mostrada en la Fig. 3.2.Note que, debido a que la respuesta en freuenia del �ltro pasa altas H1(ω) esuna versión modulada a alta freuenia de la respuesta en freuenia del �ltro pasabajas H0(ω), sólo es neesario diseñar uno de los dos �ltros, normalmente el pasabajas.Para realizar ambos �ltros se utilizan omo parámetros un orden K = 2 y lalongitud impar mínima Ni = 7, el objetivo del diseño es enontrar las dos respuestasimpulsionales de los �ltros h0(n) y h1(n), las uales araterizan a ambos �ltros yson de la forma:
hi(n) = {c(i,−3), c(i,−2), c(i,−1), c(i,0), c(i,1), c(i,2), c(i,3)}, para: i = 0, 1. (3.9)Se proede a diseñar el �ltro pasa bajas H0(ω), de auerdo a (3.8) H0(ω) debede umplir:

∣

∣

∣

∣

dkH0(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 k = 0, ωh = 0,

0 en otro aso, k = 0, 1, 2

ωh = 0, π.
(3.10)Usando el teorema de difereniaión de la transformada de Fourier [15℄, se tieneque las ondiiones impuestas en (3.10) se onvierten en el dominio temporal en:

∑3
n=−3 c(0,n) = 1,

∑3
n=−3 nc(0,n) = 0,

∑3
n=−3 n

2c(0,n) = 0,

∑3
n=−3(−1)nc(0,n) = 0,

∑3
n=−3(−1)nnc(0,n) = 0,

∑3
n=−3(−1)nn2c(0,n) = 0,(3.11)56



debido a que el difereniador es pasa bajas de orden par, entones es simétrio
c(0,−n) = c(0,n) (ver Lema 3.1), on oe�ientes reales. Utilizando la propiedad desimetría (3.3) se tiene que las ondiiones de la olumna entral de (3.11) sonautomátiamente satisfehas, y que las restantes se reesriben por:













1 2 2 2

1 2 8 18

1 −2 2 −2

1 −2 8 −18

























c(0,0)
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1

0

0

0













. (3.12)al resolver el onjunto de euaiones (3.12) se enuentran los oe�ientes del �ltropasa bajas: c(0,0) = 0.5, c(0,1) = 0.2813, c(0,2) = 0 y c(0,3) = −0.0313. Una vezobtenidos los oe�ientes del �ltro pasa bajas se proede a obtener los oe�ientesde la versión de alta freuenia mediante una simple modulaión:
c(1,n) = (−1)nc(0,n), n = 0, 1, 2, 3. (3.13)La Fig. 3.1 representa la respuestas impulsional del �ltro pasa bajas, mientrasque la Fig. 3.2 muestra las respuestas en freuenia de ambos �ltros. Note que lasrespuestas en freuenia obedeen a las espei�aiones de diseño (3.10) implíitasen la soluión de LS.
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Figura 3.3: Respuestas impulsional del �ltro pasa bajas.Bano de �ltros de uatro analesSiguiendo la misma metodología, es posible onstruir banos de �ltros másomplejos, omo el bano de �ltros de uatro anales, uya respuesta en freueniaes mostrada en la Fig. 3.4.De nuevo se eligen un orden K = 2 y una longitud impar mínima Ni = 13. Larespuesta impulsional de los �ltros está dada por:
hi(n) = {c(i,−6), c(i,−5), c(i,−4), c(i,−3), c(i,−2), c(i,−1), c(i,0), c(i,1), c(i,2), c(i,3), c(i,4), c(i,5), c(i,6)},para: i = 0, 1, 2, 3. (3.14)Al igual que en el ejemplo anterior sólo es neesario obtener uno de los �ltrosdel bano, para después obtener los restantes por modulaión. Por simpliidad seelige el �ltro pasa bajas H0(ω). Primero se obtienen las espei�aiones de diseño
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Figura 3.4: Respuestas en freuenia del bano de �ltros de 4 anales.sobre H0(ω):
∣

∣

∣

∣

dkH0(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 k = 0, ωh = 0

0 en otro aso, k = 0, 1, 2,

ωh = 0,±π
2
, π,

(3.15)las uales se interpretan en el dominio temporal por:
∑6

n=−6 c(0,n) = 1,
∑6

n=−6 nc(0,n) = 0,
∑6

n=−6 n
2c(0,n) = 0,

∑6
n=−6(−1)nc(0,n) = 0,

∑6
n=−6(−1)nnc(0,n) = 0,

∑6
n=−6(−1)nn2c(0,n) = 0,

∑6
n=−6(j)

nc(0,n) = 0,
∑6

n=−6(j)
nnc(0,n) = 0,

∑6
n=−6(j)

nn2c(0,n) = 0,

∑6
n=−6(−j)

nc(0,n) = 0,
∑6

n=−6(−j)
nnc(0,n) = 0,

∑6
n=−6(−j)

nn2c(0,n) = 0.(3.16)Nuevamente, al suponer un �ltro simétrio iertas restriiones se satisfaen59



automátiamente, mientras que las restantes se reesriben por el siguiente onjuntode euaiones:
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. (3.17)
Las uales al resolverse, indian los parámetros del �ltro pasa bajas:

c(0,0) = 0.25, c(0,1) = 0.2344, c(0,2) = 0.1406, c(0,3) = 0.0391, c(0,4) = 0,

c(0,5) = −0.0234, c(0,6) = −0.0156. (3.18)La respuesta impulsional del �ltro pasa bajas se muestra en la Fig. 3.3,las respuestas impulsionales de los �ltros restantes se pueden obtener usandomodulaiones del �ltro pasa bajas, al igual que en (3.13). Las respuestas en freueniadel bano de �ltros se muestran en la Fig. 3.4.Finalmente, note que el onjunto de euaiones presentes en la soluión delbano de �ltros de dos anales (3.12) paree estar embebido en la el onjunto deeuaiones usado en la soluión del bano de �ltros de uatro anales (3.17), lo ualnos lleva al siguiente aso generalizado.Bano de �ltros de N analesConsidere un orden K, una longitud impar mínima Ni y un número de analesdadoH , los uales umplen (3.2). Al igual que en los asos anteriores, por simpliidadse busa el �ltro FIR pasa bajas que umpla on (3.8), para después obtener los �ltrosrestantes del bano por modulaión.En el aso general, se tiene que la respuesta en freuenia de un �ltro FIRsimétrio pasa bajas se da por:
H0(ω) =

N−1
2
∑

k=N−1
2

c(0,k)e
−jωk = c(0,0) +

N−1
2
∑

k=1

2c(0,k) cosωk, (3.19)60



diha respuesta en freuenia tiene derivadas dadas por:
H ′

0(ω) = −j

N−1
2
∑

k=N−1
2

kc(0,k)e
−jωk =

N−1
2
∑

k=1

2kc(0,k) sinωk, (3.20)
H ′′

0 (ω) =

N−1
2
∑

k=N−1
2

k2c(0,k)e
−jωk =

N−1
2
∑

k=1

2k2c(0,k) cosωk, (3.21)
H

(3)
0 (ω) = −j

N−1
2
∑

k=N−1
2

k3c(0,k)e
−jωk =

N−1
2
∑

k=1

2k3c(0,k) sinωk. (3.22)Entones, para satisfaer (3.8) se requiere soluionar el siguiente onjunto deeuaiones:
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, (3.23)
donde las matries Bi ∈ R(K+1)×N , i = 0, 1, . . . , h se de�nen por:

Bi =













1 2 cosω 2 cos 2ω . . . 2 cos N−1
2
ω

0 −2 sinω −4 sin 2ω . . . −2N−1
2

sin N−1
2
ω

0 2 cosω 8 cos 2ω . . . 2
(

N−1
2

)2
cos N−1

2
ω

0 −2 sinω −16 sin 2ω . . . −2
(

N−1
2

)3
sin N−1

2
ω













ω=ωi

, (3.24)La soluión de mínimos uadrados para el modelo de señal propuesto da soluión alonjunto de euaiones mostradas en 3.23.3.2.2. Obtenión del estimador a partir del polinomio libreUna desventaja de la metodología anterior es que, de auerdo a (3.23), laomplejidad numéria inrementa onforme aumentan el orden K, el número dearmónias H o el número de muestras N .Un punto de vista alternativo para enontrar las respuestas impulsionales de los�ltros onsiste en generar las gananias nulas máximamente lisas en ada freueniaarmónia no analizada mediante la asignaión de K eros en dihas freuenias [29℄,61



por lo ual la respuesta en freuenia de los �ltros se da por:
∣

∣H(k,h)(ω)
∣

∣ = |(ω − ωh)|
k
∏

ℓ 6=h

|(ω − ωℓ)|
K+1 |R(ω)| . (3.25)Note que (3.25) se desompone en el produto de dos polinomios, uno onoidoy el otro desonoido. El polinomio desonoido R(ω) es un polinomio de orden K,el ual se debe de elegir tal que se umplan todas las restriiones máximamente lisasde la respuesta en freuenia:

∣

∣

∣

∣

dkH(ℓ,m)(ω)

dωk

∣

∣

∣

∣

ω=ωh

=

{

1 ℓ = k,m = h,

0 en otro aso, k, ℓ = 0, 1, . . . , K,

h,m = −H, . . . , H,
(3.26)además, debido a que el polinomio onoido en H(ℓ,m)(ω) inluye K+1 eros en adafreuenia armónia no analizada, las ondiión (3.26) se umple automátiamentepara dihas freuenias. Entones el diseño sólo toma en uenta a la armónia deinterés.El problema onsiste en enontrar el polinomio desonoido R(ω), el ualgarantie (3.26), on la ventaja de que una parte de H(ℓ,m)(ω) es onoida. Eneste aso, la omplejidad numéria no aumenta onforme aumenta el número dearmónias.A ontinuaión se replantean los ejemplos anteriores para ilustrar lametodología.Bano de �ltros de dos analesEl ejemplo de la seión 3.2.1 en el ual se desarrolla un bano de �ltros de dosanales se replantea, se diseñan los difereniadores de orden ero, espeí�amente elpasa bajas H0(ω). Se usan los mismos parámetros: K = 2 y N = 7.De auerdo a (3.25) la transformada z del estimador es de la forma:

H0(z) = z−3(z + 1)3R0(z), (3.27)donde R0(z) es el polinomio libre dado por:
R0(z) = a+ bz + bz2 + az3. (3.28)Usando (3.27) y (3.28), se tiene que H0(z) se da por:

H0(z) = az−3 + (3a+ b)z−2 + (3a+ 4b)z−1 + (2a+ 6b) + (3a+ 4b)z1 + (3a+ b)z2 + az3,(3.29)62



uyos oe�ientes se eligen para satisfaer las restriiones sobre H0(z) en z = 1:
H0(z)|z=1 = 1, H ′

0(z)|z=1 = 0, H ′′
0 (z)|z=1 = 0, (3.30)note que, en omparaión on (3.11) no se toman en uenta las ondiiones dealta freuenia (z = −1), lo ual se debe a que estas ondiiones se umplenautomátiamente al onsiderar el término (z + 1)3 en H0(z). Además, debido a lanaturaleza simétria del �ltro la ondiión sobre la derivada (olumna entral de(3.30)) es satisfeha automátiamente, las ondiiones restantes se reesriben en eldominio temporal por:

H0(z)|z=1 = 1 →
3
∑

n=−3

c(0,n) = 1, (3.31a)
H ′′

0 (z)|z=1 = 0 →

3
∑

n=−3

n2c(0,n) = 0. (3.31b)Por lo ual, al usar (3.29) y (3.31) se tiene que los oe�ientes de R0(z) debende umplir:
(

16 16

60 20

)(

a

b

)

=

(

1

0

)

, (3.32)al resolver el sistema de euaiones se obtiene a = −0.003125 y b = 0.09375, on loual los oe�ientes de la respuesta impulsional del �ltro pasa bajas quedan de�nidospor:
c(0,0) = 2a+ 6b = .5,
c(0,1) = 3a+ 4b = .28125,
c(0,2) = 3a+ b = 0,

c(0,3) = a = −0.03125, (3.33)este resultado oinide on el del ejemplo mostrado en la seión 3.2.1, las respuestasimpulsionales y respuestas en freuenias son mostradas en las Figs. 3.1 y 3.2respetivamente.Además, el método es más exato debido a que se requiere menos operaionesmatemátias para enontrar el resultado, por lo ual el error debido al trunamientodisminuye.Bano de �ltros de uatro analesNuevamente se eligen los parámetros de diseño del ejemplo mostrado en laseión 3.2.1. Se diseña el �ltro pasa bajas del bano. Usando tres eros en ada63



freuenia armónia no analizada se garantiza anular las primeras tres derivadas dela respuesta en freuenia en dihas freuenias. Por lo ual la funión de transfereniadel �ltro pasa bajas se da por:
H0(z) = z−6(z + 1)3(z + j)3(z − j)3R0(z), (3.34)donde el polinomio libre está dado por:

R0(z) = a+ bz + bz2 + az3. (3.35)Entones, la funión de transferenia del �ltro se reesribe por:
H0(z) = az−6 + (3a+ b)z−5 + (6a+ 4b)z−4 + (11a+ 9b)z−3 + (15a+ 16b)z−2 + (18a + 22b)z−1+

+(20a+ 24b) + (18a+ 22b)z1 + (15a + 16b)z2 + (11a+ 9b)z3+

+(6a+ 4b)z4 + (3a+ b)z5 + az6,(3.36)y los oe�ientes de R0(z) se deben de elegir para satisfaer:
H0(z)|z=1 = 1, H ′

0(z)|z=1 = 0, H ′′
0 (z)|z=1 = 0. (3.37)Nuevamente, debido a la simetría de H0(z) la ondiión sobre su primeraderivada se satisfae automátiamente, al evaluar las ondiiones restantes, se tieneque:

(

128 128

768 512

)(

a

b

)

=

(

1

0

)

, (3.38)en donde se enuentran que los oe�ientes de R(z) son: a = −0.0156 y b = 0.0234,on lo ual los oe�ientes de H0(z) quedan de�nidos por:
c(0,0) = 20a+ 24b = 0.25,
c(0,1) = 18a+ 22b = 0.2344,
c(0,2) = 15a+ 16b = 0.1406,
c(0,3) = 11a+ 9b = 0.0391,
c(0,4) = 6a+ 4b = 0,

c(0,5) = 3a+ b = −0.0234,
c(0,6) = a = −0.0156. (3.39)

Con lo ual, nuevamente, se enuentra el resultado del ejemplo mostrado en laseión 3.2.1. 64



3.2.3. ComparaiónLa tabla 3.1 muestra la omplejidad numéria para los asos presentados. Laomplejidad numéria se mide de auerdo al número de euaiones que tienen queresolverse para llegar a la soluión.Canales Orden Longitud Pseudoinversa Resp. en freuenia Polinomio libre2 2 7 6 e. x 7 in. 4 e. x 4 in. 2 e. x 2 in.4 2 13 12 e. x 13 in. 7 e. x 7 in. 2 e. x 2 in.8 2 25 24 e. x 25 in. 13 e. x 13 in. 2 e. x 2 in.16 2 49 48 e. x 49 in. 25 e. x 25 in. 2 e. x 2 in.32 2 97 96 e. x 97 in. 48 e. x 48 in. 2 e. x 2 in.64 2 193 192 e. x 193 in. 96 e. x 96 in. 2 e. x 2 in.Tabla 3.1: Complejidad numéria para los diferentes métodos de diseño, donde e.representa al número de euaiones y in. al número de inógnitas de ada euaión.Mientras que el método de la respuesta en freuenia redue el número deeuaiones en un fator de dos, el método del polinomio libre redue el número deeuaiones e inógnitas a un valor similar al orden de Taylor usado. Es posible usarambos métodos para el aso de longitud impar mínima N = Ni debido a que en esteaso existe una únia soluión FIR para el problema de mínimos uadrados.Note que, los métodos presentados requieren menos álulos para llegar a lasoluión. Entones los oe�ientes estimados mediante dihos métodos presentanmenos errores debido al trunamiento ya que se requieren menos álulos paraobtenerlos. A pesar de esto, los métodos presentados en este Capítulo sufren ladesventaja de alular una sola respuesta impulsional, y no todas a la vez omo enel aso de la pseudoinversa.3.2.4. Relaión entre los banos de �ltrosLas respuestas impulsionales de los �ltros pasa bajas presentadas anteriormentese relaionan por un submuestreo por dos y un esalamiento por un fator de dos,es deir, la respuesta impulsional del �ltro de dos anales (3.33) es la respuestaimpulsional del �ltro de uatro anales (3.39) esalada y muestreada por 2: h40(n) =
2h20(2n). Esta relaión también aplia en el aso general.65
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Figura 3.5: Relaión entre las respuestas en freuenia de los �ltros pasa bajas, parael aso de 2 y 4 anales.Teorema 3.1 Sean h2k0 y h2(k−1)

0 las respuestas impulsionales de los �ltros pasabajasperteneientes a los banos de 2k y 2(k−1) anales respetivamente, entones:
h2

(k−1)

0 (n) = 2h2
k

0 (2n), para toda k. (3.40)Lo anterior implia que al submuestrear h2k0 por 2 se garantiza mantener lamitad de los entros de planiie, espeí�amente loalizados en ωi = i2π
2k

donde
i = 0, 2, 4, . . ..Prueba. Diha relaión se debe a que en el dominio de la freuenia, (3.40) serepresenta por:

H2(k−1)

0 (ω) =

(

H2k

0 (
ω

2
) +H2k

0 (
ω − 2π

2
)

)

, (3.41)
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Figura 3.6: Relaión entre las respuestas impulsionales paso bajas de los diferentesbanos de �ltros.reuerde queH2k

0 (ω) es igual a la unidad en ω = 0, y ero en las freuenias armóniasanalizadas ωi = i2π
2k

donde i = 1, 2, . . . , 2k − 1, además sus derivadas umplen on:
dH2k

0 (ω)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωi

= 0, para i = 0, 1, . . . , 2k − 1. (3.42)Entones, H2k

0 (ω
2
) umple on:

H2k

0

(ω

2

)∣

∣

∣

ω=ωi

=

{

1 i = 0,

0 i = 2, 4, . . . , 2(2k − 1),
(3.43)on derivadas dadas por:

dH2k

0 (ω
2
)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=ωi

= 0, para i = 0, 2, 4, . . . , 2(2k − 1). (3.44)Mientras que H2k

0 (ω−2π
2

) y sus derivadas se dan por las versiones trasladadas a
π de (3.43) y (3.44). Entones usando (3.41)-(3.44) se tiene que H2(k−1)

0 (ω) umple67
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H2(k−1)

0 (ω)
∣

∣

∣

ω=2ωi

=

{

1 i = 0

0 i = 1, 2, . . . , 2k−1 − 1
(3.45)on derivadas dadas por:

dH2(k−1)

0 (ω)

dω

∣

∣

∣

∣

ω=2ωi

= 0, para i = 0, 1, 2, . . . , 2k−1 − 1 (3.46)note que, H2(k−1)

0 (ω) es periódia de periodo 2π a pesar de que H2k

0 (ω
2
) y H2k

0 (ω−2π
2

)son periódias de periodo 4π, además debido a que se onservó la mitad de los entrosde planiie, H2(k−1)

0 (ω) umple los requisitos para onvertirse en el �ltro pasa bajasdel bano de �ltros de 2k−1 anales. �Una interpretaión grá�a es mostrada en la Fig. 3.5 onsiderando �ltros de 2y 4 anales. Mientras que la Fig. 3.6 relaiona los resultados obtenidos hasta ahora.68



El planteamiento desrito por el teorema 3.1 y mostrado en la Fig. 3.6 indiaque los �ltros provienen de la misma señal ontinua, la ual es muestreada a diferentestasas. Una aproximaión a diha señal es mostrada para el aso de 64 anales en laFig. 3.7.3.2.5. Cálulo e�iente de la TFT basado en la FFTEste método se basa en el propuesto en [42℄. Ambos usan las propiedades desimetría involuradas en las euaiones de análisis y síntesis de la TFT, las uales sonusadas para agilizar el ómputo del estimador usando FFT. El método puede usarsesiempre y uando se tenga un número de muestras N igual a un múltiplo entero delnúmero de armónias H , es deir N = qH donde q ∈ Z.Primero se analiza la euaión de análisis, la ual está dada por latransformaión lineal x = Bφ, donde la matriz B se puede representar por:
B = ΥΩ =
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WH 0 0 0 . . . 0

0 WH 0 0 . . . 0

0 0 WH 0 . . . 0

0 0 0 WH . . . 0... ... ... ... . . . ...
0 0 0 0 . . . WH

























,

(3.47)donde WH ∈ CH×H representa la matriz de Fourier, y Ti ∈ RH×H , i = 1, 2, . . . , q esuna matriz diagonal uyos elementos están dados por el i-ésimo segmento de longitud
H de la seuenia −L/2, . . . , L/2 − 1 para longitudes pares y −L/2, . . . , L/2 paralongitudes impares. Note que Ω representa la ontribuión de la base de Fourier almodelo de señal y Υ la ontribuión de Taylor en el mismo. En realidad, la mayorventaja de este planteamiento es la separaión de los modelos.Cálulo de la euaión de síntesis usando FFTDel Capítulo 2 se tiene que la euaión de síntesis para el aso disreto estádada por (2.13), la ual es repetida aquí para failitar la letura:

φ = (BHB)−1BHx. (3.48)Para agilizar el álulo de B†, se puede reurrir a (3.47), usando ésta en (3.48)69



se tiene que:
φ =

(

(ΥΩ)H(ΥΩ)
)−1

(ΥΩ)Hx, (3.49)apliando transpuesta hermitiana:
φ = (ΩHΥHΥΩ)−1ΩHΥHx, (3.50)y debido a que Ω es invertible se tiene
φ = Ω−1(ΥHΥ)−1ΥHx, (3.51)
φ =

1

H
ΩH(ΥHΥ)−1ΥHx. (3.52)Hasta este punto, vale la pena detenerse y pensar ual es la mejora on respetoa (3.53), note que en (3.52) es neesario alular la pseudoinversa Υ† la ual es de lasmismas dimensiones que la pseudoinversa original B†, además después este áluloes neesario multipliar el resultado por ΩH la ual ontiene en su diagonal K + 1matries de Fourier.A pesar de que (3.52) paree no presentar ventaja, la ventaja radia en quelos oe�ientes de Υ† perteneen a los reales, mientras que los oe�ientes de B†perteneen a los omplejos. Esto es una gran ventaja ya que una multipliaiónompleja implia uatro multipliaiones reales y tres sumas reales, entones elnúmero de operaiones neesarias para alular Υ† es menor al de B†. El ahorroomputaional se debe a que las operaiones on números omplejos se hansubstituido por operaiones on números reales.Además Υ está formada por un onjunto de matries diagonales, esto puedeser aprovehado ya que esta araterístia será heredara a su pseudoinversa.

Υ† =



















Σ1,1 Σ1,2 Σ1,3 Σ1,4 . . . Σ1,q

Σ2,1 Σ2,2 Σ2,3 Σ2,4 . . . Σ2,q

Σ3,1 Σ3,2 Σ3,3 Σ3,4 . . . Σ3,q... ... ... ... . . . ...
ΣK+1,1 ΣK+1,2 ΣK+1,3 ΣK+1,4 . . . ΣK+1,q



















, (3.53)
donde Σr,c ∈ RH×H es una matriz diagonal.Finalmente, on respeto a la multipliaión por ΩH , ésta se puede ver omooperaiones de FFT sobre las matries Σr,c.
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3.3. Implementaión del estimadorLa etapa de implementaión presenta un menor reto ya que, a diferenia dela etapa de diseño, no es neesario tomar en uenta todo el modelo de señal a �nde obtener alguna soluión. La etapa enargada de mezlar todas las restriionesimpuestas en el modelo de señal es la etapa de diseño, al �nalizar la misma se obtienenlas respuestas impulsionales hd(n) asoiadas on el(los) estimador(es) a implementar.Cada respuesta impulsional orresponde a un �ltro FIR de simetría par paraórdenes pares o impar para impares. La ventaja on respeto a otros métodos [25℄es que dihas respuestas impulsionales son independientes la una de la otra, por loual, sólo es neesario tomar en uenta las respuestas impulsionales asoiadas a losestimados de interés para obtener los mismos. Más aún, el ómputo se lleva a abomediante la apliaión de los �ltros FIR en paralelo, tal y omo se muestra en la Fig.3.8. Lo anterior presenta una gran ventaja uando sólo se analizan algunosomponentes armónios de la señal en espeí�o, por ejemplo se puede realizarestimaión fasorial usando el modelo de señal ompleto en la etapa de diseño, yusando úniamente el modelo del fasor en la etapa de implementaión, es deir unsólo �ltro FIR. Con lo ual se obtendrán estimados fasoriales libres de in�ltraiónarmónia.Además es posible agilizar la implementaión de los �ltros FIR mediante eluso indireto de la FFT, entre algunos métodos omúnmente usados para realizarel �ltrado de seuenias de larga duraión usando �ltros FIR se tiene al métodode solapamiento y suma y al método de solapamiento y almaenamiento [35℄. Losmétodos onsisten en separar la señal de entrada en bloques, y apliar algoritmosFFT a ada bloque, multipliar el resultado por la respuesta en freuenia del�ltro y �nalmente apliar IFFT (Transformada rápida de Fourier inversa, InverseFast Fourier Transform) a ada bloque resultante. Considerando el rellenar oneros a la dereha tal que las longitudes de los bloques y del estimador umplanon N = 2n donde n ∈ Z, entones el uso de la FFT permite reduir lasmultipliaiones neesarias para proesar ada bloque de N2 a N
2
log2N

2. Note quela arga omputaional es minimizada, espeialmente para N de gran tamaño.En general, se puede deir que la etapa de implementaión es otra ventaja del2Para obtener el resultado se neesita una FFT de N puntos, una multipliaión de N puntos yuna IFFT de N puntos. 71



algoritmo, debido a la senillez de la misma, ya que es posible estimar los parámetroson ierta robustez mediante un onjunto de �ltros FIR adeuadamente diseñado.Además para implementar el estimador no es neesario onoer modelos matemátiosomo en otros asos (Filtro de Kalman, Observador de Luenberger, et). En generalla exatitud de los estimados dependerá del ontenido freuenial de la señal deentrada.3.4. ConlusionesFue posible diseñar algoritmos que reduen la arga omputaional neesariapara onstruir el estimador. Los algoritmos se basan en las propiedades de simetríadel estimador así omo en las propiedades freueniales del mismo.Los métodos usan un enfoque polinomial, en el ual el onjunto de restriionesmáximamente lisas de la respuesta en freuenia se transriben en el dominiotemporal a restriiones sobre los oe�ientes de la respuesta impulsional del �ltroasoiado.Con respeto a la etapa de implementaión el estimador propuesto onsisteen un bano de �ltros FIR. Por lo tanto la etapa los problemas implíitos en suapliaión son mínimos, ya que el tema de implementaión de �ltros FIR es bienonoido. Además, debido a que la aión de �ltrado se realiza en paralelo es posibleimplementar los �ltros asoiados a los estimados de interés.
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Capítulo 4Ejemplos de apliaiones on señalesrealesEn este Capítulo se muestran distintos ejemplos de apliaión, los uales serealizaron on señales reales en distintas áreas. El propósito del mismo es mostrarlos errores de estimaión en la TFT para después ompararlos on los errores deestimaión presentes en la FFT.A diferenia del ejemplo presentado previamente en el Capítulo 2, las señalesno se enuentran dentro del subespaio generado por la transformaión por lo queexistirán errores de aproximaión. Los mismos se evalúan usando el riterio de errorNRMSE (Normalized Root-Mean-Square Error).Se presentan asos en los uales los oe�ientes se alulan fuera de línea y enlínea. En el aso del ómputo fuera de línea, el análisis se hae usando MATLAB,mientras que para el aso de análisis en línea se hae uso de hardware FPGA (FieldProgramable Gate Array) y del software Labview para generar la interfase.4.1. Sistemas de poteniaEn este primer ejemplo de apliaión, se enfoa la atenión en la estimaión dearmónias en sistemas elétrios de potenia bajo osilaiones.La ontaminaión armónia en las redes elétrias se ha onvertido en unproblema serio debido al inremento de las argas no lineales omo aparatoseletrónios, lo ual produe muhos efetos negativos en la red elétria. En adiióna lo anterior, on el inremento en número y nivel de los interambios de energía74



mediante las redes WANS (Wide Area Networks) las osilaiones han proliferado.Debido a la presenia de sistemas no lineales en las WANS; es obvio que lasondiiones de osilaión han afetado a las armónias presentes en la red. Y debidoa que las osilaiones anunian el probable olapso de la red, las armónias en lossistemas de potenia deben de ser monitorizadas lo más exatamente posible.Muhos algoritmos han sido propuestos en la literatura para estimar lasarmónias de un sistema de potenia, el más ampliamente usado en la prátia esla FFT [43℄. Algunos algoritmos desarrollados reientemente usan aproximaionesreursivas para estimar las armónias, por ejemplo [32℄ y [44℄. En [32℄ una ténia de�ltrado adaptable es presentada para extraer los omponentes armónios al usar unaretroalimentaión de la freuenia estimada para adaptar los parámetros de los �ltros.Pero este método presenta la desventaja de no usar respuestas en freuenia planasalrededor de las freuenias armónias, lo ual lo hae inapropiado para estimararmónias dinámias, además existen retrasos entre las etapas y no es válido paraapliaiones en tiempo real.4.1.1. Resultados experimentales en sistemas elétrios depoteniaEl desempeño de la transformada Taylor-Fourier ante osilaiones de poteniaes omparado en el de la transformada de Fourier, para realizar la omparaión seusa omo entrada en ambos estimadores una señal tomada de mediiones reales de unsistema de potenia europeo (f1 = 50 Hz). La señal es muestreada a una freueniade 20 muestras por ilo y es mostrada en la Fig. 4.1, note que esta señal presentauna fuerte osilaión en amplitud.Con el �n de haer una omparaión justa, ambos estimadores usan una ventanade observaión retangular on longitud impar mínima dada por (2.14), la ual esigual a uatro ilos ya que para el aso de la TFT se elige un orden K = 3.Los resultados de la estimaión armónia para el aso de la FT y TFT sonmostrados en la Fig. 4.2, mientras que la Fig. 4.3 muestra los estimados de lasderivadas de las armónias alulados por la TFT. Note que la transformada TaylorFourier posee un mayor número de oe�ientes (los mostrados en Fig. 4.3), los mismosestán relaionados on las derivadas de ada envolvente ompleja. Al omparar losestimados de las armónias parar los dos asos en la Fig. 4.2, es aparente que losestimados obtenidos mediante FT son más ruidosos que los estimados obtenidos75
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Figura 4.2: Magnitud de los estimados de orden ero (armónios) obtenidos medianteFT y TFT, (a) Estimados impares obtenidos mediante FT, (b) Estimados imparesobtenidos mediante TFT, () Estimados pares obtenidos mediante FT, y (d)Estimados pares obtenidos mediante TFT.derivada de la fase) y su razón de ambio (segunda derivada de la fase). Lo anteriores extremadamente importante para asegurar la estabilidad del sistema de potenia,y el �ujo de potenia entre WANS adyaentes. De [45℄ se tiene que:
∆fh =

2Im{σ(1,h)e
−j∡σ(1,h)}

2|σ(0,h)|
(4.1)donde ∆fh representa la desviaión en freuenia de ada omponente armónio.La Fig. 4.4 ilustra las �utuaiones en fase y freuenia para nuestro aso enpartiular. Note que los pios se deben a ambios abruptos en la fase a amplitudbaja. Los estimados freueniales obtenidos no son tan ruidosos omo los obtenidosmediante euaiones en diferenias, además no requieren una etapa extra de post-�ltrado [14℄.En lo que onierne al error de aproximaión, se alula el NRMSE (2.63) paraambos asos, on lo que se obtiene: 77
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α = 0 α = 4 α = 8 α = 12

K = 0 1,62× 10−2 7,66× 10−3 4,04× 10−3 2,02× 10−3

K = 1 1,62× 10−2 7,66× 10−3 4,04× 10−3 2,02× 10−3

K = 2 7,07× 10−3 2,91× 10−3 3,62× 10−5 2,38× 10−8

K = 3 7,07× 10−3 2,91× 10−3 3,62× 10−5 2,38× 10−878



redue la sensibilidad a freuenias inter-armónias ya que redue los lóbulos lateralesde la respuesta en freuenia del estimador, lo ual implia errores más pequeños enambas FFT y TFT.En la Tabla 4.1 es mostrada la reduión en el error de aproximaión al usaruna ventana de Kaiser on diferentes valores en su parámetro libre α. Note que porseparado, ni un ambio en el orden, ni un ambio en la ventana produen un ambiosigni�ativo, pero ombinados alanzan reduiones del orden de 10−5 on respetoa la FT. Esto es debido a las exelentes propiedades freueniales del estimador.Finalmente note que un inremento de un orden par a un orden impar no produeningún ambio en la funión de osto, lo anterior es ierto sólo si la ventana deobservaión es desplazada muestra por muestra y solamente es tomada en uenta lamuestra entral en la reonstruión, ya que todas las potenias no nulas son eroen el entro del intervalo.
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4.2. Señales biomédiasDentro del área média existen también muhas señales que exhiben elomportamiento desrito en la Fig. 1, es deir son señales que usualmente se analizanomo señales periódias, pero que en realidad no lo son debido a pequeñas variaionesde un ilo a otro de la señal. Por lo tanto son señales uasi-periódias ya quetienen su ontenido espetral onentrado en veindarios alrededor de las freueniasarmónias. Algunos ejemplos de este tipo de señales son las perteneientes al sistemairulatorio, tales omo señales de presión arterial o señales de eletroardiograma.Al igual que en el aso de sistemas de potenia, la herramienta más omúnpara realizar el análisis armónio de señales biomédias es la FFT, por lo que existela posibilidad de generar errores de estimaión uando la señal no se enuentra enestado estable. Por otro lado, el panorama es favorable para la implementaión delalgoritmo Taylor-Fourier si es que las �utuaiones en fase y magnitud de la señalson lentas en omparaión on la freuenia fundamental.A ontinuaión se muestra un ejemplo en el ual se analiza una onda de presiónarterial. Ésta fue tomada mediante ultrasonido en el hospital universitario de laUANL.La forma de onda varía entre su máximo y mínimo de auerdo a los latidosdel orazón, uando el orazón late éste se enuentra en el período de sístole, eneste período el latido del orazón oasiona que la presión de los vasos sanguíneos seeleve provoando que la onda alane sus valores máximos, por otro lado la ondaalanza sus valores mínimos uando el orazón se enuentra relajado en el períodode diastole.4.2.1. Análisis y síntesis de una señal de presión arterialEl ejemplo onsiste en omparar el desempeño de la FT y la TFT para analizary después reonstruir señales biomédias de presión arterial. El propósito del mismoes mostrar que la TFT aptura más informaión que la FT en sus oe�ientes, porlo ual la reonstruión mediante TFT deberá de ser más aertada que la realizadapor la FT.La señal a tratar es una señal de presión arterial muestreada a 30 muestraspor segundo y es mostrada en la Fig. 4.5. Para probar ambas transformaiones seestiman todas las armónias presentes en la señal on estimadores de una longitud80



igual a 4 ilos. Con la �nalidad de tener un estimador de longitud mínima para elaso TFT se elige un orden de Taylor K = 3.La señal es desompuesta y luego reonstruida, las señales reonstruidas sonmostradas en la Fig. 4.6, note que la reonstruión más adeuada es la elaboradamediante la TFT. Este resultado india que la TFT aptura una mayor antidad deinformaión que la FT.4.3. Apliaión en tiempo real mediante FPGAEsta parte del doumento desribe omo implementar el estimador en tiemporeal usando hardware FPGA (Field Programmable Gate Array) y el softwareLabView. Para alanzar esta meta solamente es neesario implementar el(los) �ltro(s)de interés dentro del hip FPGA. La tenología FPGA se elige debido a suspropiedades de paralelismo.
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4.3.1. Desripión del hardwarePara implementar el estimador se hizo uso de la plataforma CompatRIO(RIO), el RIO es un ontrolador automátio programable de national instruments.En nuestro aso el sistema usado es on�gurado omo sigue:NI RIO 9024 Controlador en tiempo real: 800 Mhz, 512 MB DRAM y 4 GBde memoria.NI RIO 9118 Chasis reon�gurable de 8 slots, on un núleo FPGA XilinxVirtex-5.NI RIO 9201 Módulo analógio C Series, on 8 anales de entrada a ±10 V,12 bits de resoluión y 500 kS/s.Además de lo anterior, también se realizaron análisis a baja freuenia on unatarjeta de adquisiión de datos USB-6009, la ual tiene 8 entradas analógias (14-bits), 2 salidas análogas (12-bits) y un tiempo de muestreo máximo (en todos losanales) de 1 kHz.
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4.3.2. Etapas de diseñoLa implementaión se realiza en diversas etapas, desde el diseño de los �ltroshasta su implementaión en hardware, las etapas de diseño se muestran en la siguientelista.Diseño del bano de �ltros En esta etapa se alula la pseudoinversa a partir delos datos de diseño, �nalmente los oe�ientes obtenidos (renglones de B†) sonalmaenados en memoria.Simulaión Le permite al usuario veri�ar el omportamiento del bano de �ltrosobtenido usando diferentes tipos de entradas..Cuanti�aión a punto �jo Cuanti�a los oe�ientes de formato de doblepreisión a punto �jo.Implementaión en FPGA Implementa los �ltros en el hardware a partir de losoe�ientes de punto �jo.A ontinuaión se desribe brevemente ada una de estas etapas.4.3.3. Diseño del bano de �ltrosEl propósito de esta etapa es tomar los parámetros de diseño y generar el banode �ltros usado en la estimaión armónia. El diseño es realizado usando MATLABpara generar la matriz pseudoinversa. El link de MATLAB on Labview se realizausando el nodo math-sript, el ual orre ódigo-m diretamente en Labview (vea laFig. 4.7).Existe un problema debido a que los elementos de la matriz pseudoinversa sonomplejos, pero el hardware usado solamente aepta �ltros on oe�ientes reales.Para soluionar el problema anterior se usan dos �ltros reales (uno para la parte realy otro para la imaginaria) por ada �ltro omplejo. Es posible realizar lo anteriordebido a que la señal es real. Existen solamente dos exepiones: el aso de orrientedireta ω = 0 y el de alta freuenia ω = π, en ambos asos sólo es neesario usarun �ltro real debido a que las respuestas impulsionales perteneen a los reales.Las partes reales e imaginarias de B† se almaenan en dos arhivos separados,esto se muestra en la esquina superior dereha de la Fig. 4.7. El panel de diseñoes mostrado en la Fig. 4.8, mediante esta interfase se introduen los parámetros de83



Figura 4.7: Uso del nodo math-sript para interatuar on ódigo m.

Figura 4.8: Panel frontal de la etapa de diseño. Éste muestra las respuestas enfreuenia del bano de �ltros formado.diseño y se indian las rutas de los arhivos en los que se almaenan los oe�ientesde los �ltros diseñados. Además el panel muestra las respuestas en freuenia delbano de �ltros diseñado. 84



Figura 4.9: Panel frontal de la etapa de uanti�aión.4.3.4. SimulaiónDespués de generar los �ltros, es posible realizar pruebas al estimador, el panelde pruebas se muestra en la Fig. 4.12, mediante este panel se permite:Usar datos simulados o reales (de la tarjeta USB-6009).Análisis a baja freuenia (La freuenia máxima de muestreo depende de losreursos de la PC usada).Visualizar el ontenido armónio en grá�as.Calular el índie de distorsión armónia total (Total Harmoni Distortion,THD).4.3.5. Cuanti�aión a �ltros de punto �joEsta etapa uanti�a los oe�ientes de formato doble preisión DBL aformato punto �jo FXP, además de realizar la uanti�aión permite visualizar lasaraterístias del �ltro FXP resultante (respuesta en freuenia, respuesta al impulsoy ubiaión de los eros en el plano z) y realiza un reporte en el ual se muestran losposibles errores ourridos en el proeso de uanti�aión.La etapa de uanti�aión es mostrada en la Fig. 4.9 para el aso de diseño del�ltro orrespondiente a la primera armónia a una freuenia fundamental de 60 Hz.85



Figura 4.10: Diagrama de bloques en FPGA, a) Muestreo de entrada.

Figura 4.11: Diagrama de bloques en FPGA, b) Estimado de la primera armónia.4.3.6. Implementaión en FPGAA ontinuaión se muestra el ódigo usado para implementar ada �ltro en elhip FPGA del sistema RIO. La estrutura básia es desplegada en las Figs. 4.10-4.11, la primera de ellas se re�ere al proeso de muestreo, la funión de la misma estomar una muestra de la señal en un tiempo espeí�o. Por otro lado, el diagramamostrado en la Fig. 4.11 es usado para implementar ada �ltro, note que el estimadorestá onstruido por la aión de dos �ltros en paralelo. El �ltro omplejo se separó endos �ltros reales para obtener la parte real e imaginaria de la estimaión para despuéstomar la magnitud de la estimaión a partir de las mismas. Finalmente se uentaon una etapa uya funión es ativar alarmas uando el valor de la estimaión nose enuentra dentro de ierto rango.En nuestro aso el reloj interno del hip FPGA es de 40 Mhz, y se eligió unrendimiento de 83 ilos por muestra, entones la freuenia máxima es de 481.92kHz, la ual es su�iente para nuestra apliaión.4.3.7. Resultados experimentalesLos experimentos mostrados en esta seión se pueden lasi�ar en dos asosgenerales: 86



1. Cuando la freuenia fundamental elegida para diseñar a los estimadoresarmónios fd es idéntia a la freuenia de la señal periódia a estimar fi,es deir:
fi = fd.2. Cuando la freuenia de diseño es diferente a la freuenia de la señal periódia:
fi 6= fd.Claramente, los resultados de la FFT sólo serán validos para el primer aso

fi = fd. en ontraparte los resultados de la TFT serán validos para iertos veindariosalrededor de fd, es deir para fi ≈ fd.

Figura 4.12: Prueba en estado estaionario, usando una señal periódia omo entrada.Las Figs 4.12-4.13 muestran los resultados de las pruebas realizadas para elaso en el ual fi = fd mientras que las Figs 4.14-4.15 muestran los resultados parael aso en el ual fi ≈ fd. En el panel usado para presentar todos los asos se muestraa la señal de entrada en la parte superior, los estimados de la TFT en la parte mediay los de la FFT en la inferior. A ontinuaión se revisa brevemente ada uno de estosresultados.La Fig. 4.12 muestra los resultados obtenidos al estimar una señal periódiade freuenia fundamental fi = fd omo entrada. En teoría para este aso ambas87



aproximaiones deben de produir estimados libres de error. En la Fig 4.12 se observaque ambas aproximaiones son buenas, aunque los estimados más limpios son losobtenidos mediante TFT.

Figura 4.13: Esalón en amplitud en la primera armónia.La Fig. 4.13 presenta la respuesta a un ambio abrupto en la amplitud dela primer armónia. Note que el transitorio de la TFT es más rápido que el de laFFT a pesar de que ambos estimadores presentan un retardo inherente al proeso de�ltrado de dos ilos1. Lo anterior se debe a que en el aso de la TFT la respuestaimpulsional de los �ltros se enuentra más onentrada alrededor del entro de laventana de observaión temporal. Con respeto al régimen permanente se tiene queambas aproximaiones son buenas debido a que la señal es periódia de freueniafundamental fi = fd.Los oe�ientes estimados para un esalón de 10% en freuenia (fi = 1.1fd)son mostrados en la Fig. 4.14. Note que en este aso los estimados de la TFT aunrepresentan orretamente el ontenido freuenial de la señal analizada. Por otraparte los generados por la FFT presentan severos errores. Estos presentan magnitudesmenores a las verdaderas debido a la urvatura de la banda de paso de los �ltrosimplíitos en la FFT.1La longitud del estimador usado es de uatro ilos en ambos asos.88



Figura 4.14: Estimados para un o�set de 10% en freuenia, el error generado esmenor en la TFT.

Figura 4.15: Estimados para un proesamiento en tiempo real usando la USB-6009.La Fig. 4.15 muestra la estimaión de una señal de freuenia fundamental deaproximadamente 5 Hertz2 adquirida on la tarjeta USB-6009. La señal adquirida2Se elige esta freuenia fundamental debido a limitaiones en el período de muestreo al trabajaron la tarjeta de adquisiión de datos. 89



está ompuesta por la primera armónia y la omponente de CD. al igual que en losasos anteriores, la TFT produe estimados más limpios. Los errores de la FFT sedeben a que la freuenia de la señal no es idéntia a la freuenia fundamental parala ual se realizaron ambos algoritmos, es deir fi ≈ fd = 5 Hz.Finalmente se probó el algoritmo en el hip FPGA. Se realizaron pruebason las freuenias fundamentales 50 Hz, 60 Hz, 100 Hz y 1 KHz produiendoresultados satisfatorios en todos los asos. La Fig. 4.16 muestra la interfase usadapara omuniarse on el estimador elaborado sobre el hip FPGA.Los resultados anteriores omprueban el orreto funionamiento del algoritmo.Como era de esperarse, el algoritmo permite la estimaión armónia ante desviaionesen freuenia aotadas. En adiión a lo anterior presenta una mejora en la deteióndel transitorios en omparaión on la FFT. Se mostró que en todos los asos losestimados más limpios son los obtenidos on TFT.4.4. ConlusionesFue posible implementar el estimador TFT en análisis en línea (onsiderandoel retraso onstante inherente al �ltrado) y fuera de línea. En todos los asospresentados se mejoró la aproximaión al añadir los nuevos elementos a la base. Eldesempeño del estimador fue omparado on el de la FFT mediante simulaiones yapliaiones en tiempo real. Para medir el desempeño del estimador se uso el riterioNRMSE.Se mostró que el estimador propuesto posee propiedades muy interesantes omolo son la separaión de omponentes armónios, el seguimiento de las variaiones delos mismos y la apaidad de trabajar ante variaiones en freuenia, por supuestosiempre que estas sean aotadas.
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Figura 4.16: Interfae de usuario para el hip FPGA, mostrando estimaión de unaseñal sinusoidal de 60 Hz.
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Capítulo 5Conlusiones y reomendaionesEste trabajo presentó al estimador armónio denominado transformada Taylor-Fourier. El mismo fue presentado omo una extensión al análisis de Fourier alexpander el omportamiento de ada armónia por una señal suave en lugar de unoe�iente onstante. El uso de este modelo relajado permitió una mejor estimaión(on respeto a la FFT) del ontenido armónio de una señal ante osilaioneslimitadas en banda. Lo anterior se justi�a al demostrar que los nuevos oe�ientesse aeran más al valor real de las omponentes armónias en omparaión a losoe�ientes de Fourier. Estos resultados se omprobaron teória y prátiamentemediante una serie de ejemplos.Se le da espeial importania al aso disreto, ya que este algoritmo es neesarioen la etapa de implementaión. Fue demostrado que en este aso el estimador puedeser visto omo un bano de �ltros FIR máximamente lisos. Estos �ltros poseengananias de difereniadores ideales alrededor de las freuenias armónias. Por lotanto los estimados estarán libres de error uando el ontenido freuenial de la señalde entrada se enuentre alrededor de éstas.Ciertamente la TFT presenta una arga omputaional mayor a la DFT debidoal aumento en los oe�ientes a estimar. Para minimizar este problema se diseñaronvarios métodos para reduir la arga omputaional del algoritmo. Entre estosdestaa el uso del algoritmo FFT para diseñar e implementar la TFT.Finalmente el algoritmo TFT se implementó en Hardware, espeí�amenteen una tarjeta FPGA, obteniendo resultados satisfatorios. Entre estos resultadosresalta la respuesta ante transitorios y la apaidad de estimar orretamente laevoluión de ada omponente armónio ante osilaiones.Es importante realar que el algoritmo TFT presenta algunas araterístias92



indeseables, en parte estas araterístias se deben a la herenia de la DFT. Entre lasmismas se enuentran: La presenia de un retardo en la estimaión, la generaión deerrores ante osilaiones de un anho de banda onsiderable, y la posible in�ltraiónde omponentes inter-armónias. A pesar de lo anterior, el algoritmo TFT es siempremás adeuado que la DFT, sobretodo si la señal a analizar es uasi-periódia.5.1. Objetivos alanzadosSe logró onstruir una expansión a la DFT mediante una serie de poteniasmodulando ada freuenia armónia.Debido a la naturaleza de expansión, se garantiza disminuir la norma del erroron respeto al error de Fourier.Fue posible disminuir la arga omputaional neesaria para onstruir alestimador.Se implementó el estimador en tiempo real en hardware FPGA. Obteniendomejores resultados que el análisis armónio onvenional en base a FFT.5.2. LimitaionesLa magnitud del error depende del ontenido freuenial de la entrada.Es posible generar errores uando el espetro de la señal de entrada no seenuentra dentro de las gananias máximamente lisas del estimador.Los estimados no son instantáneos, ya que presentan un retardo debido a lanaturaleza FIR del bano de �ltros usado.Ante ambios freueniales, los errores se magni�an en las armónias de altoorden.5.3. PubliaionesMiguel Angel Platas-Garza and José Antonio de la O Serna, Dynami harmonianalysis through Taylor Fourier transform. IEEE Trans. on instrumentationand measurement. vol. 60, n0. 3, pp. 804-813, marh 2011.93



Miguel Angel Platas-Garza and José Antonio de la O Serna, Dynami phasorand frequeny estimases through maximally �at di�erentiators. IEEE Trans.on instrumentation and measurement. vol 59, no. 7, pp. 1803-1811, july 2010José Antonio de la O Serna and Miguel Angel Platas-Garza, Maximally �atdi�erentiators through Taylor deomposition. Digital Signal Proessing. vol.21, no. 2, pp. 183-194, marh 2011.5.4. Trabajos futurosBusar posibles apliaiones en distintas áreas.Vinular la metodología propuesta on el enfoque de análisis multi-resoluión.Usar �ltrado adaptativo, en el ual se ajusten automátiamente los parámetrosante desviaiones en freuenia.
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Apéndie AUso de la matriz de Vandermonde enel álulo de la euaión de análisisen el aso determinadoUn aso muy espeial es el del aso determinado en el ual se onsidera unasola armónia en el modelo de señal1. Al igual que en el aso general, en este asola relaión que existe entre los oe�ientes de la aproximaión y las muestras de laseñal se expresa por x = Bφ, la diferenia es que B está dada por la siguiente matrizuadrada:
B =









































1 −Nh N2
h . . . (−Nh)

N

1 −Nh + 1 (−Nh + 1)2 . . . (−Nh + 1)N

1
... ... . . .

...
1 −1 1 . . . (−1)N

1 0 0 . . . 0

1 1 1 . . . 1

1
... ... . . . ...

1 Nh − 1 (Nh − 1)2 . . . (Nh − 1)N

1 Nh N2
h . . . NN

h









































. (A.1)
note que los elementos de B umplen on la siguiente relaión:

br,i =

(

(r − 1)−
Nh

2

)i−1

, para: r, i = 1, 2, . . . , N. (A.2)1Se elige el aso de estimaión de orriente direta ω = 0, si perdida de generalidad este estimadorse puede trasladar a ualquier otra freuenia armónia ω = ωi i = −H, · · · ,−1, 0, 1, · · · , Hmediante la adeuada modulaión. 95



96La matriz B se puede de�nir solamente por los elementos de su segundaolumna b, ya que los elementos de la i-ésima olumna se pueden de�nir al elevar ala potenia i− 1 ada elemento de la segunda olumna, es deir:
B =

(

b0 b1 b2 . . . bn
)

. (A.3)donde la notaión bi india elevar a la potenia i ada uno de los elementos del vetor
b (segunda olumna de B).Debido a su peuliar estrutura B es una matriz de Vandermonde, lo ual sepuede aprovehar para obtener su inversa B−1, la ual de�ne la euaión de análisis
φ = B−1x. A ontinuaión se muestra la obtenión de B−1.A.1. Obtenión de B−1Está seión presenta un pequeño resumen de [46℄, en donde se muestra omoalular e�ientemente la inversa de una matriz de Vandermonde. Debido a que Bes Vandermonde, es posible fatorizarla en el produto de dos matries triangulares:

B = LU (A.4)donde L ∈ RN×N representa una matriz triangular inferior y U ∈ RN×N unamatriz triangular superior. Ambas matries son no singulares debido a que ambasson uadradas, triangulares y on elementos no nulos en su diagonal. Entones, eslaro que la inversa de B está dada por:
B−1 = U−1L−1. (A.5)La ventaja de utilizar esta fatorizaión onsiste en la failidad que existepara alular las inversas U−1 y L−1, ya que los elementos de dihas matriespueden obtenerse mediante simples fórmulas reursivas sin neesidad de algún áluloomplejo. A ontinuaión se muestran las formulas reursivas usadas en la obteniónde dihos elementos. Estas formulas son tomadas de [46℄.Los elementos de U−1 están dados por:

ur,c =















1 r = c,

0 r > c,

ur−1,c−1 − ur,c−1bc−1 en otro aso, (A.6)



97mientras que los elementos de L−1 están dados por:
lr,c =
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en otro aso, (A.7)por lo tanto las matries U−1 y L−1 se dan por:
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, (A.8)
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. (A.9)Entones, para alular B−1 solo es neesario alular los elementos de L−1 y
U−1, para después realizar la multipliaión de las matries triangulares resultantes.Los siguientes ejemplos muestran el uso de esta ténia, al igual que en losejemplos anteriores se diseñan estimadores de orriente direta (ω = 0) para failitarlos álulos numérios.A.1.1. Ejemplo de apliaión - Polinomio de segundo ordenConsidere el aso de un estimador de CD, la evoluión de la CD se representaon un polinomio de Taylor de segundo orden, de auerdo a (2.14) se elige un númerode muestras N = 3, por lo ual la matriz B queda de�nida por:
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. (A.10)Las formulas reursivas dadas en (A.6) y (A.7) son usadas para alular lasmatries de la fatorizaión (A.5), las uales están dadas por:
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98por lo ual, para alular la inversa de B sólo es neesario realizar la multipliaión
U−1L−1:

B−1 =
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0,5 −1 0,5









. (A.12)A.1.2. Ejemplo de apliaión - Polinomio de uarto ordenEn este segundo ejemplo, también se onsidera el aso de un estimador de CD,en el ual se elige un polinomio de uarto orden para representar la evoluión de laseñal, entones se tienen los siguientes parámetros:
H = 1, K = 4, N = 5. (A.13)La matriz B que relaiona los oe�ientes de la expansión on las muestras de laseñal de entrada se da por:
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. (A.14)
Al igual que en (A.10)-(A.12), el proedimiento para enontrar la inversa de

B onsiste en representar a B omo el produto de dos matries triangulares, paradespués alular las inversas de las matries triangulares U y L mediante formulasreursivas.
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. (A.15)
Observe que la matriz L−1 aluladá en el ejemplo anterior está ontenida en lamatriz mostrada en L−1 (A.15), lo ual no se umple para U. Finalmente, se obtiene
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B−1 al multipliar U−1 y L−1.

B−1 =
1

288
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(A.16)
La i-ésima �la de B−1 representa la respuesta impulsional del i-ésimo estimadorasoiado a la estimaión de la de la i-ésima derivada temporal. Note que, las sumasde los elementos de ada hilera de la matriz B−1 orresponde a 1 para la primeraolumna y 0 para las restantes, esto orresponde a ondiiones máximamente lisas,las ondiiones máximamente lisas restantes se umplen debido a que:

2
∑

k=−2

vr,c(c)
k−1 =

{

1 r = k,

0 en otro aso, r, c = 1, . . . , N, (A.17)donde vr,c representa al elemento de la r-ésima �la y c-ésima olumna de B−1.Observe que los estimadores de orden par están dados por respuestasimpulsionales pares, mientras que los de orden impar están dados por respuestasimpulsionales impares. Lo ual se umple también en el aso general (ver lema 3.1).Por último, se tiene que este método enaja on la �losofía de alular solamentela respuesta impulsional de interés, no es neesario realizar ompletamente el álulode B−1 para obtener alguna de sus �las.Nota A.1 Sea B una matriz de Vandermonde dada por (A.1), sean uc ∈ RN

c = 1, . . . , N las olumnas de la matriz U−1 y sean lr ∈ RN r = 1, . . . , N las �las dela matriz L−1. Entones, para alular la i-ésima �la de B−1, la ual representa larespuesta impulsional asoiada al i-ésimo difereniador, sólo es neesario alular la
i-ésima �la de U−1 y las primeras Np olumnas de L−1 para el aso de longitud par
N = 2Np, o las primeras Ni + 1 olumnas de L−1 en el aso impar N = 2Ni + 1.Es deir, para el aso de longitud par se tiene que:

(

ci,−Np
ci,−Np+1 ci,2 ci,1 ci,0

)

= ui

(

l1 l2 . . . lNp
lNp+1

)

, (A.18)donde, en ambos asos ci,j representa al j-ésimo oe�iente del i-ésimo estimador,además si el difereniador es de orden impar no se neesita alular ci,0 debido a quees nulo por tratarse de una respuesta impulsional on simetría impar.



100Prueba.Diretamente del lema 3.1, debido a las propiedades de simetría del estimador.
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Apéndie BReduión de lóbulos lateralesmediante la soluión de mínimosuadrados ponderadosComo se omentó en el Capítulo 2, el modelo de señal usado solamente asegurauna baja in�ltraión de los omponentes freueniales alrededor de las freueniasarmónias. Por lo tanto el estimador es sensible a omponentes freueniales inter-armónios (fuera de las veindades de las armónias).Para reduir la sensibilidad del estimador on respeto a los omponentes inter-armónios es posible utilizar el proedimiento desrito en [14℄, esta propuesta onsisteen utilizar el riterio de mínimos uadrados ponderados (weighted least squares,WLS) en lugar del riterio LS. La ténia redue la �ltraión de omponentes inter-armónios debido a que disminuye el nivel de los lóbulos laterales de los �ltros FIRasoiados al estimador. La modi�aión de la respuesta en freuenia se debe a quela respuesta en freuenia del estimador está formada por una ombinaión linealdel espetro de la ventana usada omo fator de ponderaión en el riterio de WLSy sus derivadas. Por lo tanto la eleión de una ventana on bajos lóbulos lateralesimpliará una respuesta en freuenia on bajos lóbulos laterales.A ontinuaión se muestra la expansión de los resultados de [14℄ para estimaiónfasorial a la estimaión de un onjunto de armónias.
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102B.1. Efeto de la ventana en la respuesta enfreueniaLa soluión de LS minimiza el riterio de error:
J = (x−Bϕ)H(x−Bϕ), (B.1)por otro lado si se elige un fator de ponderaión para dar más peso a los erroresdel entro del intervalo de observaión se obtendrá una mejoran los estimados debajo orden de la serie, ya que estos son dominantes en el entro del intervalo. Paraponderar los errores en el intervalo es posible usar el siguiente riterio
J = (x−Bϕ)HQ(x−Bϕ) (B.2)donde Q es una matriz diagonal, la ual ontiene las muestras de la ventana elegidaen su diagonal. La soluión óptima para este aso es tal que umple ∂J

∂ϕ
= 0 y ∂2J

∂ϕ2 > 0,y está dada por:
ϕ̂ = (BHQHQB)−1BHQHx. (B.3)Los oe�ientes estimados usando (B.3) son tal que se umple el siguienteonjunto de euaiones normales:

∫

ϕ∗
i (t)q(t)x(t)dt =

∑

j

αj

∫

ϕi(t)q
2(t)ϕ∗

j (t)dt, i = 0, 1, . . . . (B.4)Reemplazando el modelo de señal usado, se tiene:
γ(r,R) =

∑

c

∑

C

α(c,C)g(r,R),(c,C),
r, c = 0, 1, . . . , K

R,C = −H, . . . , H
(B.5)on g(r,R),(c,C) y γ(r,R) dadas por:

g(r,R),(c,C) =

∫ ∆

−∆

tr+cq2(t)e−j2πf(C−R)tdt
r, c = 0, 1, . . . , κ

R, C = −H, . . . , H
(B.6)y

γ(r,R) =

∫ ∆

−∆

trx(t)q(t)ej2πfRtdt
r = 0, 1, . . . , κ

R = −H, . . . , H.
(B.7)Para ontrolar los omponentes inter-armónios se usan las muestras de unaventana en Q debido a que la respuesta en freuenia es formada por ombinaioneslineales del espetro de la ventana y sus derivadas. A ontinuaión se prueba esteheho.



103Teorema B.1 Asumiendo una funión ventana real y simétria q(t) omo fator depeso en la soluión WLS, entones las respuestas en freuenia del estimador TFTestán formadas por ombinaiones lineales del espetro de la ventana usada y susderivadas y son dadas por:
(BHB)−1Γκ,H(ω) (B.8)donde (BHB) es la matriz de ponderaión on elementos dados por (B.6), y Γκ,H(ω)representa el efeto de la ventana, y tiene elementos dados por:

Γ(r,R) = (−j)rQ(r)(ω − ωR)
r = 0, 1, . . . , κ

R = −H, . . . , H
(B.9)Prueba. Introduiendo señales exponeniales al estimador, i.e. x(t) = ejωt en (B.7),se tiene que:

γ(r,R) =

∫ ∆

−∆

trq(t)ej(ω−ωR)tdt
r = 0, 1, . . . , κ

R = −H, . . . , H
(B.10)note que (B.10) es la transformada de Fourier de trq(t) modulada a ωR, entones setiene que:

Γ(r,R)(ω) = jrQ̄(r)(−ω + ωR)
r = 0, 1, . . . , κ

R = −H, . . . , H
(B.11)donde Q̄(ω) india el omplejo onjugado de Q(ω). Usando las propiedades desimetría de Q(ω) y sus derivadas:

Q̄(r)(ω) = Q(r)(−ω) for r even, (B.12)
Q̄(r)(ω) = −Q(r)(−ω) for r odd, (B.13)se tiene que la respuesta en freuenia de ada elemento γ es dada por:

Γ(r,R) = (−j)rQ(r)(ω − ωR)
r = 0, 1, . . . , κ

R = −H, . . . , H
(B.14)y debido a que (BHB)−1 es el fator de peso, entones la respuesta en freuenia delestimador está dada por (B.8). �



Apéndie CCambios freueniales
C.0.1. Limitaiones del métodoEl método presentado en [45℄ para la estimaión de la freuenia fundamentalpuede extenderse a la estimaión de ualquier freuenia armónia, mediante estemétodo es posible enontrar la desviaión en freuenia de ada omponente
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Figura C.1: Flutuaiones en freuenia de la 1era, 2da y 3era armónia.
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105armónio, la ual está dada por:
∆fh =

2Im{σ(1,h)e
−j∡σ(1,h)}

2|σ(0,h)|
(C.1)La Fig. C.1 muestra las freuenias estimadas de las primeras armónias delejemplo mostrado en la seión 4.1, note que las armónias de orden superior sonmás ruidosas. Esto se debe a que el bano de �ltros usado omo estimador se diseñóalrededor de las freuenias armónias onstantes fi = if1 para i = −H, . . . , Hsuponiendo el periodo 1

f1
onstante. Por lo tanto, si la señal se somete a un ambioen freuenia de ∆f Hz, entones la primera armónia se loalizará ahora en f1+∆fHz, la segunda en f2+2∆f Hz y la h-ésima en fh+h∆f Hz. Ya que el desplazamientofreuenial del espetro de la armónia aumentará al aumentar el número de armóniaa estimar se tiene que para armónias grandes el espetro tiende a salir de la bandade paso del �ltro.Para soluionar el problema anterior es posible diseñar la banda de paso de los�ltros β tal que β > H∆f , donde H es el número máximo de armónias inluido enel modelo y ∆f es la máxima desviaión permitida en la fundamental.En adiión es posible mejorar la estimaión ante ambios en freuenia mediantela adaptaión del modelo de señal on respeto a la freuenia. Es deir, ya que losestimados freueniales se enuentran disponibles es posible realular los �ltros paraesta nueva freuenia.
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Figura C.2: Diagrama a bloques del estimador on retroalimentaión de freuenia.A ontinuaión se muestra un ejemplo, en el que se muestra la estimaión deuna rampa en freuenia para un bano de �ltros on freuenia �ja en 50 Hz ydespués para el aso de un bano de �ltros on freuenia adaptable.



106El bano de �ltros usado para realizar la estimaión de freuenia de maneraadaptable mostrada en la Fig. C.2 no es mas que un onjunto de n banos de �ltroson freuenia �ja on freuenias fundamentales en fa, fb, fc, . . . , si la freueniafundamental estimada se enuentra más era de fa se usará el bano a, si lafreuenia estimada se aera a fb se usará el bano b y así suesivamente.Para disminuir el error en la estimaión se puede disminuir la separaión entrelas freuenias elegidas para diseñar los banos.En las Figs. C.4-C.5 se muestra otro ejemplo en el ual se estima una señaluya freuenia es dada por una señal sinusoidal. La Fig. C.4 muestra la estimaiónon un sólo banos de �ltros, note que la estimaión de la freuenia de la armóniade alto orden es más ruidosa debido a que las osilaiones en freuenia son mayores.en ontraparte, la Fig. C.5 muestra la estimaión obtenida al usar onjunto de tresbanos de �ltros, ada bano tiene una freuenia fundamental de fa = 40 Hz, fb = 50Hz y fc = 60 Hz. Para elegir el bano a utilizar se usa la retroalimentaión de lafreuenia estimada.
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Figura C.4: Freuenia estimada on un bano de freuenia �ja en 50 Hz.
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