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Resumen

Una extension a la transformada de Fourier,
transformada Taylor-Fourier

Publicacion No.

Miguel Angel Platas Garza
Universidad Autéonoma de Nuevo Leon
Facultad de Ingenierfa Mecanica y Eléctrica
Asesor: Dr. José Antonio de la O Serna
Agosto del 2011

La estimacion armonica es un tema de importancia en muchas areas de
la ingenieria. Cominmente la herramienta matematica usada para realizar dicho
analisis es transformada de Fourier discreta (Discrete Fourier Transform, DFT).
A pesar de ser una excelente técnica para estimar las componentes armonicas de
una secuencia periodica, la DF'T presenta errores cuando la senal no cumple con la
propiedad ideal de periodicidad. Por ejemplo, cuando el sistema que genera la senal
es sometido a un transitorio. Lo anterior se debe a que la DFT solamente generan
una base completa para secuencias periddicas.

La propuesta del presente trabajo es desarrollar una extension al andlisis de
Fourier al representar el comportamiento de cada armoénica por una funcién suave
(envolvente compleja) en lugar de un coeficiente constante (coeficiente de Fourier).
El proposito de esta expansion es el mejorar las estimaciones de las componentes
armonicas ante oscilaciones limitadas en banda.

La extension recibe el nombre de transformada Taylor-Fourier ( Taylor Fourier
Transform, TFT) ya que estd basada en la expansion de cada componente armonico
en su serie de McLaurin. Por lo tanto, los coeficientes de la TFT poseen significado

fisico. Estos representan directamente a las armoénicas y a sus derivadas.

VI



Al utilizar un polinomio mayor a cero en la serie de McLaurin de cada armoénica
se obtienen mejores estimados de las envolventes complejas debido al hecho de que el
subespacio generado por la base de Fourier se encuentra contenido en el subespacio
generado por la base de la TFT.

Con respecto a la implementacion, se tiene que en el caso discreto todos los
coeficientes pueden ser calculados a la vez mediante una transformacion lineal, la cual
a su vez puede ser vista como un banco de filtros FIR maximamente lisos. Estos filtros
poseen ganancias idénticas a las de diferenciadores ideales en vecindarios alrededor
de las frecuencias armoénicas. Por lo tanto se producen buenos estimados cuando el
contenido frecuencia de la senal se encuentra en estos vecindarios, es decir cuando
las armonicas evolucionan de manera suave.

Se desarrollan diversos métodos para reducir la carga computacional del
estimador presentado. Los métodos abarcan las etapas de diseno e implementacion
del mismo. Se presenta un método basado en la transformada rapida de Fourier (Fast
Fourier Transform, FET) y dos métodos basados en las propiedades de la respuesta
en frecuencia del estimador.

Finalmente, se presenta una serie de ejemplos para comparar el desempeno de
la TFT con el de la FFT. Es importante recalcar que el desempeno se compara
usando senales de sistemas fisicos y no simulaciones. Como ejemplos se utilizan
senales provenientes de sistemas eléctricos de potencia bajo oscilaciones, senales
de presion arterial, y por altimo se presenta la implementacion del algoritmo en

Hardware, especificamente en una tarjeta FPGA.
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Introduccion

Una de las principales metas del procesamiento digital de senales (PDS) es
el representar senales de la vida real, en este contexto las transformaciones y las
expansiones lineales tienen un papel fundamental. Las mismas son herramientas
bésicas para realizar las tareas mas comunes del procesamiento de senales como
lo son: la adquisicion, filtrado y compresion de senales.

Comunmente las expansiones lineales de senales han surgido en distintas areas
para representar alguna senal en otro dominio en el cual se presenta alguna mejora en
particular con respecto al dominio original. Debido a lo anterior, el representar una
senal por la suma ponderada de los elementos de una base (componentes bésicos)
es una idea tan antigua como actual, ciertamente mucho més antigua que el area de
procesamiento de senales.

Uno de los primeros en hacerlo fue J. Fourier en su "Théorie analytique de
la chaleur"(1822) [I], en la cual se propuso resolver el problema de transferencia
del calor mediante una serie trigonométrica a la cual se le conoce hoy en dia como
serie de Fourier, mediante dicha serie es posible representar cualquier senal peridédica
continua en una sumatoria de exponenciales complejas, es decir representa una base
completa para senales periddicas.

Con el paso del tiempo, distintas expansiones de seniales surgieron, entre las
mas importantes se encuentran:

La transformada Haar 2], propuesta a principios de el siglo XX, en la cual se
representa dos muestras de una senal por su media y su diferencia, lo cual equivale
a un filtrado pasa bajo y uno pasa alto seguidos de una etapa de diezmado por un
factor de dos. Claramente la transformada Haar es el primer ejemplo de una onduleta,
aunque no fue reconocido en ese entonces.

La transformada discreta de Fourier (Discrete Fourier Transform, DET) [3]
y el desarrollo de algoritmos eficientes para realizar el calculo de la misma, como

la transformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform, FET) [4]. Ciertamente



uno de los principales factores que influyen en la popularidad actual de la DFT es el
calculo eficiente de la misma con algoritmos de bajo costo computacional. La mayoria
de estos algoritmos se basan en el uso de propiedades de simetria para disminuir el
numero de operaciones necesarias en el cilculo de la DFT

Las series de Fourier generalizadas [5], las cuales buscan una base ortonormal
para representar la senal, es decir que los componentes en los que se descompone
la senal sean ortonormales unos a los otros. Algunos de sus ejemplos son la serie
Fourier-Legendre y la serie Fourier-Bessel, en las cuales se utilizan los polinomios de
Legendre y Bessel respectivamente como elementos de la base.

Las onduletas ( Wavelet transform, WT) [6]-[7], las cuales surgieron en la década
de 1980 y son la convergencia de muchos estudios realizados en distintas areas, por
ejemplo: en matematicas puras, en geologia para la correcta deteccion de transitorios
en senales geofisicas, en PDS para realizar filtros de perfecta reconstruccion y
codificacion en sub-bandas. La W'T se basa en el reemplazo del concepto de frecuencia
por el de escala, al reemplazar la modulaciéon por exponenciales complejas de la
transformada de Fourier (Fourier Transform, FT) por el escalamiento de una funcion
prototipo, esto implica una mejor representacion de la senal en el plano tiempo-
frecuencia, es decir se tiene la capacidad para detectar transitorios rapidos sin que
éstos se diluyan en el intervalo de observacion. Una de las desventajas de la WT
es la carencia de significado fisico de sus coeficientes, los cuales solo reflejan el
grado de similitud entre la funcién analizada y la onduleta elegida a su respectiva
escala y desplazamiento temporal. Por esta razéon la mayoria de las WT se usan
principalmente en codificacion [§]-[9].

Cabe mencionar que la mayoria de las transformaciones lineales usadas busca
una base ortonormal en los elementos que soportan a la base, también son usadas las
transformaciones biortogonales en las cuales se relaja la condicion de ortogonalidad,
ya que solo es necesario que los elementos de la base estén dados por un conjunto de
vectores linealmente independientes. Una revision al tema de expansiones lineales es

realizada en el Capitulo [

Analisis armonico

Cuando se toca el tema de expansiones lineales de senales, un punto importante

es el significado fisico de los coeficientes de la expansion, ya que estos pueden



indicar fenoémenos dificilmente detectables en la senal original. Basados en este
punto, la F'T es una herramienta importante, ya que la informacion que se puede
obtener del analisis armonico es muy variada, por ejemplo puede indicar patologias
en diagnosticos médicos, fallas en sistemas eléctricos de potencia, vibraciones en
sistemas mecanicos, etc. Por esta razon la estimacion armoénica es un topico de interés
en muchas areas, algunos ejemplos de sus aplicaciones son mostrados en [10]-[12].
Todas estas aplicaciones tienen un punto en comun: Usan técnicas de estimacion
armonica basadas en la Transformada de FourierH.

El presente trabajo pretende extender las técnicas de andlisis armoénico
presentes en la F'T, es decir: se pretende desarrollar una expansion de la F'T, la cual
mejore a ésta en sus puntos débiles, de los cuales el principal punto a tratar en este
trabajo es la condicion estacionaria implicita en la F'T, ya que ésta representa cada
armoénica por una constante en amplitud y fase sobre todo el intervalo de observacion.
En contraparte nuestra propuesta consiste en usar un polinomio de McLaurin para
representar la evolucion de cada armonica, lo cual representa un modelo mas flexible,
el cual permite variaciones de las armoénicas dentro del intervalo de observacion. La
variacion permitida en cada armonica esta descrita por un polinomio de orden K. El
planteamiento anterior inici6é con investigaciones para mejorar la estimacion fasorial
en condiciones oscilatorias [13]. En éste, la estimacion se efectia solamente en la
frecuencia fundamental. La idea fue generalizar [13]-[14] a todas las armonicas.

Las principales ventajas de la expansion propuesta serdan el mejorar los
coeficientes de Fourier, y anadir nuevos coeficientes, los cuales estaran relacionados

con la razon de cambio de las armonicas.

Planteamiento del problema

El principal problema de la DFT es que se supone una senal estrictamente
periddica, lo cual implica una frecuencia fundamental f; y coeficientes de Fourier ¢;
constantes sobre todo el intervalo de observacion.

Por otro lado, es bien conocido que las senales de campo dificilmente cumplen la
propiedad ideal de periodicidad, sobre todo bajo condiciones oscilatorias en las cuales

las armonicas contienen variaciones dentro del intervalo de observacién@. Cuando

'El anélisis de Fourier es la herramienta mas popular para realizar la estimaciéon armonica, mas

no es la unica. Existen numerosas técnicas para lograr este fin.
2 A las cuales se les denomina armonicas dindmicas en este trabajo.



esto pasa, lo mejor que pueden hacer las técnicas actuales es estimar las armoénicas
por el mejor valor promedio sobre toda la ventana de observacion truncando las
variaciones que se desean capturar, en una manera similar a cuando se toma una
fotografia de un objeto en movimiento y se produce una imagen borrosa, ya que el
rollo fotografico considera una imagen estatica. Entonces, si se aproxima la evolucion
de cada armonica por un modelo de senal mas relajado (un polinomio de McLaurin
en lugar de una constante) se representa de una manera méas adecuada las variaciones
en amplitud y/o fase de cada armonica. Este comportamiento dinamico que pueden
llegar presentar las armoénicas bajo condiciones transitorias se le denomina armoénica

dindmica, y es explicado a continuacion.

El concepto de arménica dindmica

Para ilustrar el concepto de armonica dinamica, considere una senal periodica
xp(t) de frecuencia fundamental fi, la cual posee coeficientes de Fourier ¢; i =
0,=£1,...,£H constantes

H
z,(t) = Z ;2 (0.1)
i=—H

Una de las formas en las que se puede modelar la pérdida de periodicidad
durante un transitorio es modulando en amplitud a z,(t) por una sefial aperiodica
paso-bajo de energia finitad m(t) = a(t)e*® [13], la cual tiene un ancho de banda
f <& fi. En el dominio temporal la envolvente m(t) afecta a x,(t) ocasionando una

pérdida de la periodicidad en la senal resultante z,(t).

H H
2a(t) = m(t)x,(t) = m(t) (Z ciejszlt) = > oty (0.2)
i=—H i=—H
donde ¢;(t) representa una copia escalada por el coeficiente ¢; de la portadora m(t),
dicha copia recibe el nombre de armoénica dinamica en este trabajo, ya que en el
dominio de la frecuencia el espectro de m(t) es modulado a cada frecuencia armoénica

y ponderado por su respectivo coeficiente:

H

Xa(f) = M(f) = (Z ci5(27m'f1t)> = 'Z aM(f = 2mifit). (0.3)

i=—H

Note que el espectro de la senal resultante alrededor de la i-ésima armonica esta

3Por lo tanto continuamente diferenciable [15].



p(t) Xp(f)

S

—f1 | f1
(a) Senal periodica xp(t). (b) Espectro sefial periédica.
m(t) M(f)
t f
(c) Senal pasa bajas m(t). (d) Espectro sefial pasa bajas.
@a(t) Xa(f)
WA ‘ AW
(e) Sefial aperiodica x4 (t). (f) Espectro sefial aperiodica.

Figura 1: Pérdida de periodicidad de una senal al ser modulada en amplitud por una

senal pasa bajas, [(a)f(b)|senal original, |(¢)H(d)| variacion en amplitud y |(e)q(f)| senal

aperiddica resultante.



dado por una copia escalada de la envolvente en lugar de un coeficiente constante c;.
Este planteamiento se muestra en la Fig. [1l

Como se observa en la Fig. [l el espectro de las armoénicas dindmicas se
concentra alrededor de vecindarios centrados en las frecuencias armoénicas, siempre
y cuando el ancho de banda [ de la envolvente m(t) sea lo suficientemente pequeno.
Basado en lo anterior, una correcta estimacion del espectro de la ¢-ésima armonica
dindmica debe de extraer el contenido frecuencial del mismo adecuadamente, esto
es, el estimador debe poseer una respuesta en frecuencia con ganancia unitaria en
f = fi £ B y ganancias nulas en f = f; £ para ¢ = 0,—1,4+2, 43, .... Por otro
lado, la respuesta en frecuencia implicita en el analisis de Fourier s6lo cumple las
condiciones anteriores para 5 = 0, por tal motivo los estimados de Fourier s6lo estan
libres de distorsion en este caso.

Otro enfoque interesante del problema es el del algebra lineal, Considere a
la F'T como una base, cuyos elementos se dan por exponenciales complejas de la
forma e/?™/1* para i = 0,+1,...,+H, y cuyo subespacio estd compuesto de todas
las senales periddicas limitadas a la banda de frecuencia |w| < H f; y pertenecientes
a Ly(R), entonces es claro que al agregar los elementos t'e/2™8/1t e incrementara el
espacio generado por la base, siempre y cuando se garantice la independencia lineal
de todos sus elementos.

En este trabajo se generard una nueva base al unir la base de la FT mas
un complemento, ambos linealmente independientes, por lo tanto el subespacio
correspondiente a la nueva base sera mayor al subespacio generado por la FT.

Se elige como nueva base a polinomios de McLaurin modulados en cada
frecuencia armonica. Por lo tanto si el orden de los polinomios es 0, la base se reduce
a la base de Fourier, mientras que para 6rdenes mayores de cero la base englobara
a la base de Fourier. La transformacion lineal generada por esta base se nombra
transformada Taylor-Fourier ( Taylor-Fourier Transform, TFT) debido a que se basa
en aproximar el comportamiento de cada armoénica por una serie de potencias.

Por ejemplo, considere que los espacios generados por las bases de Fourier,
Taylor-Fourier y alguna onduleta estan dados por los conjuntos nombrados FT,
TFT y WT en la Fig.

Entonces de la Fig. 2 se tiene que, ya que F7T esta contenido en T F 7T, siempre
se garantiza un error Taylor-Fourier menor al de Fourier para cualquier sefial s(t)

arbitraria. Note que F7T representa al conjunto del todas las sefiales periddicas de



TFT

Figura 2: Errores de aproximacion de la DFT y FTT.

energia finita, y 7T representa al conjunto de todas las senales de energia finita en
las cuales la evolucion de sus armonicas se da por polinomios de McLaurin de orden
K.

Mientras que para el caso de una transformacion cuyo subespacio no englobe
al espacio generado por la base de Fourier, como el caso de la WT no se puede
garantizar lo anterior, es decir en ocasiones la WT representard mejor una senal,
pero en ocasiones la F7T tendra el error menor, dependiendo de que tipo de senal
se analice. En general la eficiencia de una base al representar una senal se puede
determinar a partir de la similitud entre la senal a estimar y los elementos de la base.
Por lo tanto se tiene que la senal sera mejor representada por F'T si es semejante
a una senal periddica continua, pero serda mejor representada por la W'T si ésta es

semejante a la onduleta madre elegida para generar la WT.

Comparacién con otras técnicas

Ahora que se tiene conciencia del tipo de expansion generado por la TET y
su proposito, es posible establecer un marco de comparaciéon con respecto a otras
técnicas de estimacion armonica no basadas en la DFT. A continuacién se revisa
brevemente las ventajas y desventajas que presenta cada una de ellas.

El filtrado selectivo en frecuencia [16] es una herramienta util para estimar el
contenido armoénico de una senal periddica. Es posible disenar filtros para atenuar
los errores implicitos en el analisis de Fourier [17]-[18]. Algunos ejemplos de estas

técnicas son mostrados en [19]-[20]. La desventaja general de este tipo de métodos es



el retardo generado en el proceso de filtrado. El algoritmo TFT entra en esta categoria
ya que el mismo puede interpretarse como un banco de filtros FIR méaximamente
lisos [21], los cuales son disefiados especificamente para resolver el problema de
estimacion armonica ante oscilaciones y representan la solucién 6ptima a un problema
de minimizacion.

El filtrado adaptable [22] también puede ser usado para estimar los
componentes armonicos de una senal [23]|-[24]. Estas técnicas usan filtros con
coeficientes variantes en el tiempo, los cuales se actualizan mediante algoritmos
recursivos de minimizacion. Generalmente, la principal desventaja de estos filtros
es la complejidad numérica, ya que es necesario aumentar la carga computacional
del algoritmo para realizar el proceso recursivo de actualizacion de coeficientes.

Entre los filtros adaptables més comtinmente usados se encuentra al filtro de
Kalman [25]. Algunos ejemplos de aplicacion se encuentran en [26]-[27]. En [27] se
muestra la aplicacion de este filtro para estimar la primera armonica de una senal
bajo oscilacion. Cabe destacar que en esta aplicacion en particular el modelo de senal
se expande de manera similar a la de la TFT (usando una serie de McLaurin). La
principal ventaja del uso del filtro de Kalman en el anélisis armonico es su respuesta
inmediata (el proceso de filtrado tiene un retraso de una muestra) por lo cual
sus estimados son casi instantaneos. Entre sus desventajas se tiene la complejidad
numérica. Ya que, a diferencia de la TF'T, es necesario usar todo el modelo en la
etapa de implementacion aunque solo se este interesado en un ciertos parametros del
mismo. Ademas, la complejidad de las ecuaciones recursivas aumenta con respecto
al nimero de parametros en el modelo.

Algunas WT pueden ser usadas para realizar analisis armonico [28], para lograr
este fin la WT elegida debe de estar acotada en frecuencia. La popularidad de
la. WT se debe a sus propiedades matematicas [29]. En adicion, la WT es una
herramienta muy eficiente computacionalmentey y es capaz de representar la senal
con pocos coeficientes (en comparacion con la DFT) lo que las hace utiles en
tareas como la compresion de senales [30]. A pesar de lo anterior, al igual que las
herramientas anteriores la W'T' también tiene puntos débiles: En el caso especifico
del analisis armonico, la principal desventaja de la W'T es la dificultad existente
para relacionar los coeficientes de la transformacion con el contenido armoénico de la

senal de entrada, ya que por lo general estos carecen de significado fisico. Entonces

4El implementar una WT puede presentar una menor carga computacional que la FFT: Por

ejemplo la transformada Haar.



el anélisis anade la etapa extra de obtener parametros de utilidad en el monitoreo de
un sistema a través de los coeficientes [31]. Comtnmente la WT analiza el contenido
frecuencial de la senal de entradas por bandas separadas por octavas la cual no es
una separacion adecuada para realizar el analisis armonico (es posible encontrar mas
de una frecuencia armonica en una banda e incluso componentes inter-armonicos).
Lo anterior se cumple, por ejemplo, en el caso de la (Harmonic Wavelet Transform,
HWT) [28].

También existen algoritmos hibridos [32]-[34] los cuales hacen uso de los
métodos mencionados en conjunto con diversos algoritmos como redes neuronales,
algoritmos genéticos, logica difusa, entre otros. El principal problema de estos
algoritmos hibridos es su complejidad. Por otro lado el uso de distintos métodos
al mismo tiempo provoca distintas fuentes de error.

En resumen, debido a que la TFT es una expansion de la F'T se tiene que ambas
poseen caracteristicas semejantes, entre otras se tiene a la facilidad y factibilidad de
implementacion, la posibilidad de implementar de manera eficiente la transformacion
mediante FFT y el significado fisico de coeficientes. Ciertamente la popularidad de la
FFT se debe en parte a estas caracteristicas. En adicion a lo anterior, la TFT tiene
la capacidad de procesar senales bajo oscilaciones acotadas en frecuencia. Entre las
desventajas de la TF'T destacan la existencia de retardos temporales, generacion de
errores ante cambios considerables en la senal de entrada y la resolucién constante

en el plano tiempo-frecuenciall.

Objetivo

El objetivo principal del presente trabajo es desarrollar una expansion al
analisis de Fourier, la cual se nombra transformada Taylor-Fourier, los objetivos

secundarios son:

= Elaborar algoritmos eficientes para disminuir la carga computacional.
= Comparar el desempeno con métodos cominmente usados.

= [mplementar el algoritmo y evaluar los resultados.

5A pesar de esto es posible detectar transitorios mediante las coeficientes de mayor orden de la

serie de McLaurin.



Organizacion de la tesis
La tesis esta estructurada de la siguiente manera:

Capitulo [I El proposito de este Capitulo es hacer el documento auto-contenido.
Dentro del mismo se presenta un resumen breve de las herramientas usadas a
lo largo del trabajo. Si el lector esta familiarizado con temas como expansiones

de senal y analisis frecuencial, puede empezar en el capitulo 2.

Capitulo [2 Se muestra el método propuesto, desde el modelo de senal hasta las
propiedades mateméticas del estimador. Se da especial énfasis a la maxima
planecia de la respuesta en frecuencia alrededor de las frecuencias armonicas,
asi como la colocacion de un conjunto de ceros de la funciéon de transferencia
en dichas frecuencias. Dentro de este Capitulo, también se presenta un ejemplo

teorico para evaluar el funcionamiento del estimador.

Capitulo Bl Enfocado principalmente en la reduccion del costo computacional
necesario para realizar el cilculo de la transformacion propuesta. Se presentan
distintos enfoques, la mayoria de los mismos se basa en reducir la carga usando
la respuesta en frecuencia del filtro asociado al estimador, también se presenta
un método que hace uso de la FFT para disminuir la carga computacional del

estimador.

Capitulo 4] Se presentan distintos ejemplos con senales reales. Las cuales son de

distinta naturaleza. Se presentan andlisis en linea y fuera de linea.
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Capitulo 1

Expansion de senales y analisis de

Fourier

Como se mencioné en la introduccion, este trabajo esta enfocado en la
expansion lineal de senales. A continuacion se muestra un resumen acerca de este

tema, el cual es tomado de [6] y [35].

1.1. Expansiones lineales de senal

Dada alguna senal z de algin espacio , nos interesa encontrar un conjunto
de senales elementales ¢;(t) para ese espacio, tal que sea posible representar la senal

original x como una combinacién lineal de dicho conjunto.
T = ZO&Z'QOZ', 1€ Z, (].].)
i

donde Z representa el conjunto de los nimeros enteros.

De especial interés es el caso en el que cualquier x € S puede ser representada
por una combinacion lineal como la dada en (L], en este caso se dice que el conjunto
elegido como base es completo, es decir S = span{y;}.

Si la base es completa se garantiza la existencia de los elementos de la base dual
©;, entonces es posible obtener los coeficientes de la expansion al aplicar el producto

punto entre la sefial y cada uno de los elementos de la base dual [6], Def. 2.2, p. 19].

a; = (@i, ) (1.2)

'Donde S puede ser de dimensiones finitas como los espacios euclidianos R™ y C™ o de

dimensiones infinitas como los espacios de Hilbert l2(Z) y L2(R).
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donde los elementos de la base dual son el Gnico conjunto en & que cumple con:

. 1 =y, -
(@i, §j) = , 1,] € 2. (1.3)
0 en otro caso.

Un caso particular es cuando los elementos de la base forman un conjunto
ortonormal y completo, es decir los elementos de la base son ortonormales los unos
a los otros:

1 i=y,

<g07;, g0]> = s Z,j - Z, (14)
0 en otro caso.

y cualquier senal perteneciente a S se puede representar por una combinaciéon lineal
de los mismos.

El caso ortonormal es tan importante, que cominmente se toma como referencia
en la forma de clasificar las bases. La importancia del caso ortonormal radica en su
sencillez matematica, la cual es de gran utilidad en el momento de implementacion,
note que de (L3)) y (L4) se deduce: @; = p; para este caso. Por lo tato, los coeficientes
de la aproximacion se obtienen al aplicar producto punto con respecto a los elementos
de la base directamente, con lo cual el problema de encontrar los elementos de la
base dual es eliminado.

En las siguientes secciones se presentan ambos casos, expansiones ortonormales
en las cuales los elementos de la base forman un conjunto ortonormal y expansiones
biortogonales en las cuales la condicion de ortogonalidad se relaja a la independencia

lineal de los elementos de la base.

1.1.1. Expansiones ortonormales

Las expansiones ortonormales juegan un papel fundamental dentro de la teoria
de tratamiento de senales debido a su manera elegante y eficiente de representar una
senal. Ademés su naturaleza ortonormal permite garantizar estabilidad numérica
[30]. Ciertamente una de las primeras bases ortonormales fue la serie de Fourier, por
esta razom, es comun llamar series de Fourier generalizadas a las bases ortonormales,
la tnica diferencia de la series de Fourier con respecto a las series de Fourier
generalizadas, es que en la primera se usa como elementos de la base a exponenciales
complejas adecuadamente moduladas en miltiplos de una frecuencia fundamental,
mientras que en la segunda se elige a cualquier conjunto de senales que cumplan las

condiciones de ortonormalidad y completitud para cierto espacio dado.
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Definicién 1.1 Un conjunto de elementos {¢;} es llamado una base ortonormal

para el espacio S si para cada x en S se tiene que:
x = Zaigoi, 1€ Z, (1.5)
i

y ademds los elementos de la base cumplen con:

0 en otro caso.

<soi,soj>={ b= (16)

Los coeficientes de la expansion o; son llamados coeficientes de Fourier de x

con respecto a ;.

Las condiciones (LH) y (L6]) son llamadas las condiciones de completitud y
ortonormalidad de la base, respectivamente. En relacion a los coeficientes «; se tiene

que:
Lema 1.1 Cada uno de los coeficientes de Fourier oy, estd dado por [6]:

Prueba. Lo anterior puede ser probado mediante la propiedad de linealidad del
producto punto y la ortogonalidad de los elementos de la base. Por ejemplo, considere

que z es expresada por (L5)), entonces:
(r, ) = (o, > aigpi), (1.8)
y debido a las propiedades de linealidad del producto punto se tiene que:

(pr, ) = Zaz‘<90k,s0z'>- (1.9)

Finalmente, aplicando la propiedad de ortonormalidad de los elementos de la
base (L3) se deriva
OJ

Note que los coeficientes de la expansion indican la proyeccion de la senal de
entrada en cada uno de los elementos de la base, por esta razon se pueden tomar
como indicadores del grado de similitud entre la senal de entrada y el elemento de la

base asociado al coeficiente. Este punto es importante porque a partir del mismo se
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puede deducir que elementos utilizar para representar cierta senal: La senal se debe
de asemejar a los elementos de la base usada debido a que el segmento de la senal
no proyectado en los elementos de la base sera el error de la aproximacion.

Para el caso de dimensiones finitas, es suficiente tener un conjunto ortonormal
de tamano n para generar una base ortonormal. Pero, para el caso de dimensiones
infinitas no es suficiente tener un conjunto ortonormal de vectores infinito para
generar una base. El siguiente teorema es tomado de [6] y muestra varios enunciados
equivalentes, los cuales permiten verificar si un sistema ortonormal es también una

base para cierto espacio dado.

Teorema 1.1 Dado un sistema ortonormal {¢1, pa, ...} en el espacio de Hilbert £,

lo siguiente es equivalente:
1. El congunto {p1, 2, ...} es una base ortonormal de &.
2. Si{pi,x) =0 parai=1,2,..., entonces x = 0.
3. El espacio generado por {¢1, e, ...} es denso en E.

4. Por cada x en &, se tiene que la iqualdad de Parseval
2l = (e 2)? (1.11)

se cumple.

5. Por cada x1 y xo en & se cumple la igualdad de Parseval generalizada

(T1,22) = Z<S0i,551>*<90i,$2>- (1.12)
i

Los puntos anteriores indican la capacidad de la base ortonormal para
representar a cualquier x € £. Note que de una u otra manera toda la informacion
contenida en x es capturada en algin coeficiente de la base. Es importante destacar
que la propiedad de ortonormalidad no es una condicién necesaria para garantizar la
completitud de la base. Realmente la popularidad de las bases ortonormales se debe
a la sencillez matematica con la que éstas representan una senal. Por lo tanto, aunque
son deseadas, las propiedades de ortogonalidad no son necesarias para construir una

base para cierto espacio de Hilbert dado como se muestra a continuacion.
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1.1.2. Expansiones biortogonales

El caso general, en el cual la condicion de ortonormalidad de los elementos
de la base se relaja, es también importante. En este caso las expansiones reciben
el nombre de expansiones biortogonales, ya que ademéas de la base, existe una base
dual, la cual genera el mismo subespacio que la base, y ademas sus elementos son

tal que la condicion de biortogonalidad es cumplida.

Definiciéon 1.2 En general el conjunto {¢;, ;} forma un par de bases biortogonales

de un espacio de Hilbert £ si y solo si:

1. Para cada 1,5 € Z

(i, §5) :{ b= (1.13)

0 en otro caso.

2. Euzisten constantes A >0, B <0, A>0, B <0 tal que:

Allz|? <) e 2)* < Bl (1.14)
k

Alle|* <Y (@ o)* < Bll|? (1.15)
k
se cumplen para cualquier x € €.

En el caso biortogonal, la condiciéon de ortonormalidad de los elementos de la
base se reemplaza por la condiciéon de independencia lineal de los mismos, entonces

la formula de expansion de senal (LH) se convierte en:
k k

con: & = (g, ) ¥y o = (Pg, ). Notese que en el caso biortogonal es posible
representar la senal como una combinacién de los elementos de la base o de la base
dual ya que ambas generan el mismo subespacio.

Un problema de las bases biortogonales es que los coeficientes se calculan a
partir de los elementos de la base dual y no de la base (como en el caso de la
base ortonormal). Lo anterior afiade una etapa extra a la solucion del problema.
Ademés es posible que al anadir nuevos elementos a la base se pierda la propiedad

de independencia lineal de los mismos.
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1.1.3. Proyecciones ortogonales y minimos cuadrados

Ya sea en el caso de una expansion ortonormal o una biortogonal, se presentaran
errores cuando la senal no pertenece al espacio generado por la base. Es decir, cuando
la senal a representar pertenece a un espacio de Hilbert EH, pero la base elegid
{i, ¢i} solamente genera un subespacio cerrado al mismo & C £. Entonces no es
una base para &, pero si para S, y la mejor aproximacion (proyeccion) & € Sax € €

esta dada por:

=) aip (1.17)

con o; = (@, ). La notacion Z indica estimado o proyeccion de x, existe un error

debido a que z € Sy x € &, el cual es tal que
r=T+x,, (1.18)
donde z, representa al error de aproximacion, el cual cumple con:
zy LS, (1.19)

debido a que (x,), Biy;) = 0 para cualquier conjunto arbitrario de coeficientes
B; € R. Lo anterior también se cumple para el caso particular x; | Z. Entonces se

tiene que se cumple el teorema pitagorico:
l1? = [l2]1* + [l=]1*. (1.20)

Un aspecto muy importante de (ILI7), es que minimiza la norma del error, es
decir de todas las sefiales = ) . 5;¢; que pertenecen a S, el valor minimo de ||z —Z||
es alcanzado para 5; = «; Vi.

Las ecuaciones normales del problema de minimos cuadrados

Los coeficientes obtenidos por la soluciéon de minimos cuadrados, son tal que

cumplen con el siguiente conjunto de ecuaciones:
(pix) =Y ajlpig), i=01,..., (1.21)
J

a las cuales se les conoce como ecuaciones normales del problema de minimos

cuadrados.

2Fl cual se asume separable.
3Ya sea ortonormal o biortogonal.
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Lema 1.2 Las ecuaciones normales representan las restricciones necesarias para
manimizar la funcion de costo

J =z — z|| (1.22)
implicita en el problema de minimos cuadrados.

Prueba. La funcién es minima si:

oJ
= Ao, —73) = ) 1.2
S, = ez =) =0, Vi (1.23)

esto es, si el error de aproximacion es ortogonal a todos los elementos de la base, es
decir:
(pi,x—a) =0, Vi (1.24)

Usando ([LI7), se puede reescribir (IL23) por el siguiente conjunto de ecuaciones:
(g, @ Z ajp;) =0, Vi, (1.25)
las cuales representan las ecuaciones normales de minimos cuadrados (L.21]).
(pir @ Zoaj 0 0;), Vi (1.26)
OJ

1.1.4. Expansiones para senales en tiempo continuo

Para el caso de sefiales en tiempo continuo pertenecientes a Ly(R) se tiene que

las ecuaciones de andlisis y sintesis se representan por:

N-1
ki (t (1.27)
k=0
y
g = /@;(t)x(t)dt, F=01,..  N—1 (1.28)
respectivamente.

Usando (L2I)) se tiene que las ecuaciones normales de minimos cuadrados en

el caso continuo se dan por:

/gaf(t)x(t)dt = Zozj/goi(t)@;(t)dt, i=0,1,.... (1.29)
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La desventaja de manejar senales continuas radica en la complejidad
computacional requerida para encontrar los coeficientes de la aproximacion, debido
a que es necesario conocer la funcion x(t) y los elementos de la base dual ¢(t) para
calcular los coeficientes de la aproximacion usando (L28]). Por esta razon, la mayoria
de las expansiones utilizadas en la practica son discretas, las cuales se revisan a

continuacion.

1.1.5. Expansiones para senales en tiempo discreto

En el caso de secuencias z[n], se representa las ecuaciones de analisis y sintesis

por:
K—1
x[n] = agprln], n=0,1,...,N —1, (1.30)
k=0
N-1
Q= Z@Z[n]z[n], k=0,1,..., K —1, (1.31)

o en su lugar, también es posible usar representaciones matriciales, por ejemplo es
comtin representar (L30) por:
x = A« (1.32)

donde el vector x € CV contiene N muestras de la sefial, la matriz de transformacion
A € CVXK contiene en cada una de sus columnas las muestras de cada elemento de
la base y el vector v € C¥ contiene los K coeficientes de la aproximacion.

Para obtener la ecuacion analoga a las ecuaciones de sintesis ([L31]) se utiliza

la ortogonalidad del error con respecto a los elementos de la base:
(A, x—Aa) =0, (1.33)
lo anterior implica:
ATx = AT Aq, (1.34)

la cual representa a las ecuaciones normales de minimos cuadrados en el caso discreto,

note que (L34) es analoga a (L.21)).

Ademés, debido a la independencia lineal de las columnas de A es posible

invertir la matriz gramiana AT A, entonces se tiene que:
a=(ATA) ATk, (1.35)

donde la matriz pseudoinversa AT = (ATA)~'AT representa la mejor aproximacion

en el sentido de minimos cuadrados, ademas sus filas estan dadas por los elementos
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de la base dual ¢ debido a que se satisface (L3)), es decir ATA = I, donde I representa
la matriz identidad de dimensiones adecuadas. Recuerde que los elementos de la base
@ se encuentran en las columnas de A.

La ecuacion (L35) se simplifica notoriamente para el caso de una base
ortonormal, ya que en este caso no es necesario calcular la inversa de la matriz
Gramiana, porque ésta es una matriz identidad (o una matriz diagonal con los
factores de escala adecuados en el caso de una base ortogonal), por lo que la ecuacion

de sintesis para una base ortonormal est4 dada por:
a=A'x, (1.36)
mientras que para el caso ortogonal se da por:
a =DA™x, (1.37)

donde D es una matriz diagonal.

Un caso particular de (L3T), es la DFT, la cual se revisa enseguida.

1.2. Analisis de Fourier

De todas las posibles bases, nos interesan las que relacionen de alguna manera
los dominios tiempo-frecuencia, es decir, que de alguna forma los coeficientes de la
base reflejen alguna caracteristica frecuencial de la senal original. A continuacion se
describen de manera breve las técnicas usadas para realizar el analisis frecuencial de
una senal.

La relacion exacta entre los dominios de la frecuencia y del tiempo se da por la
transformada de Fourier, la cual se compone por las siguientes ecuaciones de analisis

y sintesis
X(w) = / x(t)e 7wldt, (1.38)
t

=—00

x(t) = /OO X (w)e’ dw. (1.39)

=—00

La transformada de Fourier es de gran utilidad cuando es posible expresar
la senal de manera analitica, de otra manera carece de utilidad, ya que debido a
su naturaleza continua no es una forma computacionalmente conveniente. Por tal
motivo, en la practica es comin utilizar aproximaciones de la misma, las cuales no

relacionan exactamente los dominios tiempo-frecuencia. Una de las aproximaciones
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Figura 1.1: Relacion entre los dominios del tiempo y de la frecuencia.

més utilizadas es la transformada discreta de Fourier (Discrete Fourier Transform,

DFT) la cual se revisa a continuacion.

1.2.1. La Transformada discreta de Fourier

La transformada discreta de Fourier o DF'T representa la versiéon discretizada
tanto en tiempo como en frecuencia de la transformada de Fourier. La DFT relaciona

N muestras de la senal con N muestras de su espectro:
z[k] =Y zn]Wy™, k=0,1,...,N—1, (1.40)

donde z[k| representa las muestras del espectro X (w), z[n] representa a las muestras
de la senal, y Wy = eI representa la N-ésima raiz de —1 y es conocido como el
factor de giro. La ecuacion de sintesis, la cual reconstruye la senal a partir de los

coeficientes de su espectro esta dada por:

N—

—_

1
v o[kWNFE, n=0,1,...,N — 1. (1.41)
k=0

a[n] =

La principal ventaja de la DF'T es su aplicacion practica, ya que para calcular
la n-ésima muestra del espectro obtenido mediante la DFT s6lo es necesario realizar
N multiplicaciones entre las muestras de la senal y los factores de giro adecuados
y N — 1 sumas, la misma cantidad de multiplicaciones y sumas son necesarias para
recuperar una muestra temporal de la senal a partir de las muestras de su espectro.
Por lo tanto para calcular las N muestras de la senal o los IV coeficientes del espectro

se necesitan N? multiplicaciones complejas y N(N — 1) sumas complejas. Ademés
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existen algoritmos que permiten disminuir el nimero de operaciones necesarias
para realizar el calculo de los coeficientes del espectro o de la senal cuando se
calculan todos a la vez. Estos algoritmos hacen uso de las simetrias de la DFT
y son conocidos como algoritmos de transformada rapida de Fourier (Fast Fourier
Transform, FFT) y logran disminuir el nimero de multiplicaciones necesarias para
realizar la transformacion de N* a & log,(N).

Finalmente es importante mencionar un punto, el cual es olvidado en ocasiones.
Los coeficientes x[k] obtenidos mediante la DFT son estimaciones y solamente
representan exactamente a las muestras del espectro X (w) cuando la secuencia z[n]
se encuentra dentro del subespacio generado, es decir es periddica de periodo N. En
otro caso los coeficientes representan la mejor aproximacion posible en el sentido de

minimos cuadrados.

1.2.2. La DFT como transformacion lineal

La DFT también puede ser vista como una transformacion lineal, las ecuaciones
(C40)- (L4T)) pueden escribirse en formato matricial por:

XN = WNXN (142)

1
XN = (W}kVWN>_1W}kVXN = NWTVXN, (143)

donde x5 es un vector que contiene N muestras de la senal
T
xv = [ al0] ot] 2 .. aN-1 ], (1.44)
Xy es un vector que contiene N muestras del espectro
T
Xy=| X[0] X[ X[ ... X[N-1] |, (1.45)

y Wy es una matriz simétrica con respecto a su diagonal que contiene los factores

de giro adecuadamente rotados

Wy Wy wo o w9
wo o Wi w2 wivY
Wy=| W% W2 wi o W] (1.46)
i WJ% W](V].V—l) W]%[(.N—l) W](VN—.l)(N—l) |
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la matriz Wy es conocida como matriz de Fourier.

Note que (L43]) representa la mejor aproximacion a los coeficientes de Fourier
en el sentido de minimos cuadrados. Es decir la DFT estima los coeficientes de la
mejor senal periddica que se ajusta a la senal original en un sentido de minimos

cuadrados.

1.2.3. Respuesta en frecuencia de la DFT

La respuesta en frecuencia es ttil para evaluar el desempeno de la DF'T ante
el contenido frecuencial de su entrada, para obtener la respuesta en frecuencia se
analiza ([.42)), de la cual se puede deducir que la DFT esta formada por un conjunto
de N filtros los cuales estan dados por las hileras de Wy, ademéas dichas columnas
se relacionan por modulaciones.

Para ilustrar lo anterior considere a una DFT de N puntos, la primera hilera

de Wy representa la respuesta impulsional del primer filtro (componente de CDL.,

haln] 1 n=0,1,...,N—1, (1.47)
n| = .
! 0 en otro caso,

y esta dada por:

cuya respuesta en frecuencia estd dada por:
wlL

sen(%2) _.
Hy(w) = —— 22 I@/DT=D), 1.4
1(&]) sen(%) € ( 8)

Entonces, para la i-ésima columna de la DFT se tiene:

hi[n] = hy[n]W e, (1.49)

mientras que a consecuencia de (I.49)), en el dominio de la frecuencia la respuesta en
frecuencia de h;[n| corresponde al desplazamiento de H;(w) a la i-ésima frecuencia

armonica

Hi(w) = Hy(w — iWy). (1.50)

Las respuestas en frecuencia H;(w) para i = 0,1,..., (N — 1) implicitas en la
DET son mostradas en la Fig. [.2] note que existen infiltraciones en los estimados
debido a que la respuesta en frecuencia del i-ésimo estimado solamente presenta
ganancia unitaria alrededor de la i-ésima armoénica y ganancias nulas en todas las

demés, con lo cual se tiene que el estimado estard contaminado por filtraciones

La componente de corriente directa (CD) de la sefial z(t) se define por [~ x(t)dt
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Figura 1.2: Respuesta en frecuencia del banco de filtros implicito en la DFT.

de componentes frecuenciales si la respuesta en frecuencia de la senal existe no
solamente en las frecuencias armonicas, es decir si las condiciones de periodicidad no
son cumplidas.

Con respecto al comportamiento de la DF'T ante senales cuasi-periodicas (como
la mostrada en la Fig. [I)), se tiene que la infiltracion de la j-ésima armonica en el
estimado de la i-ésima armonica es en realidad la derivada de la primera. Esto se debe
a la respuesta en frecuencia de la DF'T, la cual presenta ganancias lineales alrededor
de las armonicas que no son de interés, las cuales corresponden a diferenciadores de

primer orden.
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Capitulo 2

La transformada Taylor-Fourier

2.1. Introduccion

La idea de este trabajo consiste en relajar las restricciones impuestas sobre las
armonicas en el modelo de senal usado en la transformada de Fourier al representar
el comportamiento de cada armoénica dentro del intervalo de observacion por una
constante en amplitud y fase. En lugar de esto, cada armonica serd modelada por
una funcién temporal dada por un polinomio de Taylor de orden mayor a cero. El
modelo expandido conduce a una mejora del analisis de Fourier al expandir la base
de la F'T. En esta forma, los coeficientes de la Transformada Taylor-Fourier incluiran,
en adicion al valor instantaneo de cada fluctuacion armonica, sus primeras derivadas
como en cualquier aproximacion de Taylor. Entonces, el subespacio generado por la
TE'T sera igual o mayor al generado por la base de la F'T. En consecuencia, el error
de aproximacion de la TEFT sera siempre menor o igual al error de aproximacion de
la FT. Adicionalmente, los coeficientes de orden cero preservan su significado fisico
y una mejora con respecto a las clasicos coeficientes de Fourier, lo anterior se debe
a que la TFT repele las infiltraciones de las derivadas de las fluctuaciones en sus
coeficientes.

Una objecion, es el hecho de que los términos de Taylor 1,¢,#2, ..., ¢ no forman
una base ortogonal, asi que la base formada por dichos elementos es biortogonal.
Esta objeciéon puede ser respondida al argumentar que la ortogonalidad no es una
condicién necesaria para la existencia de la aproximacion en el sentido de minimos
cuadrados. La tnica condicién necesaria es la independencia lineal de los vectores

de la base [6]. Por otro lado, debido al hecho de manejar una serie de potencias, se
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tiene que los elementos de la base se acercan a la dependencia lineal para un valor
de K lo suficientemente grande, por lo cual no se puede garantizar que exista una
solucion para cualquier conjunto de parametros [36].

En adicion, si la solucion existe, la respuesta en frecuencia del banco de filtros
asociado al estimador es maximamente lisa alrededor de las frecuencias armoénicas.
La respuesta en frecuencia posee ganancias que corresponden a las ganancias de los
diferenciadores ideales alrededor de la armonica de interés, y ganancias nulas en cada
otra frecuencia armonica.

La contribucion principal de este trabajo es el proveer una nueva transformacion
digital referida como transformada Taylor-Fourier. La cual proporciona un banco de
filtros FIR mejorado para estimacion armoénica. Los nuevos filtros poseen ganancias
lisas alrededor de la armonica de interés (lo cual implica una estimacion sin
distorsion en amplitud o fase de la misma), y mejor rechazo de la interferencia
armonica (ganancia nula en cualquier otra armonica). Mediante esta transformacion
se obtienen nuevos coeficientes de Taylor en adicion a las coeficientes de Fourier
mejorados, los nuevos coeficientes corresponden a los estimados de las primeras
derivadas de las armonicas dindmicas.

El resto del Capitulo se encuentra organizado de la siguiente manera: En
la primera seccion, el modelo de senal es descrito en sus versiones continua y
discreta. Después, la respuesta en frecuencia del banco de filtros FIR asociado al
estimador es caracterizada. Enseguida se ilustran algunas propiedades del estimador.
Un ejemplo es presentado, el cual ilustra la mejora en los estimados con respecto a los
estimados obtenidos via FFT. Finalmente se presentan las conclusiones principales

y limitaciones de la nueva técnica.

2.2. Modelo de senal

Sea Ly(R) el espacio de Hilbert que contiene todas las funciones reales
absolutamente integrables, y sea x(t) € Lo(R) una senial no necesariamente periodica,

la cual esta dada por:

H

2(t) = an(t) cos(2wh fit + pu(t)) (2.1)

h=0
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o equivalentemente por:
H

w(t) = Y en(t)er*™ M, (2.2)

h=—H
donde f; representa la frecuencia fundamental, H el nimero méximo de armonicas
incluidas en el modelo, ay(t) y ¢n(t) las variaciones en amplitud y fase de la h-ésima
armonica.

En una forma compacta c,(t) = an(t)e??*® puede ser definida como la
envolvente compleja de cada armoénica h. Nuestra hipotesis principal es que ¢y (t)
es limitada en banda por p, con p < fi. Note que si p — 0 entonces ¢, (t) — ¢, con
¢p, representando un coeficiente complejo constante para toda h, y entonces (2.2]) se

convertird en la clasica formula de sintesis de la serie de Fourier:
H
j2mh f1t
zp(t) = E cpel it (2.3)
h=—H

con x,(t) siendo una senal periddica.

Las senales periodicas puras pueden se representadas por (2.3) sin errores,
con ¢; para ¢ = —H, ..., H representando a sus armonicas. Bajo estas condiciones
el anélisis de Fourier es apropiado. Pero cuando el sistema que genera la senal se
encuentra bajo un transitorio, existen variaciones en amplitud y fase que ocasionan
una pérdida de periodicidad en la senal. En este caso (2.3) deja de ser un modelo
valido, y la estimacion realizada sera pobre.

Por otro lado, si las variaciones en amplitud y fase son lentas comparadas con
la fundamental, el modelo expandido (2.1)-(2.2) es mas apropiado, porque permite
cambios lentos en la armonicas, dichos cambios dinamicos deben de ser lentos para
que las armoénicas puedan ser espectralmente definidas por un conjunto de senales
paso banda con frecuencias centrales localizadas en miltiplos de la fundamental f.
Este enfoque abre las tradicionales lineas espectrales de las armoénicas en estado

estacionario a vecindades alrededor de cada frecuencia armonica.

2.2.1. Caso continuo

Nuestro problema consiste en encontrar buenas estimaciones de ¢y (t) usando
las mediciones de z(t) dentro de una ventana de observacion t € [—A, A]. Para
alcanzar esta meta se propone el uso de una base, la cual genera un subespacio

S C Ly(R), para construir la base se usan el siguiente conjunto de vectores
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linealmente independientes:

€ [-A, A
Yooy (t) = the PN =01, K (2.4)
h=-H,. . H

los cuales representan versiones moduladas de potencias enteras de t (i.e. una
serie de McLaurin de orden K alrededor de cada armonica). Cualquier senal Z(t)
perteneciente a S puede ser expresada por una combinacién lineal de los elementos

de la base:
K H
=>. Z mtte I, (2.5)
k=0 h=—H

Se requiere encontrar la mejor aproximacion Z(t) en S a x(t) en un sentido de

minimos cuadrados, dicha aproximacion estd dada por:

Z Z Ukh 6 ]27Thf1t (26)

k=0 h=—H

de (L2) se tiene que los coeficientes 6ptimos estan dados por:

Gny = (Do (8), 2(8)), (2.7)

donde @Z;(hh) (t) representa a los elementos de la base dual. La existencia de dichos
elementos es garantizada por la independencia lineal de los elementos elegidos para
construir la base. Los elementos de la base dual ﬁ(k,h) (t) pueden ser vistos como los

tnicos elementos en S que garantizan satisfacer las restricciones de ortogonalidad.

| hethem (EAA
<w(k,h)(t)71;(&m)(t)> = { T kt=0,1,....K (2.8)

0 en otro caso,
hm=—-H,... , H.

Note que el andlisis de Fourier usa un subconjunto ortogonal (con K=0) de los
elementos de la base, el cual representa correctamente solamente a senales periodicas.
Entonces, el estimado de Fourier es la mejor aproximacion periodica a x(t) en el
sentido de minimos cuadrados. Visto de otra manera, Al incluir términos de Taylor

no considerados en la base de Fourier, una mejor aproximacion a x(t) sera alcanzada

(@) = 2(@)]ly < [l2(t) — 2r®)]],, (2.9)

con ||- ||, representando la norma L,. Note que la igualdad en (Z3) se cumple solo

para x(t) periodica.
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2.2.2. Caso discreto e implementacién

Lo anterior es valido para el caso continuo. En el caso discreto los elementos
de la base son la version uniformemente muestreada de (2.4) con N muestras, es
recomendable usar un nimero de muestras impar, ya que esto asegura una muestra en
el centro del intervalo de observacion, donde la aproximacion de Taylor es realizada.

En el caso discreto la ecuacion de sintesis puede ser vista como la version
muestreada de (2.6):

K H
=> > O Thnke a2t (2.10)

k=0 h=—H

donde T} es el periodo de muestreo.
Al igual que en la seccion [L1.5] la ecuacion de sintesis puede ser representada

también como una transformacioén lineal:
x = BO (2.11)

con @ € CEFDRH+D) representando un vector columna el cual contiene los coeficientes
6ptimos 0 k), B € CVXEFDRATY yepresentando una matriz, la cual contiene en
cada columna N muestras de cada elemento de la base discreta 1 p) n], y x € RY
siendo un vector columna con N muestras de la senal de entrada.

Por otro lado, al igual que en (2.7), la ecuacion de andlisis depende de la base

dual [37, p. 47]:
Oy = (W], zln]), (2.12)

donde (-, -) representa el producto punto discreto. Este conjunto de ecuaciones son
dadas por la solucién de las ecuaciones normales de la aproximacién de minimos

cuadrados (Vea seccion [LT3):
6 = (B"B) 'B'x, (2.13)

donde # denota hermitiana y (BB)~!B# = B es la matriz pseudoinversa.

Como se discuti6 en la seccion [LI.5] al comparar (212) y 2I3) se deduce
que las hileras de la pseudoinversa BT corresponden a los elementos de la base dual.
Entonces el caso discreto puede ser implementado al calcular la pseudoinversa de
B, la cual esta formada por N muestras de cada vector de la base. Para garantizar

la existencia de la pseudoinversa es necesario construir un sistema de ecuaciones
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Figura 2.1: Respuesta en frecuencia del estimador TFT con K =2, H =5,y N = 48,
en la cual la respuesta en frecuencia de los estimadores de orden cero se muestra en
(a), la de los coeficientes de primer orden (b), y la de los coeficientes de segundo

orden en (c).

sobredeterminado, para esto es necesario que la cantidad de muestras dentro de la

ventana de observacion cumpla con:
N> (2H+1)(K+1), (2.14)

esta condicién indica la longitud minima del estimador, y debido a que el estimador
estd compuesto por un conjunto de filtros FIR, (2.14)) indica el estimador de retardo

minimo. El retardo minimo en muestras d, estid dado por:

g (2 1;(K+ o) 2.15)
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2.2.3. Interpretaciéon de coeficientes

Un hecho importante de la transformacion biortogonal presentada en la seccion
previa es el significado fisico de sus coeficientes: El coeficiente & ) representa la k-
ésima derivada de la h-ésima armonica. Esto se debe a que (2.5]) puede ser vista como
una suma de series de McLaurin moduladas en cada frecuencia armonica.

En el caso continuo se tiene que:

“ 1 dkch(t)

T(k,h) = o dik . (2.16)
y en el caso discret:

A Tsk dkch(t)

(k,h) = T dik . (2.17)

Si la senal de entrada z[n] se encuentra en el subespacio S generado por el
modelo de senal usado, entonces el error de aproximaciéon serda nulo, por lo cual
(216) y [2I7) se convertiran en igualdades. Para el modelo de senal Taylor-Fourier,
lo anterior se cumple cuando las armoénicas presentan oscilaciones polinomiales de
un orden menor o igual a K.

En la siguiente seccion se muestra que la calidad de la aproximacion (ZI7)
también puede ser cuantificada en términos del contenido frecuencial de cada
armoénica. Esto se debe a la respuesta frecuencia del estimador, que estd dada por
un banco de filtros FIR, los cuales presentan ganancias méaximamente lisas (ver

definicion 2.1)) alrededor de cada frecuencia armonica.

2.3. Bancos de filtros

El estimador propuesto esta formado por un banco de (K + 1) filtros FIR
alrededor de cada frecuencia armonica. Las propiedades de los filtros dependen
exclusivamente de los elementos de la base dual ya que sus respuestas impulsionales

son versiones reflejadas de los mismos.

Nota 2.1 Sea Hy,py(w) la respuesta en frecuencia del filtro que obtiene el coeficiente
asociado a la k-ésima deriwada de la h-ésima armonica, y sea \if(k,h) (w) el elemento

de la base dual asociado al mismo coeficiente, entonces:

Hg (@) = Vg (—w). (2.18)

asumiendo un nimero de muestras N impar.

1
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Prueba. La correlacion implicita en (27) implica que las respuestas impulsionales

de dichos filtros estan dadas por la reflexion de los elementos de la base dual:

Ry (£) = iy (—1), (2.19)

donde hp)(t) denota la respuesta impulsional del filtro asociado a la k-ésima
derivada de la h-ésima armonica. En consecuencia, en el dominio de la frecuencia
se cumple (2.18]). O

Los filtros resultantes tienen propiedades espectrales muy interesantes las cuales
pueden apreciarse en la Fig. 2] la cual muestra la respuesta en frecuencia del banco
de filtros para K =2, H =5 y N = 48 muestras.

Note que las respuestas en frecuencia del estimador de corriente directa (h = 0),
la cuales aparecen resaltadas, se acercan a las respuestas en frecuencia ideales dentro
de un vecindario alrededor de w = 0, ademés poseen ganancias nulas y planas
alrededor de todas las frecuencias armoénicas. Esto indica una extracciéon perfecta de
las derivadas del componente analizado, y rechazo perfecto de los demés componentes
armoénicos, cuando la densidad espectral de las armonicas estd confinada en dichos
vecindarios.

También note que cada estimador armonico es una version modulada del
estimador de corriente directa, entonces, si es que el espectro de la senal esta
confinado en vecindarios centrados alrededor de cada frecuencia armonica, cada
estimador armonico serd un excelente extractor de las primeras derivadas de su propia
envolvente compleja, y rechazara el resto. Una explicacion de estas propiedades puede
ser encontrada en las secciones

2.4. Convergencia

Una de las principales preguntas es si la serie (2.6 converge o no a x(t) al
tomar mas términos en cuenta en la misma. A continuacion se presentan diferentes

tipos de convergencia.

2.4.1. Convergencia media cuadratica

La convergencia media cuadratica es una de las formas mas débiles de

convergencia e indica que Z(t) se aproxima a z(t) en un sentido de minimos
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cuadrados, es decir que la norma del error al cuadrado se disminuye al tomar més

términos de la serie en cuenta.

Teorema 2.1 Sea x(t) una senal absolutamente integrable, y sean T.,(t) y T,(t)
sus aprorimaciones F'T' de orden ki y ko respectivamente, entonces si k1 > Ko Se
tiene que:

[l (t) = &, (D15 < [J2() = Ewa (8] (2.20)

Prueba. Debido a que las sefales z,,(t) para i = 1,2 representan las mejores
aproximaciones en el sentido de minimos cuadrados, la senal x(t) se puede representar

en ambos casos por la suma de dos senales ortogonales:
I(t) = Tlk (t) + Ty (t) = Tlky (t) + Ty, (t)a (2'21)

las cuales representan la senal proyectada en el espacio generado por cada una
de las bases &, (t) y los errores de aproximacion z,,,(t), los cuales cumplen con
T, (1) LTy, (t) para i = 1,2. De (22])) se deriva que:

L1ky (t) =Tk (t) + ']A:"‘fl (t) - i‘/‘iQ (t) (2'22)

En formato matricial, es posible representar cada una de las estimaciones Z;, (t)

en (Z22)) por una combinacion lineal de los elementos de cada base B, ¢,.,

Ty (t) = 71k, (t) + By dr, — Bryis, (2'23)

donde By, contiene los elementos de cada base en sus columnas y ¢, contiene los
coeficientes de cada combinacion lineal, note que k1 > Ky — B, C By, por lo cual

se deriva que:
T ko (t) =Tl (t) + Bn1¢nl,n2> (224)

donde ¢y, 5, = ¢, — [¢F,|0...0]7, y ademas se tiene que el error de proyeccion
cumple con ., (t) LBy, bk, », debido a que éste se encuentra dentro del espacio

nulo de la matriz B,. Por lo tanto al aplicar la norma Lo:

12 La (8)115 = 1121y (D115 + 1 By S a5 (2.25)

y ya que ||Bﬁl¢nl,@H§ > 0 se tiene que

[l s (D115 < M1 (B)]15 (2.26)
[lo(t) = & (8)]]5 < ll2(t) = 2y (DIl (2.27)
O
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Corolario 2.1 Note que para garantizar la igualdad se necesita que xz(t) €
span{ B, }
2
HBHI¢517/‘€2H2 = O = BH1¢R1,H2 = 07 (228)

lo cual, debido a la independencia lineal de las columnas de B, implica

B Oriey = 0= Oy p, = 0= 1(t) = By, x,- (2'29)

2.4.2. Convergencia puntual en ¢ =0

La convergencia puntual en el origen indica que la aproximacién tiende a
la senal real en el origen, a diferencia de la convergencia media cuadréatica la

convergencia puntual en el origen es consecuencia del modelo de senal usado.

Teorema 2.2 Sea z(t) la senal de entrada, la cual estd dada por (21) con cp(t)
representando la envolvente de cada armdnica por una funcion pasa bajas, sea T(t)
la estimacion de Taylor Fourier de K-ésimo orden, sea t € [—A,A] el intervalo
del tiempo en el cual estin definidas x(t) y &(t), y sea § > 0 una constante

arbitrariamente pequena, entonces:

|z(t) — 2(t)|,g < 0, para un orden K lo suficientemente grande. (2.30)
Prueba.
El error de aproximacion x(t) — z(t) esta dado por:
H K
x(t =Y — Grppmtt) eIt (2.31)
h=—H :o

por lo tanto, el error en el centro del intervalo depende Gnicamente de la estimacion

de los coeficientes de orden cero:

|2 (t) = (1)}, < Z e (0) = Gom| (2.32)

entonces, para garantizar que el error se puede reducir al aumentar el orden de Taylor
es necesario analizar cada elemento de la sumatoria en (2.32)).

Se analiza el proceso de estimacion de cada coeficiente de orden cero de la
serie, cada coeficiente se puede descomponer en dos términos, el valor verdadero y el

error debido a la infiltracion de los componentes no tomados en cuenta en el modelo.
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Usando (2.1 en (2.7) se tiene que el coeficiente de orden cero de la h-ésima armonica

esta dado por:
H

Gom = (Dom(t), Y en(t)e>™ i), (2.33)

h=—H
donde ¢p,(t) es continuamente diferenciable Yh debido a que cp,(t) es una senal de
energia finita acotada en frecuencia, por lo tanto es posible representar cada cy(t)

por una serie de McLaurin de la forma:

oo (r) K (7”)
oty =3 2y o520 Oy o), (2.3)

7! —~ 7!
donde " -
_ — < (0), _ (B) k11
r=K+1

con [ representando a un punto arbitrario dentro del intervalo de observacion
€ [-A AL
Al usar (2.34) en (Z33) se tiene que el coeficiente 7 ) se da por:

B H K (r) ‘
Gom = (bomt), Y (Z % fo)tr + RK+1(t)> 2Tty (2.36)

Tr.
h=—H \r=0

y usando la propiedad de linealidad del producto punto:
(r)

H K
R ~ C 0 r _i2nhfi 7 j2mh f1
am = on®. 3 30 B Direm ity (501 (0), B (™), (237

h=—H r=0

el primer elemento de la suma en (2.37) corresponde al valor real debido a la
propiedad de ortonormalidad de los elementos de la base dual, mientras que el

elemento restante corresponde a la infiltracion del error.

H

Gom =cn(0) + D (o (t), R (t)e>™ ). (2.38)

h=—H

Para garantizar que el coeficiente estimado converge al valor real, se debe de
garantizar que la infiltracion del residuo de la serie converge a cero conforme aumenta

K. Usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz se tiene que:

&1,y — cn(0 Z H?ﬂOh )H2|IRK+1(t)||2, (2.39)
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donde la norma del residuo se da por:

(K+1) K+1 A K+1 K+2
t

IRl = [ S T waTr

Note que debido a que cada ¢, (t) es paso banda se garantiza CEZKH)(t) <M, <
oo Vt € [-A,A] y Vh |38, p. 133-136], por lo tanto el error en la estimacion del

coeficiente (g ) estd acotado por:

H
. QMhAK+2
Gom —cn(0) < > e
h=H

w(om(t)Hz = fp < 00, (2.41)

lo cual significa que la infiltracion en el estimado se reduce al aumentar el orden de
la serie.

Finalmente, retomando (2.32)) se tiene que:

2(t) — (1)

H H
< Y en(0) = 6| < D [mal <6 < o0, (2.42)
=0 h h=—H

por lo tanto para un K lo suficientemente grande, el error en el centro del intervalo

es tan pequeno como se desee. O]

2.5. Errores maximamente nulos

Una propiedad muy interesante del estimador propuesto es la presencia de
errores maximamente lisos, lo cual significa que el espectro del error E(w) es nulo en
vecindarios alrededor de cada frecuencia armonica. Esta propiedad es de particular
interés para nuestra aplicacion, ya que garantiza errores de reconstruccion pequenos

ante la presencia de senales cuasi-periddicas como las descritas en la Fig.

Definicion 2.1 Una funcion f(z) es mdzimamente lisa alrededor del punto x = p,

sty solo si:

o =0, r=1,...,K. (2.43)

Note que si se anulan las primeras derivadas de la senal en cierto punto, entonces
ésta presentard una planicie alrededor del punto en cuestion, ademas si la funcion es
maximamente lisa y cumple f(z)[,_, =0, se dice que es méximamente nula. Antes
de analizar la planicie del error se comienza por mostrar una versién modulada del

teorema de los momentos [15] la cual sera necesitada después.
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Definiciéon 2.2 Sean o
M ), :/ f(t)tke_jwhtdt (2.44)

los momentos de la modulacion de f(t), F(w) la transformada de Fourier de f(t), y

F®)(wy) la k-ésima derivada de F(w) en wy,, entonces:
F®(wy) = (—5) i, - (2.45)
Lema 2.1 Sea E(w) el error espectral de la aprozimacion Taylor-Fourier.
Ew)=Xw)—- X(w), (2.46)

entonces, se mantiene que FE(w) es mdzimamente liso alrededor de wy, = 27 f1h para

h=-H,...,H.
Prueba. En el dominio de la frecuencia el error es dado por:
Ew)=Xw) - X(w). (2.47)

Para un error maximamente liso alrededor de cada armoénica se tiene que es

necesario:
d*E d"X d*X k=0,1,....K
W[ _dXw) dXw)) (2.48)
dwk |, dwk | . dwk h=-H, ... H
W=Wwph

y usando el teorema de momentos y modulacion (ver definicion 2.2):

d"B(w r N k=0,1,..., K
dw(k ) = (_]) (mk,wh - mk,wh) =0,

(2.49)
W=wp, h:—H,,H

note que, para lograr una diferencia maximamente nula en E(w) alrededor de w = wy,
para h = —H,... H, se necesita igualar los primeros K momentos modulados
alrededor de cada frecuencia armonica wy. Usando (2.44) en (2.49) se tiene que

para garantizar una diferencia maximamente nula se necesita:

o . o . k=0,1,....K
/ tha(t)edrtdt = / thz(t)edntdt, Y (2.50)
—00 —00 h:_H,,H

Reemplazando el modelo de senal ([2.5) en (2.50) y reacomodando términos:

0o n H

j > : k=0,1,....K
/ tkI(t)ejwhtdt = Z &(ml)/ tk‘*'me—J(wz—wh)tdt’
- m=0[=—H - h:—H,...,H,
(2.51)
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se tiene que los coeficientes que producen errores maximamente nulos en cada
frecuencia armonica deben de cumplir (2.51). Esta condicién corresponde a las
ecuaciones normales de la solucién de minimos cuadrados al usar el modelo de senal

propuesto, la misma fue desarrollada en (L2I]). O

Corolario 2.2 Sea x(t) la senal de entrada la cual estd dada por (2.3) con cy(t)
representando la envolvente de la h-ésima armonica por una funcion limitada en
banda por P, sea T(t) su estimado de K-ésimo orden, y sea § > 0 una constante

real positiva, entonces:
lx(t) — z(t)] <6, Vty para un By lo suficientemente pequenos (2.52)

Prueba. Del lema2.Tlse tiene que el error tiene bandas de ganancias nulas alrededor
de cada armonica. Por otro lado el contenido frecuencial de la senal est4 confinado
a las frecuencias wy £ f, para h = —H, ..., H, por lo tanto para un max(f,) lo
suficientemente pequeno se asegura que el contenido frecuencial de la senal se localice

dentro de las ganancias maximamente nulas del error. U

2.6. Existencia de la solucion

Claramente los resultados de la seccion [24] indican que al aumentar el nimero
de elementos de la base se genera una mejor aproximacion de la senal de entrada.
Por otra parte, para garantizar la existencia de los elementos de la base dual y de
una solucion al problema de minimizacion implicito en la TFT es necesario que los
elementos de la base que soportan a la misma sean linealmente independientes los
unos a los otros.

En el caso particular de la TF'T, se tiene que los elementos de la base se acercan
a la dependencia lineal al aumentar el nimero de elementos usado como base en la
TFT.

Por ejemplo considere el conjunto de funciones f;(t) = t* definidas sobre el
intervalo t € [—1,1] para ¢ = 0,1,..., K. Entonces para un K lo suficientemente

grande se tiene que

—1 parat=—1
fro(t) = fx(t)~q 1 parat=1 (2.53)

0 en otro caso,
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si K es impar, mientras que si K es par se tiene

1 parat=-—1
froa(t) = fr(t)=q 1 parat=1 (2.54)

0 en otro caso.

Note que las funciones f;(¢) son linealmente dependientes para ambos casos
y no es posible generar una base biortogonal a partir de las mismas. Lo anterior
puede ser generalizado al caso de la TFT, la Fig. muestra el nimero de condicion
de la matriz de Gramd implicita en la solucion de minimos cuadrados de la TFT.
Para obtener la grafica se varian en orden de la serie K y el nimero de armonicas
H manteniendo longitudes temporales minimas de acuerdo a (2.I4]). Note que al
aumentar el orden K o el nimero de armonicas H el nimero de condicion aumenta.
Lo anterior indica que existen problemas numeéricos para invertir la matriz de Gram

para un K o H lo suficientemente grande.

2.7. Respuesta en frecuencia

Esta seccion explica el porqué la respuesta en frecuencia del banco de filtros
usado como estimador alcanza propiedades espectrales tan interesantes.

Como fue mostrado en la Fig. 2.1l la respuesta en frecuencia del h-ésimo filtro
presenta las ganancias de un diferenciador ideal alrededor de la frecuencia armonica
de interés, y ganancias nulas alrededor del resto de las armonicas. A continuacion se
muestra que esta particularidad de la respuesta en frecuencia es una consecuencia

de la solucion de minimos cuadrados y los elementos elegidos para construir la base
de la TF'T.

Teorema 2.3 Sean Y, (t) los elementos de la base presentados en ([2.4), @Z;(;%h) (1)
los elementos de la base dual, y hg.p)(t) = @Z;(hh)(—t) las respuestas impulsionales
de los filtros. Sean W p(w), Wony(w) y Hpm(w) sus transformadas de Fourier

respectivamente. Entonces:

(2.55)

dkH(&m) (w)
dwk

_{ 1 k=0h=m

. 0 en otro caso.

2El ntimero de condicién de una matriz cuadrada indica el radio entre los valores singulares
méximo y minimo de la matriz. Un ntimero de condicién alto indica problemas numeéricos al invertir

la. matriz relacionada a este nimero.
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Figura 2.2: Aumento del nimero de condicién al aumentar la cantidad de elementos

de la base mediante el parametro K o H.

Prueba. Para probar (Z50), es posible usar la definicion de los elementos que
forman la base de la TFT (2.4)), en las condiciones de biortogonalidad implicitas en

el problema de minimos cuadrados (2.8):
o | 1 l=km=h k(=01 . K
/ Viomy ()T I Gt = { " (2.56)

0 en otro caso, hm=-H,....H

)

A partir del teorema de modulacion y del teorema de los momentos (ver

definicion 2.2)), se tiene que es posible expresar (2.56) por:

dk\if@m) (—w)
dw*

1 t=km="h kt=01,.. . K
- (2.57)

s 0 en otro caso, hm=—-H,... H,
=Wh

y usando (2.18), se tiene que la respuesta en frecuencia del ¢-ésimo filtro diferenciador

de la m-ésima armonica debe de cumplir con:

'dkﬂw,m) (w) (2.58)

dwk

1 l=km=h k,/=0,1,....K
w=w, 0 en otro caso, hm=—-H,...,H
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En (2.58) se representa un conjunto de condiciones méaximamente lisas [39]-

[40], las cuales indican que la respuesta en frecuencia de los filtros asociados a cierta
frecuencia armonica exhiben la ganancia de un diferenciador ideal alrededor de esta
frecuencia en particular, y unas ganancias maximamente nulas alrededor del resto

de las armonicas. Este comportamiento es mostrado en la Fig. 2.1l

2.8. Ceros de la respuesta en frecuencia

La condicion (Z355]) establece que la respuesta en frecuencia del k-ésimo
diferenciador de la h-ésima armoénica debe de tener k ceros en la frecuencia armonica
analizada, con lo cual se genera la ganancia ideal en la h-ésima armonica. Ademés
de tener K + 1 ceros en cada una de las otras armonicas, lo cual genera bandas de
rechazo maximamente lisas alrededor de dichas armonicas [29]. De esta manera es

posible expresar la respuesta en frecuencia del estimador de la manera siguiente:

k K
| Hiomy(@)] = [(w = wn)l" [T 1w = w7 [R(w)] (2.59)
t+h
donde R(w) es un polinomio libre el cual tiene N — (h — 1)(K + 1) — k raices.
Note que la condicion (Z59) es también valida para la DFT, en este caso la
respuesta en frecuencia del estimador de la h-ésima armonica estd dada por una

funcion seno cardenal, la cual cumple con:

[Fa(w)| = [T 1w = wo)l 1R (@) (2.60)

t+£h

La respuesta en frecuencia del estimador de DC usado en la DFT (K = 0,
H = 2, N = 15 muestras) y de la TFT (K = 2, H = 2, N = 15 muestras)
son comparadas en la Fig. 2.3l Note que la DFT posee solamente un cero en cada
armonica debido a (259), mientras que la TFT posee tres ceros en cada armoénica. Por
esta razon los filtros usados por la TFT tienen bandas frecuenciales nulas alrededor
de las frecuencias armonicas no analizadas y no sélo un punto como en el caso de la
DF'T. Los filtros usados en la TF'T no pueden ser vistos como versiones trasladadas en
frecuencia de los filtros usados en estimacion fasorial dados en [I3|-[14]. La insercion
de nuevos elementos a la transformacion produce las respuestas con bandas nulas en

cada frecuencia armoénica que no sea la de interés.
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Figura 2.3: La respuesta en frecuencia del estimador de DC del algoritmo TFT posee
tres ceros cada frecuencia armonica en lugar de s6lo uno como en el caso del algoritmo
FT. En este ultimo caso, la presencia de un solo cero corresponde a una ganancia de

un derivador de primer orden alrededor de cada frecuencia armonica.

Note en la Fig. 2.3 que los l6bulos laterales aumentan con respecto a la DFT,
pero la supresion armonica prevalecera sobre la amplificacion sub-armonica si es que
el contenido frecuencial de la senal estd confinado en vecindarios alrededor de las
frecuencias armonicas. En adicion es posible reducir la ganancia sub-armoénica del

estimador TF'T usando ventanas para ponderar el criterio de minimos cuadrados

[39]-[40].
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Figura 2.4: Reduccion de lobulos laterales en el estimador de DC con diferentes
ventanas de Kaiser como factores de ponderacion en la solucion de minimos

cuadrados.

2.9. Control de l16bulos laterales

En adicién a la reduccion en la filtracion armoénica alcanzada con la TFT, la
infiltracion de componentes sub-armoénicas puede ser también reducida por el uso
de ventanas como factores de peso en el error de minimos cuadrados ponderados
(Weighted Least Squares, WLS) [14]. Esta técnica reduce el nivel de 1obulos laterales
en la banda de rechazo de los filtros debido a que la respuesta en frecuencia del
estimador estd formada por una combinacién lineal del espectro de la ventana usada
y sus derivadas [39]-[40]. Entonces una ventana con bajo nivel de l6bulos laterales
producird un estimador con bajos lo6bulos laterales en la banda de rechazo. Es
importante recalcar que el estimador hereda todas las propiedades espectrales de
la ventana y no solo el nivel de l6bulos laterales, lo cual implica el bien conocido
compromiso entre banda de transicion y l6bulos laterales presente en las técnicas de
ventaneo.

La Fig. 2.4] muestra un ejemplo de diseno, en el cual la ventana de Kaiser

es usada, con un parametro de diseno o = 0,5,10. Note que el uso de la ventana
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Figura 2.5: Senal de entrada s(t).

preserva las ganancias maximamente lisas alrededor de las frecuencias armonicas y
reduce la amplitud de los lobulos laterales. Note también que la reducciéon en los

l6bulos laterales implica un aumento en el ancho de banda del 16bulo principal.

2.10. Ejemplo teodrico

El proposito de este ejemplo es mostrar los errores de estimacion en las

armonicas de una senal conocida. Sea

s(t) = a(t) (Z ¢ cos(2mh flt)> (2.61)

la sefial de entrada al estimador, con f; = 50 Hz, y coeficientes de Fourier (¢; = 1,
c3 =.4, and ¢5 =.2), donde a(t) representa la oscilacion en amplitud dada por el

siguiente polinomio de segundo orden:

t* + bt
alt) = u, (2.62)
d
con coeficientes a = 1, b = —1000, ¢ = 1 y d = 2,5 x 10°. La senal digital

correspondiente es obtenida al muestrear (2.61)) con 20 muestras por ciclo 1/f; y
es mostrada en la Fig.
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Figura 2.6: Coeficientes estimados mediante FFT.

Las armonicas son estimadas con estimadores basados en la FFT (K = 0) y
TEFT (K = 3), ambos de 4 ciclos de longitud. Los resultados de la estimacion de los
coeficientes de Fourier son mostrados en la Fig. y la Fig. 2.7 respectivamente.
Note que la FFT produce estimados mas distorsionados de los coeficientes de Fourier,
lo cual se debe a la infiltraciéon de los componentes de primer y segundo orden de
la evolucion a(t). Los estimados mas suaves son alcanzados en el centro, donde la
evolucion parabolica de a(t) alcanza las condiciones de estado estable impuestas
en el modelo de Fourier. En adicion la FFT produce fantasmas en las armonicas
pares, dichas infiltraciones estan dadas por funciones lineales y son debidas a la
respuesta en frecuencia en forma de seno cardenal de los filtros usados en la FFT, la
cual posee ganancias lineales en todas las armonicas con excepcion de la de interés,
lo que corresponde a diferenciadores de primer orden de las armonicas adyacentes.
Entonces cada filtracion en el estimado de la FFT no sélo esta corrompida por los
propios componentes de la armoénica de interés, sino que también es corrompida por
la primera derivada de todas las deméas armonicas. Es un hecho que mas que filtros,

la FFT esta compuesta por una coleccion de derivadores de las armoénicas vecinas.
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Los estimados de orden cero (k = 0) de la TFT son mostrados en la Fig. 2.7
estos son mas limpios que los de la FFT. Lo anterior se cumple no sélo para los
estimados de orden cero, también se cumple para los estimados de los coeficientes de
Taylor. En la Fig. 2.8 se muestra que las derivadas estimadas se dan por polinomios
de primer orden como era de esperarse.

Se reconstruye la senal estimada usando las ecuaciones de sintesis con ambos
estimados. Como es de esperarse, el error de aproximacion de la TFT es menor que
el de la FFT. Esto es debido a que la TFT usa una expansion de la base de Fourier,
la cual es mucho mas adecuada para cambios dinamicos de las armoénicas dentro del
intervalo de observacion. Ademas, se obtienen estos resultados debido a que en este
caso la senal de entrada se encuentra dentro del subespacio generado por la TFT.
Distintos ejemplos con senales reales son mostrados en el Capitulo [l

Para evaluar el desempeno global de ambos estimadores se usa el error de
minimos cuadrados normalizado (Normalized Root Mean Square Error, NRMSE)

como funcién de costo, el cual esta definido por:

NRMSE = \/Z" 3(n) 5(2””2, nep, (2.63)
> ls(n)]

donde P es el conjunto de todos los estimados realizados con la memoria del filtro

(buffer) llena. La tabla muestra el NRMSE de los estimados de los coeficientes

de Fourier obtenidos con ambos estimadores. Los errores de estimacion en los

coeficientes de Fourier son ilustrados para ambos casos en la Fig.

A partir de esta evidencia es posible concluir que la TFT conlleva a una
mejor estimacion en comparacion a la realizada con la FFT. Lo cual se debe a una
mejor separacion del contenido armoénico de la senal de entrada, lo anterior es una
consecuencia del modelo de senal utilizado, ya que la TFT repele las componentes
que son infiltradas a la FFT gracias a su respuesta en frecuencia plana alrededor
de las frecuencias armoénicas. Por supuesto, bajo condiciones estacionarias, ambos

estimadores producen los mismos resultados.

Tabla 2.1: NRMSE para los coeficientes de Fourier y Taylor Fourier.

| Dynamic harmonic | FT | TFT |
ERID) 2,68 x 105 | 2,81 x 10-12
0] 1,03 x 1074 | 6,71 x 10~12
V1) 1,78 x 104 | 3,59 x 10-17
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Figura 2.7: Coeficientes de orden cero estimados mediante TFT.

2.11. Discusion

La mayoria de los libros de texto hacen una presentacion enganosa de la DFT
al no presentarla como una aproximacién, ya que no es comun presentar a los
coeficientes de la DFT como estimados con la notaciéon caracteristica ¢. Entonces se
induce a creer que los coeficientes son exactos, o a olvidar la condicién de periodicidad
necesaria para su exactitud. Pero el hecho es que el modelo de senal empleado en
la DFT no permite fluctuaciones en la senal, y sus estimados son infiltrados por las
derivadas de esas fluctuaciones.

El estimador TFT propuesto reduce la interferencia armonica y nos provee
estimaciones que pueden ser usadas en monitoreo, deteccion de transitorios,
compresion de senal o aplicaciones de control automatico.

Los documentos citados proceden de campos como vibraciones mecénicas, o
sistemas eléctricos, pero existen muchas aplicaciones en potencia para la TFT:
El conjunto entero de las senales cuasi-periddicas, senales de este tipo se pueden

encontrar en procesamiento de voz, sismologia, analisis de fluctuaciones o en sistemas

46



x 107 1ra derivada

T T T T ]

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Ciclos fundamentales 1/f1

x10°° 2da derivada
3 T T
2 H
= || |
1
. V1
o : 1 1 1 1 1 1 :

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Ciclos fundamentales 1/f1

Figura 2.8: Coeficientes de primer y segundo orden estimados mediante TFT.

de transmisiones digitales, en los que cada canal se comporta como una armoénica
independiente.

A pesar de que el subespacio generado por la TFT permite desviaciones en
frecuencia de la senal, igualmente sufre de errores cuando las variaciones en la
frecuencia fundamental son lo suficientemente grandes. De todas formas, debido
a que el estimado de frecuencia se encuentra disponible, los filtros pueden ser re-
centrados a la frecuencia fundamental estimada (vea apéndice[C)). En adicion existen
un importante ntmero de limitaciones que deben de ser tomadas en cuenta: la
solucion se vuelve mal condicionada cuando K aumenta, la elecciéon de una ventana
para ponderar el criterio de error puede incrementar la sensibilidad al ruido a través
del l6bulo principal, y los componentes sub-armoénicos, si se encuentran presentes, se
pueden infiltrar en la estimacion.

Finalmente, esta nueva herramienta digital tiene una estructura tutil para
implementar la misma de manera eficiente, ya que posee mucha simetria y

periodicidad, asi que muchos algoritmos (incluyendo a la FFT) pueden ser usados
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Figura 2.9: Errores en los estimados de orden cero para FT y TFT: (a) error en ¢,

(b) error en cs3, y (c) error en cs.

para acelerar el computo de la misma.

2.12. Conclusiones

El estimador de armonicas dinamicas denominado TFT fue presentado como
una extension de la FF'T. Dicho estimador puede ser visto como un banco de filtros de
fase lineal, el cual se encuentra formado por un conjunto de filtros méaximamente lisos.
El estimador propuesto produce menor distorsion y menor interferencia armonica
que los estimadores basados en F'T. Cada filtro posee una ganancia idéntica a la del
diferenciador ideal correspondiente dentro de un vecindario alrededor de la frecuencia
armoénica de interés, y ganancias maximamente nulas alrededor de las armonicas
restantes.

Los coeficientes de la TF'T representan buenas estimaciones de la envolvente
compleja de la armonica y sus derivadas cuando las armoénicas estan descritas por
senales pasa-banda, es decir cuando cada armoénica posee un contenido espectral

confinado en vecindarios alrededor de su frecuencia armonica correspondiente, donde
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las ganancias maximamente lisas del estimador se encuentran. Esta informacion es
muy util para monitoreo, compresion de datos y aplicaciones de control.

El desempeno del estimador es evaluado a través de un ejemplo, el cual muestra
una reducciéon en el error NRMSE en la estimacion de sus coeficientes por un factor
de 1077 con respecto a la FT. Esta mejora es obtenido debido a que la sefial pertenece
al subespacio generado por la TEF'T, de hecho el error presente en la DF'T es un error
de computo debido a la truncacion generada por el software. Ejemplos con senales
reales (fuera de ambos subespacios) son mostrados en el Capitulo [l

En general, se puede decir que la reconstruccion mediante la TFT es mas
adecuada que la reconstruccion usada por Fourier para este tipo de senales. Note
que la FT nunca tendra un error de reconstrucciéon menor a la TFT, simplemente

porque el subespacio generado por la F'T es contenido en el subespacio de la TFT.

49



Capitulo 3

Reducciéon del costo computacional

3.1. Introduccion

Esta seccion se enfoca en reducir el costo computacional necesario para
usar el estimador Taylor-Fourier, cuya metodologia es presentada en las secciones
precedentes.

Para usar el estimador se requieren dos etapas, la primera de diseno, en
la cual se obtiene el estimador al resolver las ecuaciones normales de minimos
cuadrados (Least Squares, LS) para el modelo de senal propuesto, y la segunda de
implementacion, en la cual se realiza el proceso de filtrado entre los filtros FIR de
fase lineal resultantes y la senal de entrada.

Es importante recalcar que la etapa de diseno presenta la mayor carga
computacional ya que es necesario obtener la matriz pseudoinversa BT. Esta etapa
solo se tiene que calcular una vez, mientras que la etapa de implementacién se realiza
una vez para cada instante estimado.

En resumen: la etapa de diseno es la encargada de mezclar todas las
restricciones del modelo de senal para obtener el banco de filtros FIR de fase lineal,
mientras que la implementacion es la encargada de implementar el(los) filtro(s) FIR
de fase lineal asociados con el(los) estimado(s) de interés.

Debido a que el tema de implementacion de filtros FIR es un tema bien conocido
[15], [35], los métodos presentados en este Capitulo se enfocan en reducir la carga
computacional necesaria para realizar la etapa de diseno, es decir reducir en ntmero

de operaciones necesarias para obtener una o maés filas de B. A continuaciéon se

!La cual contiene las respuestas impulsionales del estimador en sus hileras (Vea seccion [2.3).
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presentan diferentes métodos, los cuales hacen uso de diferentes técnicas para agilizar
el proceso de obtencion del estimador. Dichas técnicas son: la respuesta en frecuencia,
el uso de simetrias en el modelo de senal, las condiciones maximamente lisas de los
filtros y la FFT.

3.2. Diseno del estimador

Claramente la etapa que requiere un mayor esfuerzo computacional es la etapa
de diseno, ya que es necesario obtener la pseudoinversa de una matriz de grandes
dimensiones. Y es que, aunque este proceso se realiza una tnica vez y fuera de linea,
agilizarlo es benéfico para disminuir la carga computacional.

En el Capitulo anterior la matriz pseudoinversa fue usada para obtener el
estimador, el mismo esta formado por el banco de filtros que aporta la mejor solucion
en el sentido de LS al problema propuesto. Pero debido a que la pseudoinversa calcula
todo el banco de filtros a la vez, su uso no es conveniente si solamente se tiene interés
en estimar ciertos coeficientes, es decir cuando solamente se tiene interés en calcular
ciertas respuestas impulsionales, mas no todas.

Recuerde que en el caso discreto el estimador 6ptimo en el sentido de minimos

cuadrados esta dado por:
Oy = (D (), 2(n)), (3.1)

donde ﬂ(hh) (n) representa a los elementos de la base dual. En el caso discreto dicha
solucién corresponde a los renglones de la matriz pseudoinversa Bf = (BHB)'BH,
con B representando en sus columnas la version discreta de los elementos de la base
Dy (10)-

Entonces, para obtener la solucion en el caso discreto es necesario calcular la
matriz BT. De especial interés es el caso de longitud minima. Recuerde que la longitud

del filtro esta dada por (2.14), la cual es repetida aqui para facilitar la lectura:

N > (K +1)H, (3.2)
donde H = 2H +1. Cuando la igualdad en ([3.2) se cumple la longitud de los filtros es
minimizada, lo que implica una carga computacional y a un retraso minimo. Aunque
es posible elaborar bancos de longitud N par, el hecho de que la longitud N sea
impar es importante, ya que se de esta manera se asegura la relacion que existe entre

los coeficientes estimados y las derivadas de las armoénicas dindmicas evaluadas en el
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centro del intervalo de observacion [41]. Llamaremos N; a la longitud impar minima,
la cual se define como el menor nimero impar que cumple con (3.2)).

Al obtener Bt se obtienen todas las respuestas impulsionales a la vez, lo cual no
es necesario cuando so6lo se requiere estimar algunas armonicas de la senal, pero no
todas. En lo que sigue se calculan solamente los elementos de interés al implementar
estimadores con una longitud impar minima /N;, con lo cual la carga computacional
necesaria para encontrar los coeficientes estimados es minimizada, ademas los filtros

resultantes tendrin retrasos minimos o casi minimos.

Propiedades de simetria del estimador:

El estimador estda conformado por un conjunto de K + 1 filtros alrededor de
cada armonica. El hecho de que dichos filtros sean de naturaleza FIR de fase lineal
indica que sus respuestas impulsionales tienen propiedades de simetria, las cuales
pueden aprovecharse para agilizar los calculos de los mismos, dichas propiedades se

revisan a continuacion.

Lema 3.1 Los diferenciadores de orden par, poseen respuestas impulsionales con
parte real simétrica y parte imaginaria antisimétrica, es decir: el r-ésimo coeficiente

de dichas respuestas impulsionales cumple:
cor=cy, r=0,1,... (3.3)

donde * indica complejo conjugado. Mientras que los diferenciadores asociados a
ordenes impares poseen respuestas impulsionales con parte real antisimétrica y parte
1Maginaria simetrica.

cop=—c., r=01,... (3.4)

Prueba. Las filas de Bf poseen simetria debido a la simetria de las columnas de
B (elementos usados como modelo de senal). Entonces los filtros asociados a cada
diferenciador son de naturaleza FIR de fase lineal, por lo tanto poseen respuestas
impulsionales con simetria par o impar.

El hecho de que las respuestas impulsionales asociadas a diferenciadores de
orden par sean pares (3.3) y las asociadas a ordenes impares sean impares (3.4)) se

puede deducir de (2.8), la cual es repetida a continuacion para facilitar la lectura:

1 k=Ch=m kt=0,1,... K

(3.5)
0 en otro caso, hhm=-H,....H

(W) (), Do) (£)) = {
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Suponiendo una potencia k par, es decir: £k = 2\ donde A € Z, entonces
Ve (t) = t*eI“nt presenta simetrfa par en su parte real e impar en su parte

imaginaria, es decir:

Vi (t) = Ui py (1), para k par. (3.6)

Con respecto a las propiedades de simetria del elemento dual ﬁ(k,h) (t), para
saber si la simetria presente en @(k,h)(t) es par o impar es posible usar (B8.5)), note

que para garantizar la igualdad:

(P (1), Ve () =1 (3.7)

se requiere que ﬁ(k,h) (t) tenga parte real par y parte imaginaria impar. Lo anterior

también procede para el caso de k impar. O]

Nota 3.1 Debido a la antisimetria de los filtros con respecto a w = 0 los coeficientes
de las respuestas impulsionales ¢, € C, solamente en los casos particulares del filtro
pasa bajas y pasa altas los cuales si tienen simetria con respecto a w = 0 se tiene

que ¢, € R.

Prueba. Para el caso pasa banda se tiene que 1) p)(t) € C, entonces para cumplir
(B.3) se necesita que @Z)Uﬁh)(t) € C. Un argumento semejante puede ser usado para el
caso pasa bajas y pasa altas en el cual 9 »)(t) € R. O

Las propiedades presentadas pueden ser de utilidad en el diseno de algoritmos
eficientes que permitan disminuir el costo computacional, por ejemplo no es
necesario calcular todos los elementos de la respuesta impulsional del filtro, debido
a las propiedades de simetria sélo es necesario calcular la mitad de la respuesta
impulsional, para después encontrar la mitad restante por simetria.

Ademaés debido a que los filtros del banco estan relacionados por modulaciones
de un mismo filtro, es posible usar como prototipo el filtro de CD (caso mas sencillo
debido a que sus coeficientes pertenecen a los reales), para después encontrar los

coeficientes de cualquier filtro del banco mediante modulacion del filtro de CD.
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Figura 3.1: Respuestas impulsionales del filtro pasa bajas.

3.2.1. Obtencién del estimador a partir del dominio de la

frecuencia

Es posible obtener las respuestas impulsiones de los filtros (elementos de la
base dual) utilizando un enfoque distinto, en el cual solo se calcula la respuesta
impulsional de interés. Lo anterior implica una menor carga computacional, ya que
10 es necesario calcular toda la pseudoinversa Bf cuando sélo se requiere una hilera
de la misma.

A continuacion se presentan dos metodologias, ambas basadas en la mismas

ideas:

» Las respuestas impulsionales estan relacionadas por modulaciones de una

respuesta impulsional prototipo (respuesta impulsional de CD)

= Las respuestas impulsionales poseen simetria/antisimetria en el dominio

temporal.
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Figura 3.2: Respuestas en frecuencia del banco de filtros de dos canales.

= La respuesta en frecuencia del filtro asociado al elemento de la base dual
@(va) (t) cumple la condicion (259), la cual es repetida aqui para facilitar la
lectura:

1 l=km=h kt=0,1,.... K

- (3.8)

'dkH(&m) (w)
w=wp, 0 en otro caso, hm=-H,... H

dwk

Las restricciones anteriores pueden ser usadas para encontrar las respuestas
impulsionales requeridas.

A continuacion se ilustra el método de diseno a través de una serie de
ejemplos, en lo que se plantea como encontrar diferenciadores de orden cero.
Dichos diferenciadores presentan una magnitud unitaria maximamente lisa en ciertos
vecindarios alrededor de la armonica de interés y magnitudes nulas méaximamente
lisas alrededor de las armonicas restantes. En lo que sigue se disenaran estimadores
de orden cero, por tal motivo el subindice /¢, el cual indica el orden del diferenciador

en (B.8)), se omite para facilitar la lectura. Se recalca que, sin pérdida de generalidad,
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los métodos presentados pueden ser usados para encontrar diferenciadores de orden

arbitrario.

Banco de filtros discretos de dos canales

El caso mas sencillo de un banco de filtros es el de dos canales, en el cual se
usan un filtro pasa bajas y un filtro pasa altas para separar los componentes de baja
y alta frecuencia de una senal de entrada, normalmente el filtro pasa altas es una
version modulada del pasa bajas. Los bancos de filtros discretos de dos canales son
una de las bases centrales del procesamiento de senales, especificamente hablando,
del analisis multi-resolucion, el cual a su vez es una de las bases de las onduletas
(Wavelet Transform, WT). La respuesta en frecuencia del banco de filtros de dos
canales es mostrada en la Fig.

Note que, debido a que la respuesta en frecuencia del filtro pasa altas H;(w) es
una version modulada a alta frecuencia de la respuesta en frecuencia del filtro pasa
bajas Hp(w), solo es necesario disenar uno de los dos filtros, normalmente el pasa
bajas.

Para realizar ambos filtros se utilizan como parametros un orden K = 2 y la
longitud impar minima N; = 7, el objetivo del diseno es encontrar las dos respuestas
impulsionales de los filtros ho(n) y hi(n), las cuales caracterizan a ambos filtros y

son de la forma:

hi(n) = {c@,—3), Ci,-2)» Cli,—1), C(i,0)5 C(i,1)» CG,2)» Ci3) > para: 1 =0, 1. (3.9)

Se procede a disenar el filtro pasa bajas Hy(w), de acuerdo a (8.8) Hy(w) debe

de cumplir:

dkHo(w)

= (3.10)

)1 kE=0,w,=0, k=0,1,2
w=wp, 0 en otro caso, wp =0, 7.

Usando el teorema de diferenciacion de la transformada de Fourier [15], se tiene

que las condiciones impuestas en (B.I0) se convierten en el dominio temporal en:

222—3 C(Ovn) = 1’ 222—3 nc(ovn) = O’ Zi=—3 n2c(07n) = 0’

Zi:—g(_l)nc(om) =0, Zi:_?)(—l)"nc(o,n) =0, Zi:—:&(_l)n"zc(om) =0,
(3.11)
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debido a que el diferenciador es pasa bajas de orden par, entonces es simétrico
C(0,—n) = C(0,n) (ver Lema [B.1)), con coeficientes reales. Utilizando la propiedad de
simetria (B.3)) se tiene que las condiciones de la columna central de (BII]) son

automaticamente satisfechas, y que las restantes se reescriben por:

1 2 2 €(0,0) 1

1 8 18 0(071) _ 0 (3 12)
1 -2 2 =2 C0.2) 0 '

1 -2 8 —18 0(073) 0

al resolver el conjunto de ecuaciones (3.12) se encuentran los coeficientes del filtro
pasa bajas: ¢ = 0.5, co1) = 0.2813, cpp2 = 0y cp3 = —0.0313. Una vez
obtenidos los coeficientes del filtro pasa bajas se procede a obtener los coeficientes

de la version de alta frecuencia mediante una simple modulacién:
cam = (=1)"¢om, n=0,1,2,3. (3.13)

La Fig. Bl representa la respuestas impulsional del filtro pasa bajas, mientras
que la Fig. muestra las respuestas en frecuencia de ambos filtros. Note que las
respuestas en frecuencia obedecen a las especificaciones de disefio (B.10) implicitas

en la solucién de LS.
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Figura 3.3: Respuestas impulsional del filtro pasa bajas.

Banco de filtros de cuatro canales

Siguiendo la misma metodologia, es posible construir bancos de filtros mas
complejos, como el banco de filtros de cuatro canales, cuya respuesta en frecuencia

es mostrada en la Fig. 34

De nuevo se eligen un orden K = 2 y una longitud impar minima N; = 13. La

respuesta impulsional de los filtros estd dada por:
hz(n> = {C(i,—ﬁ)v C(i,—5)5 C(i,—4)» C(4,—3)» C(i,—2)» C(4,—1)» C(1,0)» C(4,1)» C(3,2) » C(4,3)» C(4,4) » C(,5) C(i,ﬁ)}a
para: i = 0,1,2,3. (3.14)

Al igual que en el ejemplo anterior sélo es necesario obtener uno de los filtros
del banco, para después obtener los restantes por modulacién. Por simplicidad se

elige el filtro pasa bajas Hy(w). Primero se obtienen las especificaciones de diseno
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Figura 3.4: Respuestas en frecuencia del banco de filtros de 4 canales.
sobre Hy(w):

dkfh(W)

dwk

(3.15)

_{1 k=0,w,=0 k=0,1,2,

w=wy, 0 en otro caso, wyp = 0,2, 7,

las cuales se interpretan en el dominio temporal por:

Zg:—ﬁ 6(07”’) = 1’ Zg:—ﬁ nc(ovn) = O’ ZiZ—G n2c(07n) = 0’

22:_6(—1)716(07”) = 0, Zg:_(i(—l)"nC(o,n) = 0, 26 (—1)"7126(07”) = 0,

n=—>6

S comy =0, >, _ (@) "ncon =0, >, __4(1)"n*con =0,

S (=) com =0, o _o(=j)"ncom =0, Yo__(—i)"nPcon = 0.
(3.16)

Nuevamente, al suponer un filtro simétrico ciertas restricciones se satisfacen
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automaticamente, mientras que las restantes se reescriben por el siguiente conjunto

de ecuaciones:

12 2 2 2 2 2 Cl0.0) 1
1 -2 2 -2 2 -2 2 Clon) 0
1 0 -2 0 2 0 =2 Cl0.2) 0
0 2 8 18 32 50 72 com | =10 (3.17)
0 —2 8 —18 32 —50 72 Cl0.4) 0
0 0 -8 032 0 —72 Cl0.5) 0
0 -2 0 6 0 -10 0 Cl0.6) 0

Las cuales al resolverse, indican los parametros del filtro pasa bajas:

0(070) = 025, C(O,l) = 02344, 6(072) = 01406’ 0(073) = 0039]_’ 0(0’4) — O’
cos) = —0.0234, e = —0.0156. (3.18)

La respuesta impulsional del filtro pasa bajas se muestra en la Fig. B3]
las respuestas impulsionales de los filtros restantes se pueden obtener usando
modulaciones del filtro pasa bajas, al igual que en ([B.13]). Las respuestas en frecuencia
del banco de filtros se muestran en la Fig. 3.4l

Finalmente, note que el conjunto de ecuaciones presentes en la solucion del
banco de filtros de dos canales ([B.12) parece estar embebido en la el conjunto de
ecuaciones usado en la solucion del banco de filtros de cuatro canales (8.17), lo cual

nos lleva al siguiente caso generalizado.

Banco de filtros de N canales

Considere un orden K, una longitud impar minima N; y un ntimero de canales
dado H, los cuales cumplen (B.2]). Al igual que en los casos anteriores, por simplicidad
se busca el filtro FIR pasa bajas que cumpla con (B8], para después obtener los filtros
restantes del banco por modulacion.

En el caso general, se tiene que la respuesta en frecuencia de un filtro FIR

simétrico pasa bajas se da por:

2

—1 N—-1

5
Hy(w) = c(oJ,C)e_J“”'C = C(0,0) + Z 2¢(0,k) cOs Wk, (3.19)

k ;1 k=1

N‘

=z
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dicha respuesta en frecuencia tiene derivadas dadas por:

N-—1 N-—1
5 5
Hi(w) = —j Z ]{;C(ka)e—jwk — Z 2kc o k) sin wk, (3.20)
S =
Hi(w) = Z k2cope 7 = Z 2k’ c(o.x) cos wk, (3.21)
k=S5t k=1
N1 N1
2 ) 2
Hé?’) (w)=—j k?’c(o,k)e_]“”€ = Z 2k30(07k) sin wk. (3.22)
fp=N=1 k=1

Entonces, para satisfacer (3.8) se requiere solucionar el siguiente conjunto de

ecuaciones:
BO C(O,O) 1
C(O,l) O
B,
C(072) = 0 s (323)
By
C(O,%) 0
donde las matrices B; € RE+DXN i =, 1,..., h se definen por:
1 2cosw 2cos2w ... 200s%w
0 —2sinw —4sin2w ... N1 gin N1,
B; = 2 9 2 , (3.24)
0 2cosw 8cos2w ... 2(7_1) cos%w
0 —2sinw —16sin2w ... —2 (T_l)gsin Nz_lw

w=w;

La solucion de minimos cuadrados para el modelo de senal propuesto da solucion al

conjunto de ecuaciones mostradas en [3.23

3.2.2. Obtencién del estimador a partir del polinomio libre

Una desventaja de la metodologia anterior es que, de acuerdo a (3.23)), la
complejidad numérica incrementa conforme aumentan el orden K, el nimero de
armonicas [ o el nimero de muestras N.

Un punto de vista alternativo para encontrar las respuestas impulsionales de los
filtros consiste en generar las ganancias nulas méaximamente lisas en cada frecuencia

armoénica no analizada mediante la asignacion de K ceros en dichas frecuencias [29],
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por lo cual la respuesta en frecuencia de los filtros se da por:

k K+1
| Heny(@)| = (@ = wn)" T 1w = wo) [ [R(w)] (3.25)
+h
Note que (B.23]) se descompone en el producto de dos polinomios, uno conocido
y el otro desconocido. El polinomio desconocido R(w) es un polinomio de orden K,
el cual se debe de elegir tal que se cumplan todas las restricciones maximamente lisas

de la respuesta en frecuencia:

(3.26)

dkH(g,m) (w)
dw*

_{1€:hm:h,kJ:QL“wK

w=wp, 0 en otro caso, h,m=—-H,..., H,

ademas, debido a que el polinomio conocido en Hy ,)(w) incluye K 41 ceros en cada
frecuencia armonica no analizada, las condicion (B:26]) se cumple automaticamente
para dichas frecuencias. Entonces el diseno s6lo toma en cuenta a la armoénica de
interés.

El problema consiste en encontrar el polinomio desconocido R(w), el cual
garantice (3.26]), con la ventaja de que una parte de Hm)(w) es conocida. En
este caso, la complejidad numérica no aumenta conforme aumenta el nimero de
armonicas.

A continuacién se replantean los ejemplos anteriores para ilustrar la

metodologia.

Banco de filtros de dos canales

El ejemplo de la seccion B.2.T] en el cual se desarrolla un banco de filtros de dos
canales se replantea, se disenan los diferenciadores de orden cero, especificamente el
pasa bajas Ho(w). Se usan los mismos parametros: K =2y N =7.

De acuerdo a (3.28) la transformada z del estimador es de la forma:
Hy(z) = 27%(2 + 1)’ Ro(2), (3.27)
donde Ry(z) es el polinomio libre dado por:
Ro(2) = a + bz + bz2* + a2’ (3.28)

Usando (B27) y (B3:28)), se tiene que Hy(z) se da por:

Ho(z) = az"3 + (3a+b)272 4 (3a + 4b)z~! + (2a + 6b) + (3a + 4b)2" + (3a + b)2% + az?,
(3.29)
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cuyos coeficientes se eligen para satisfacer las restricciones sobre Hy(z) en z = 1:
Ho(2)l.oy =1, Ho(2)[.oy = 0, Hy(2)].oy =0, (3-30)

note que, en comparacion con (B.II) no se toman en cuenta las condiciones de
alta frecuencia (z = —1), lo cual se debe a que estas condiciones se cumplen
automaticamente al considerar el término (z + 1)® en Hp(z). Ademés, debido a la
naturaleza simétrica del filtro la condicion sobre la derivada (columna central de
B30)) es satisfecha automéaticamente, las condiciones restantes se reescriben en el

dominio temporal por:

3
Ho(2)|,oy = 1= > com =1, (3.31a)
n=-—3
3
H(2)].oy =0 — > n’con =0. (3.31b)
n=-—3

Por lo cual, al usar (3:29) y (3.31)) se tiene que los coeficientes de Ry(z) deben

de cumplir:
16 16 a 1
= , (3.32)
60 20 b 0

al resolver el sistema de ecuaciones se obtiene a = —0.003125 y b = 0.09375, con lo
cual los coeficientes de la respuesta impulsional del filtro pasa bajas quedan definidos
por:
C(0,0) = 2a + 6b = .5,
C(o,1) = 3a + 4b = .28125,
Co2) =3a+b=0,
0,3 = a = —0.03125,

(3.33)

este resultado coincide con el del ejemplo mostrado en la seccion B.2.1l las respuestas
impulsionales y respuestas en frecuencias son mostradas en las Figs. B y
respectivamente.

Ademaés, el método es mas exacto debido a que se requiere menos operaciones
matematicas para encontrar el resultado, por lo cual el error debido al truncamiento

disminuye.

Banco de filtros de cuatro canales

Nuevamente se eligen los parametros de diseno del ejemplo mostrado en la

seccion 3201 Se disena el filtro pasa bajas del banco. Usando tres ceros en cada

63



frecuencia armoénica no analizada se garantiza anular las primeras tres derivadas de
la respuesta en frecuencia en dichas frecuencias. Por lo cual la funcion de transferencia

del filtro pasa bajas se da por:
Hy(z) = 27%(z + 1)*(2 +j)*( — j)" Ro(2), (3.34)
donde el polinomio libre esta dado por:
Ro(2) = a+ bz + bz* + az®. (3.35)

Entonces, la funcion de transferencia del filtro se reescribe por:

Ho(2) = az7%+ (3a + b)275 + (6a + 4b)z~* + (11a + 9b)2~3 + (15a + 16b)2~2 + (18a + 22b)2~ 1+
+(20a + 24b) + (18a + 22b)2' + (15a + 16b)22 + (11a + 9b)23+
+(6a + 4b)z* + (3a + b)2° + a2b,

(3.36)
y los coeficientes de Ry(z) se deben de elegir para satisfacer:
Ho(2)].oy =1, Hy(2)[..y =0, Hg(2)]..; = 0. (3.37)

Nuevamente, debido a la simetria de Hy(z) la condicion sobre su primera

derivada se satisface automaticamente, al evaluar las condiciones restantes, se tiene

(128 128><a> (1)
- : (3.38)
768 512 b 0

en donde se encuentran que los coeficientes de R(z) son: a = —0.0156 y b = 0.0234,

que:

con lo cual los coeficientes de Hy(z) quedan definidos por:

c(0,0) = 20a + 24b = 0.25,

0,1y = 18a + 22b = 0.2344,

c(0,2) = 15a + 160 = 0.1406,

c(0,3) = 1la +9b = 0.0391, (3.39)
o4y = 6a +4b =0,

Co5) = 3a + b= —0.0234,

co,6) = a = —0.0156.

Con lo cual, nuevamente, se encuentra el resultado del ejemplo mostrado en la

seccion [3.2.11
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3.2.3. Comparacion

La tabla 3.1l muestra la complejidad numeérica para los casos presentados. La
complejidad numeérica se mide de acuerdo al nimero de ecuaciones que tienen que

resolverse para llegar a la solucion.

Canales | Orden | Longitud | Pseudoinversa | Resp. en frecuencia | Polinomio libre
2 2 7 6 ec. x 7 in. 4 ec. x 4 in. 2 ec. x 2 in.
4 2 13 12 ec. x 13 in. 7 ec.x 7in. 2 ec. X 21in.
8 2 25 24 ec. x 25 in. 13 ec. x 13 in. 2 ec. X 21in.
16 2 49 48 ec. x 49 in. 25 ec. x 25 in. 2 ec. x 2 in.
32 2 97 96 ec. x 97 in. 48 ec. x 48 in. 2 ec. x 2 in.
64 2 193 192 ec. x 193 in. 96 ec. x 96 in. 2 ec. x 2 in.

Tabla 3.1: Complejidad numérica para los diferentes métodos de diseno, donde ec.

representa al nimero de ecuaciones y in. al nimero de incognitas de cada ecuacion.

Mientras que el método de la respuesta en frecuencia reduce el nimero de
ecuaciones en un factor de dos, el método del polinomio libre reduce el niimero de
ecuaciones e incognitas a un valor similar al orden de Taylor usado. Es posible usar
ambos métodos para el caso de longitud impar minima N = N; debido a que en este
caso existe una unica solucion FIR para el problema de minimos cuadrados.

Note que, los métodos presentados requieren menos calculos para llegar a la
solucion. Entonces los coeficientes estimados mediante dichos métodos presentan
menos errores debido al truncamiento ya que se requieren menos célculos para
obtenerlos. A pesar de esto, los métodos presentados en este Capitulo sufren la
desventaja de calcular una sola respuesta impulsional, y no todas a la vez como en

el caso de la pseudoinversa.

3.2.4. Relacion entre los bancos de filtros

Las respuestas impulsionales de los filtros pasa bajas presentadas anteriormente
se relacionan por un submuestreo por dos y un escalamiento por un factor de dos,
es decir, la respuesta impulsional del filtro de dos canales ([B.33]) es la respuesta
impulsional del filtro de cuatro canales ([3.39) escalada y muestreada por 2: hg(n) =

2h%(2n). Esta relacion también aplica en el caso general.
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Figura 3.5: Relacion entre las respuestas en frecuencia de los filtros pasa bajas, para

el caso de 2 y 4 canales.

Teorema 3.1 Sean hgk Y hg(kfl) las respuestas impulsionales de los filtros pasabajas

k—1)

pertenecientes a los bancos de 2% y 2( canales respectivamente, entonces:

hg(kfl) (n) = 2h2°(2n), para toda k. (3.40)

Lo anterior implica que al submuestrear hgk por 2 se garantiza mantener la
mitad de los centros de planicie, especificamente localizados en w; = zg—’k’ donde
1=0,2,4,....

Prueba. Dicha relacion se debe a que en el dominio de la frecuencia, ([3.40) se
representa por:

w
2

)4 2”)) , (3.41)

(k—1) k
B ) = (3 :
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Figura 3.6: Relacion entre las respuestas impulsionales paso bajas de los diferentes

bancos de filtros.

k . . . ;.
recuerde que HZ (w) es igual a la unidad en w = 0, y cero en las frecuencias armonicas

analizadas w; = zg—’k’ donde i = 1,2,...,2% — 1, ademas sus derivadas cumplen con:
k
w =0, parai=0,1,...,2F 1. (3.42)

Entonces, Hgk(g) cumple con:

a2 (g) - { L =9, (3.43)

0 i=24,...,2(2¥ - 1),
con derivadas dadas por:

w=w;

k
dHZ (%)
dw

=0, parai=0,24,...,2(2-1). (3.44)

wW=w;

w—21

Mientras que Hgk( 5) v sus derivadas se dan por las versiones trasladadas a

m de B43) y (B:44). Entonces usando (3.41)-(B44) se tiene que Hg(kfl) (w) cumple
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Figura 3.7: Respuesta impulsional escalada 64h%* del filtro pasa bajas, para el caso

de 64 canales.

con:

RN (3.45)

H2 Y (w
0 ()w:zwi 0 i=1,2,...,2"1-1

con derivadas dadas por:

a2 ()

dw

=0, parai=0,1,2,...,21 1 (3.46)

w=2w;

note que, H3" " (w) es periodica de periodo 2 a pesar de que HZ' (2) y HZ (4527)
son periodicas de periodo 47, ademas debido a que se conservé la mitad de los centros
de planicie, Hg(k_l)(w) cumple los requisitos para convertirse en el filtro pasa bajas
del banco de filtros de 2¥~! canales. 0]

Una interpretacion gréafica es mostrada en la Fig. considerando filtros de 2

y 4 canales. Mientras que la Fig. relaciona los resultados obtenidos hasta ahora.
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El planteamiento descrito por el teorema [B.1] y mostrado en la Fig. indica
que los filtros provienen de la misma senal continua, la cual es muestreada a diferentes

tasas. Una aproximacion a dicha senal es mostrada para el caso de 64 canales en la

Fig. 3.1

3.2.5. CaAlculo eficiente de la TFT basado en la FFT

Este método se basa en el propuesto en [42]. Ambos usan las propiedades de
simetria involucradas en las ecuaciones de analisis y sintesis de la TF'T, las cuales son
usadas para agilizar el computo del estimador usando FF'T. El método puede usarse
siempre y cuando se tenga un nimero de muestras /N igual a un miultiplo entero del
nimero de armonicas H, es decir N = ¢H donde q € Z.

Primero se analiza la ecuacion de anélisis, la cual estd dada por la

transformacion lineal x = B¢, donde la matriz B se puede representar por:

\)\% 0 0 0 0
I T, T2 T3 ... TK H
0 Wxg O 0 0
I T, T2 T3 ... TX
0 0 Wg O 0
B=YQ=|1 T3 T2 T ... TX
o _ _ _ 0 0 0 Wg 0
I T, T2 T3 ... TXK ' ' ' ' '
4 Ta Ta 4 0 0 0 0 .. Wy
(3.47)
donde Wy € CH*H representa la matriz de Fourier, y T; € R i =1,2,... qes

una matriz diagonal cuyos elementos estan dados por el i-ésimo segmento de longitud
H de la secuencia —L/2,...,L/2 — 1 para longitudes pares y —L/2,...,L/2 para
longitudes impares. Note que 2 representa la contribucion de la base de Fourier al
modelo de senal y Y la contribuciéon de Taylor en el mismo. En realidad, la mayor
ventaja de este planteamiento es la separacion de los modelos.

Calculo de la ecuacién de sintesis usando FFT

Del Capitulo 2] se tiene que la ecuacion de sintesis para el caso discreto esta

dada por (2.I3)), la cual es repetida aqui para facilitar la lectura:
¢ = (B"B)'B"x. (3.48)

Para agilizar el célculo de BT, se puede recurrir a (3.47), usando ésta en (3.48)
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se tiene que:
o= (T (TR)) ™ (TQ)x, (3.49)

aplicando transpuesta hermitiana:
o= (QITHYQ)1Q Tk, (3.50)
y debido a que €2 es invertible se tiene
¢ =Q (i), (3.51)

¢ = %QH(THT)*THX. (3.52)

Hasta este punto, vale la pena detenerse y pensar cual es la mejora con respecto
a ([3.53), note que en (3.52) es necesario calcular la pseudoinversa YT la cual es de las
mismas dimensiones que la pseudoinversa original Bf, ademéas después este calculo
es necesario multiplicar el resultado por Q% la cual contiene en su diagonal K + 1
matrices de Fourier.

A pesar de que (B.52) parece no presentar ventaja, la ventaja radica en que
los coeficientes de YT pertenecen a los reales, mientras que los coeficientes de Bf
pertenecen a los complejos. Esto es una gran ventaja ya que una multiplicaciéon
compleja implica cuatro multiplicaciones reales y tres sumas reales, entonces el
namero de operaciones necesarias para calcular Yt es menor al de Bf. El ahorro
computacional se debe a que las operaciones con nimeros complejos se han
substituido por operaciones con nimeros reales.

Ademas Y esta formada por un conjunto de matrices diagonales, esto puede

ser aprovechado ya que esta caracteristica serd heredara a su pseudoinversa.

2171 21,2 21,3 2174 cee 21,q
2271 22,2 22,3 2274 cee 22,q
Y= 231 232 Zzz Tz ... Zsq |, (3.53)
YKi11 XK+12 2K+1,3 DK+14 --- XMK+lq

donde 3, . € RHXH o5 una matriz diagonal.
Finalmente, con respecto a la multiplicacion por Q7 ésta se puede ver como

operaciones de FF'T sobre las matrices X, ..
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3.3. Implementaciéon del estimador

La etapa de implementacion presenta un menor reto ya que, a diferencia de
la etapa de diseno, no es necesario tomar en cuenta todo el modelo de senal a fin
de obtener alguna solucion. La etapa encargada de mezclar todas las restricciones
impuestas en el modelo de senal es la etapa de diseno, al finalizar la misma se obtienen
las respuestas impulsionales hy(n) asociadas con el(los) estimador(es) a implementar.

Cada respuesta impulsional corresponde a un filtro FIR de simetria par para
Ordenes pares o impar para impares. La ventaja con respecto a otros métodos [25]
es que dichas respuestas impulsionales son independientes la una de la otra, por lo
cual, sb6lo es necesario tomar en cuenta las respuestas impulsionales asociadas a los
estimados de interés para obtener los mismos. Mas atn, el computo se lleva a cabo
mediante la aplicacion de los filtros FIR en paralelo, tal y como se muestra en la Fig.
B.8

Lo anterior presenta una gran ventaja cuando so6lo se analizan algunos
componentes armoénicos de la senal en especifico, por ejemplo se puede realizar
estimacion fasorial usando el modelo de senal completo en la etapa de diseno, y
usando unicamente el modelo del fasor en la etapa de implementacion, es decir un
solo filtro FIR. Con lo cual se obtendran estimados fasoriales libres de infiltracion
armonica.

Ademas es posible agilizar la implementacion de los filtros FIR mediante el
uso indirecto de la FFT, entre algunos métodos comtinmente usados para realizar
el filtrado de secuencias de larga duracion usando filtros FIR se tiene al método
de solapamiento y suma y al método de solapamiento y almacenamiento [35]. Los
métodos consisten en separar la senal de entrada en bloques, y aplicar algoritmos
FFT a cada bloque, multiplicar el resultado por la respuesta en frecuencia del
filtro y finalmente aplicar IFFT (Transformada rapida de Fourier inversa, Inverse
Fast Fourier Transform) a cada bloque resultante. Considerando el rellenar con
ceros a la derecha tal que las longitudes de los bloques y del estimador cumplan
con N = 2" donde n € Z, entonces el uso de la FFT permite reducir las
multiplicaciones necesarias para procesar cada bloque de N2 a % log, N4. Note que
la carga computacional es minimizada, especialmente para N de gran tamano.

En general, se puede decir que la etapa de implementacion es otra ventaja del

2Para obtener el resultado se necesita una FFT de N puntos, una multiplicacién de N puntos y
una IFFT de N puntos.
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algoritmo, debido a la sencillez de la misma, ya que es posible estimar los pardmetros
con cierta robustez mediante un conjunto de filtros FIR adecuadamente disenado.
Ademés para implementar el estimador no es necesario conocer modelos matematicos
como en otros casos (Filtro de Kalman, Observador de Luenberger, etc). En general
la exactitud de los estimados dependera del contenido frecuencial de la senal de

entrada.

3.4. Conclusiones

Fue posible disenar algoritmos que reducen la carga computacional necesaria
para construir el estimador. Los algoritmos se basan en las propiedades de simetria
del estimador asi como en las propiedades frecuenciales del mismo.

Los métodos usan un enfoque polinomial, en el cual el conjunto de restricciones
maximamente lisas de la respuesta en frecuencia se transcriben en el dominio
temporal a restricciones sobre los coeficientes de la respuesta impulsional del filtro
asociado.

Con respecto a la etapa de implementacion el estimador propuesto consiste
en un banco de filtros FIR. Por lo tanto la etapa los problemas implicitos en su
aplicacion son minimos, ya que el tema de implementacion de filtros FIR es bien
conocido. Ademas, debido a que la accion de filtrado se realiza en paralelo es posible

implementar los filtros asociados a los estimados de interés.
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Figura 3.8: Implementacion del estimador TFT.
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Capitulo 4

Ejemplos de aplicaciones con senales

reales

En este Capitulo se muestran distintos ejemplos de aplicacion, los cuales se
realizaron con senales reales en distintas areas. El propoésito del mismo es mostrar
los errores de estimacion en la TET para después compararlos con los errores de
estimacion presentes en la FFT.

A diferencia del ejemplo presentado previamente en el Capitulo 2], las sefiales
no se encuentran dentro del subespacio generado por la transformaciéon por lo que
existiran errores de aproximacion. Los mismos se evalian usando el criterio de error
NRMSE (Normalized Root-Mean-Square Error).

Se presentan casos en los cuales los coeficientes se calculan fuera de linea y en
linea. En el caso del computo fuera de linea, el analisis se hace usando MATLAB,
mientras que para el caso de andlisis en linea se hace uso de hardware FPGA (Field

Programable Gate Array) y del software Labview para generar la interfase.

4.1. Sistemas de potencia

En este primer ejemplo de aplicacion, se enfoca la atencion en la estimacion de
armonicas en sistemas eléctricos de potencia bajo oscilaciones.

La contaminaciéon armoénica en las redes eléctricas se ha convertido en un
problema serio debido al incremento de las cargas no lineales como aparatos
electronicos, lo cual produce muchos efectos negativos en la red eléctrica. En adicion

a lo anterior, con el incremento en ntimero y nivel de los intercambios de energia
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mediante las redes WANS (Wide Area Networks) las oscilaciones han proliferado.
Debido a la presencia de sistemas no lineales en las WANS; es obvio que las
condiciones de oscilacion han afectado a las armoénicas presentes en la red. Y debido
a que las oscilaciones anuncian el probable colapso de la red, las armoénicas en los
sistemas de potencia deben de ser monitorizadas lo mas exactamente posible.
Muchos algoritmos han sido propuestos en la literatura para estimar las
armonicas de un sistema de potencia, el méas ampliamente usado en la préctica es
la FFT [43]. Algunos algoritmos desarrollados recientemente usan aproximaciones
recursivas para estimar las armoénicas, por ejemplo [32] y [44]. En [32] una técnica de
filtrado adaptable es presentada para extraer los componentes armonicos al usar una
retroalimentacion de la frecuencia estimada para adaptar los parametros de los filtros.
Pero este método presenta la desventaja de no usar respuestas en frecuencia planas
alrededor de las frecuencias armonicas, lo cual lo hace inapropiado para estimar
armonicas dindmicas, ademas existen retrasos entre las etapas y no es valido para

aplicaciones en tiempo real.

4.1.1. Resultados experimentales en sistemas eléctricos de

potencia

El desempeno de la transformada Taylor-Fourier ante oscilaciones de potencia
es comparado en el de la transformada de Fourier, para realizar la comparacion se
usa como entrada en ambos estimadores una senal tomada de mediciones reales de un
sistema de potencia europeo (f; = 50 Hz). La senal es muestreada a una frecuencia
de 20 muestras por ciclo y es mostrada en la Fig. [A.1l note que esta senal presenta
una fuerte oscilacion en amplitud.

Con el fin de hacer una comparacion justa, ambos estimadores usan una ventana
de observacion rectangular con longitud impar minima dada por ([2I4]), la cual es
igual a cuatro ciclos ya que para el caso de la TF'T se elige un orden K = 3.

Los resultados de la estimacién armoénica para el caso de la FT y TFT son
mostrados en la Fig. 2] mientras que la Fig. .3 muestra los estimados de las
derivadas de las armonicas calculados por la TFT. Note que la transformada Taylor
Fourier posee un mayor numero de coeficientes (los mostrados en Fig.[d.3]), los mismos
estan relacionados con las derivadas de cada envolvente compleja. Al comparar los
estimados de las armonicas parar los dos casos en la Fig. [£2] es aparente que los

estimados obtenidos mediante F'T' son mas ruidosos que los estimados obtenidos
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Figura 4.1: Senal de entrada al estimador.

mediante TFT. Esto se debe a la infiltracion de las derivadas de las armonicas.
Es decir, en el caso de la FT, la primer armonica se infiltra todo el tiempo en las
armonicas adyacentes (vea Fig.[4.2] (c)), lo cual produce una estimacion erronea de la
componente de DC asi como de la 2da y 3ra armonica. Note que esta infiltracion de la
primera armoénica es sus armoénicas adyacentes no esta relacionada con su magnitud,
sino con su razon de cambio.

En contraparte los estimados obtenidos con TFT (Fig. (d)) no presentan
oscilaciones de este tipo debido a que los cambios en velocidad y aceleracion de las
armoénicas son filtrados hacia sus respectivos coeficientes.

La Fig. 4.3 (a)-(c) ilustra las magnitudes de los nuevos coeficientes de Taylor.
Estos coeficientes contienen informacion acerca de las derivadas instantaneas (en
el centro de la ventana de observacion) en amplitud y fase de cada armonica. Las
derivadas de amplitud son ttiles para indicar la razéon de cambio de cada componente
armonica, y pueden ser utilizadas para detectar estado estable o cambios rapidos
como los transitorios. Por otra parte, las derivadas de la fase de cada armonica se
relacionan con desviaciones en la frecuencia. Es decir, si se conoce la primera y

segunda derivada de la fase, es posible conocer la frecuencia del sistema (primera
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Figura 4.2: Magnitud de los estimados de orden cero (armonicos) obtenidos mediante
FT y TFT, (a) Estimados impares obtenidos mediante FT, (b) Estimados impares
obtenidos mediante TFT, (c) Estimados pares obtenidos mediante FT, y (d)

Estimados pares obtenidos mediante TFT.

derivada de la fase) y su razon de cambio (segunda derivada de la fase). Lo anterior
es extremadamente importante para asegurar la estabilidad del sistema de potencia,

y el flujo de potencia entre WANS adyacentes. De [45] se tiene que:

2Imioan e~I4oan
Af, = {oan }
2|U(0,h)|

(4.1)

donde Af, representa la desviacion en frecuencia de cada componente armonico.
La Fig. [4.4] ilustra las fluctuaciones en fase y frecuencia para nuestro caso en
particular. Note que los picos se deben a cambios abruptos en la fase a amplitud
baja. Los estimados frecuenciales obtenidos no son tan ruidosos como los obtenidos
mediante ecuaciones en diferencias, ademas no requieren una etapa extra de post-
filtrado [14].
En lo que concierne al error de aproximacion, se calcula el NRMSE (2.63)) para

ambos casos, con lo que se obtiene:
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NRMSEpr = 1,62 x 1072, (4.2)
NRMSErpr = 7,07 x 1072, (4.3)

En comparacion con la FT, la TF'T reduce el NRMSE a la mitad. Entonces una
mejor aproximaciéon en el sentido de minimos cuadrados es obtenida con la TFT.

Finalmente, con el fin de obtener una mayor reducciéon en el error de
aproximacion, se usa la solucion de minimos cuadrados con una ventana como factor

de ponderaciéon en combinacién con el método propuesto. El uso de una ventana

Tabla 4.1: Funcién de costo NRMSErpr, para diferentes ordenes de Taylor K y

ventanas de Kaiser a.

| a=0 | a=4 | a=8 | a=12 |

1,62x 1072 | 7,66 x 1072 | 4,04 x 103 | 2,02 x 10~3
1,62 x 1072 | 7,66 x 1073 | 4,04 x 10=3 | 2,02 x 103
7,07 x 1073 | 2,91 x 1073 | 3,62 x 1075 | 2,38 x 10~8
7,07 x 1073 | 2,91 x 1073 | 3,62 x 1075 | 2,38 x 10~8

=R AR
I
w N = O
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reduce la sensibilidad a frecuencias inter-armonicas ya que reduce los 16bulos laterales
de la respuesta en frecuencia del estimador, lo cual implica errores mas pequenos en
ambas FFT y TFT.

En la Tabla [4.1] es mostrada la reduccion en el error de aproximacion al usar
una ventana de Kaiser con diferentes valores en su parametro libre o. Note que por
separado, ni un cambio en el orden, ni un cambio en la ventana producen un cambio
significativo, pero combinados alcanzan reducciones del orden de 10~° con respecto
a la FT. Esto es debido a las excelentes propiedades frecuenciales del estimador.
Finalmente note que un incremento de un orden par a un orden impar no produce
ningin cambio en la funcion de costo, lo anterior es cierto solo si la ventana de
observacion es desplazada muestra por muestra y solamente es tomada en cuenta la
muestra central en la reconstruccion, ya que todas las potencias no nulas son cero

en el centro del intervalo.

Fase estimada
4 T

Angulo (rad)
o

_2 - .
_4 Il Il Il Il
0 50 100 150 200
Ciclos de la fundamental
Frecuencia estimada con respecto a 50Hz
5 T T
~
<
o
3
[8]
o
L
_5 1 I 1 I
0 50 100 150 200

Ciclos de la fundamental

Figura 4.4: Fluctuaciones en fase y frecuencia.
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4.2. Senales biomédicas

Dentro del area médica existen también muchas senales que exhiben el
comportamiento descrito en la Fig.[I] es decir son senales que usualmente se analizan
como senales periddicas, pero que en realidad no lo son debido a pequenas variaciones
de un ciclo a otro de la senal. Por lo tanto son senales cuasi-periodicas ya que
tienen su contenido espectral concentrado en vecindarios alrededor de las frecuencias
armonicas. Algunos ejemplos de este tipo de senales son las pertenecientes al sistema
circulatorio, tales como senales de presién arterial o senales de electrocardiograma.

Al igual que en el caso de sistemas de potencia, la herramienta mas comun
para realizar el analisis armonico de senales biomédicas es la FE'T, por lo que existe
la posibilidad de generar errores de estimacién cuando la senal no se encuentra en
estado estable. Por otro lado, el panorama es favorable para la implementacion del
algoritmo Taylor-Fourier si es que las fluctuaciones en fase y magnitud de la senal
son lentas en comparaciéon con la frecuencia fundamental.

A continuacion se muestra un ejemplo en el cual se analiza una onda de presion
arterial. Esta fue tomada mediante ultrasonido en el hospital universitario de la
UANL.

La forma de onda varia entre su maximo y minimo de acuerdo a los latidos
del corazon, cuando el corazoén late éste se encuentra en el periodo de sistole, en
este periodo el latido del corazon ocasiona que la presion de los vasos sanguineos se
eleve provocando que la onda alcance sus valores méaximos, por otro lado la onda
alcanza sus valores minimos cuando el corazon se encuentra relajado en el periodo

de diastole.

4.2.1. Analisis y sintesis de una senal de presion arterial

El ejemplo consiste en comparar el desempeno de la F'T y la TF'T para analizar
y después reconstruir senales biomédicas de presion arterial. El proposito del mismo
es mostrar que la TFT captura mas informacion que la F'T en sus coeficientes, por
lo cual la reconstruccion mediante TEFT debera de ser mas acertada que la realizada
por la FT.

La senal a tratar es una senal de presion arterial muestreada a 30 muestras
por segundo y es mostrada en la Fig. [0l Para probar ambas transformaciones se

estiman todas las armoénicas presentes en la senal con estimadores de una longitud
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igual a 4 ciclos. Con la finalidad de tener un estimador de longitud minima para el
caso TFT se elige un orden de Taylor K = 3.

La senal es descompuesta y luego reconstruida, las senales reconstruidas son
mostradas en la Fig. [4.0] note que la reconstruccion mas adecuada es la elaborada
mediante la TF'T. Este resultado indica que la TF'T captura una mayor cantidad de

informacion que la FT.

4.3. Aplicacién en tiempo real mediante FPGA

Esta parte del documento describe como implementar el estimador en tiempo
real usando hardware FPGA (Field Programmable Gate Array) y el software
LabView. Para alcanzar esta meta solamente es necesario implementar el(los) filtro(s)
de interés dentro del chip FPGA. La tecnologia FPGA se elige debido a sus

propiedades de paralelismo.

Senal de entrada

3.45 T T T
3.4} .
3.35 ‘ ‘ h 1
- 3.3 A h |
E]
£
£
< 3.25 1 7 .
3.2} .
3.15} .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Ciclos de la fundamental 1/1‘l

Figura 4.5: Senal de entrada al estimador.
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4.3.1. Descripciéon del hardware

Para implementar el estimador se hizo uso de la plataforma CompactRIO
(cRIO), el ¢cRIO es un controlador automatico programable de national instruments.

En nuestro caso el sistema usado es configurado como sigue:

= NI cRIO 9024 Controlador en tiempo real: 800 Mhz, 512 MB DRAM y 4 GB

de memoria.

= NI cRIO 9118 Chasis reconfigurable de 8 slots, con un nicleo FPGA Xilinx
Virtex-5.

= NI cRIO 9201 Médulo analégico C Series, con 8 canales de entrada a +10 V,
12 bits de resolucion y 500 kS/s.

Ademas de lo anterior, también se realizaron analisis a baja frecuencia con una
tarjeta de adquisicion de datos USB-6009, la cual tiene 8 entradas analogicas (14-
bits), 2 salidas analogas (12-bits) y un tiempo de muestreo maximo (en todos los
canales) de 1 kHz.

Entrada
= = = Estimada TFT

0.1 b
o\\/ 1

-0.11 b

0.2}

Amplitud

105 105.5 106 106.5 107 107.5 108 108.5 109

T T
0.2 Entrada

= = = Estimada FT

Amplitud
o
o [5

105.5 106 106.5 107 107.5 108 108.5 109
Ciclos de la fundamental 1/f1

Figura 4.6: Senales reconstruidas con TFT y FFT.
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4.3.2. Etapas de diseno

La implementacion se realiza en diversas etapas, desde el diseno de los filtros
hasta su implementacion en hardware, las etapas de diseno se muestran en la siguiente

lista.

Diseno del banco de filtros En esta etapa se calcula la pseudoinversa a partir de
los datos de disefio, finalmente los coeficientes obtenidos (renglones de BT) son

almacenados en memoria.

Simulacién Le permite al usuario verificar el comportamiento del banco de filtros

obtenido usando diferentes tipos de entradas..

Cuantificacién a punto fijo Cuantifica los coeficientes de formato de doble

precision a punto fijo.

Implementaciéon en FPGA Implementa los filtros en el hardware a partir de los

coeficientes de punto fijo.

A continuacion se describe brevemente cada una de estas etapas.

4.3.3. Diseno del banco de filtros

El proposito de esta etapa es tomar los pardmetros de disenio y generar el banco
de filtros usado en la estimacion armonica. El diseno es realizado usando MATLAB
para generar la matriz pseudoinversa. El link de MATLAB con Labview se realiza
usando el nodo math-script, el cual corre codigo-m directamente en Labview (vea la
Fig. [4.7).

Existe un problema debido a que los elementos de la matriz pseudoinversa son
complejos, pero el hardware usado solamente acepta filtros con coeficientes reales.
Para solucionar el problema anterior se usan dos filtros reales (uno para la parte real
y otro para la imaginaria) por cada filtro complejo. Es posible realizar lo anterior
debido a que la senal es real. Existen solamente dos excepciones: el caso de corriente
directa w = 0 y el de alta frecuencia w = 7, en ambos casos s6lo es necesario usar
un filtro real debido a que las respuestas impulsionales pertenecen a los reales.

Las partes reales e imaginarias de BT se almacenan en dos archivos separados,
esto se muestra en la esquina superior derecha de la Fig. [7. El panel de disefio

es mostrado en la Fig. [£8 mediante esta interfase se introducen los parametros de
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Figura 4.8: Panel frontal de la etapa de disefio. Este muestra las respuestas en

frecuencia del banco de filtros formado.

diseno y se indican las rutas de los archivos en los que se almacenan los coeficientes
de los filtros disenados. Ademaés el panel muestra las respuestas en frecuencia del

banco de filtros diseniado.
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Figura 4.9: Panel frontal de la etapa de cuantificacion.

4.3.4. Simulacién

Después de generar los filtros, es posible realizar pruebas al estimador, el panel

de pruebas se muestra en la Fig. [4.12] mediante este panel se permite:

» Usar datos simulados o reales (de la tarjeta USB-6009).

= Analisis a baja frecuencia (La frecuencia méxima de muestreo depende de los

recursos de la PC usada).
= Visualizar el contenido armoénico en graficas.

» Calcular el indice de distorsion armonica total (Total Harmonic Distortion,
THD).

4.3.5. Cuantificaciéon a filtros de punto fijo

Esta etapa cuantifica los coeficientes de formato doble precision DBL a
formato punto fijo FXP, ademéas de realizar la cuantificacion permite visualizar las
caracteristicas del filtro FXP resultante (respuesta en frecuencia, respuesta al impulso
y ubicacion de los ceros en el plano z) y realiza un reporte en el cual se muestran los
posibles errores ocurridos en el proceso de cuantificacion.

La etapa de cuantificacion es mostrada en la Fig. [£.9 para el caso de diseno del

filtro correspondiente a la primera armoénica a una frecuencia fundamental de 60 Hz.
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Figura 4.10: Diagrama de bloques en FPGA, a) Muestreo de entrada.
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Figura 4.11: Diagrama de bloques en FPGA, b) Estimado de la primera armonica.

4.3.6. Implementacion en FPGA

A continuacion se muestra el codigo usado para implementar cada filtro en el
chip FPGA del sistema cRIO. La estructura bésica es desplegada en las Figs.
[4.17] la primera de ellas se refiere al proceso de muestreo, la funcion de la misma es
tomar una muestra de la senal en un tiempo especifico. Por otro lado, el diagrama
mostrado en la Fig. [L1T] es usado para implementar cada filtro, note que el estimador
esta construido por la accion de dos filtros en paralelo. El filtro complejo se separ6 en
dos filtros reales para obtener la parte real e imaginaria de la estimacion para después
tomar la magnitud de la estimacion a partir de las mismas. Finalmente se cuenta
con una etapa cuya funcion es activar alarmas cuando el valor de la estimacion no
se encuentra dentro de cierto rango.

En nuestro caso el reloj interno del chip FPGA es de 40 Mhz, y se eligié un
rendimiento de 83 ciclos por muestra, entonces la frecuencia méxima es de 481.92

kHz, la cual es suficiente para nuestra aplicacion.

4.3.7. Resultados experimentales

Los experimentos mostrados en esta seccion se pueden clasificar en dos casos

generales:
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1. Cuando la frecuencia fundamental elegida para disenar a los estimadores
armonicos f; es idéntica a la frecuencia de la senal periddica a estimar f;,

es decir:

fi=Tta

2. Cuando la frecuencia de diseno es diferente a la frecuencia de la senal periddica:
fi # fa-

Claramente, los resultados de la FFT solo seran validos para el primer caso
fi = fa. en contraparte los resultados de la TF'T seran validos para ciertos vecindarios

alrededor de fy, es decir para f; &~ f,.
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Figura 4.12: Prueba en estado estacionario, usando una senal periodica como entrada.

Las Figs AI12H4.13] muestran los resultados de las pruebas realizadas para el
caso en el cual f; = f; mientras que las Figs muestran los resultados para
el caso en el cual f; ~ f;. En el panel usado para presentar todos los casos se muestra
a la senal de entrada en la parte superior, los estimados de la TF'T en la parte media
y los de la FFT en la inferior. A continuacion se revisa brevemente cada uno de estos
resultados.

La Fig. muestra los resultados obtenidos al estimar una senal periddica

de frecuencia fundamental f; = f; como entrada. En teoria para este caso ambas
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aproximaciones deben de producir estimados libres de error. En la Fig[4.12]se observa
que ambas aproximaciones son buenas, aunque los estimados méas limpios son los

obtenidos mediante TFT.

Tnput Signal Graphlenght (msanples) oo o oot EEN

Sampling time:

Proposed sampling tine in mseg.
o

Feal samplng tie i mseg
075

Sarples
T

Amplitude

ORI I | s e e e
0 0 2 30 40 S 0 70 60 9 100 0 120
Time

e e | P e e
130 130 150 160 170 160 190 199

AT B T & TFT &TFT

K- simulation? Use DAQ?
vervate o =

TFT < -

— a) Harmenic
Grephlenght (nsanples) Hz  CJo | OTFT 1 o | y
bB)TFT b) Harmenic
EEEEEEI o
T ; c)_-}javmnmc

¢ - -

¢ -

Harmaric fo

TFT Estimates
12}

Armpliude

a9
d) Harmanic
Js
)

Harmonic

: S

S ERachanad SR e o R SRR R Wi J

120 130 140 150 160 170 180 190 199 1 02 46 810

Tme

- 1.04
.

1,06
L/,

S)FFT b)FFT SFFT &) FFT &)FFT Fre, desy. 102 L8
’ o - D - - FFT e - .

4 — %] %
FFT estimates Graph kroht nsanples) Sz oo | )T e | Q) FFT 11

Ampitude

STOP

100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 199 dFFT

Time —

Miguel Platas Jar-2011

Figura 4.13: Escalén en amplitud en la primera armoénica.

La Fig. [4.I3 presenta la respuesta a un cambio abrupto en la amplitud de
la primer armoénica. Note que el transitorio de la TF'T es més rapido que el de la
FFT a pesar de que ambos estimadores presentan un retardo inherente al proceso de
filtrado de dos ciclo. Lo anterior se debe a que en el caso de la TFT la respuesta
impulsional de los filtros se encuentra més concentrada alrededor del centro de la
ventana de observacion temporal. Con respecto al régimen permanente se tiene que
ambas aproximaciones son buenas debido a que la senal es periddica de frecuencia
fundamental f; = fy4.

Los coeficientes estimados para un escaléon de 10 % en frecuencia (f; = 1.1fy)
son mostrados en la Fig. [4.14l Note que en este caso los estimados de la TFT aun
representan correctamente el contenido frecuencial de la senal analizada. Por otra
parte los generados por la FE'T presentan severos errores. Estos presentan magnitudes
menores a las verdaderas debido a la curvatura de la banda de paso de los filtros

implicitos en la FFT.

'La longitud del estimador usado es de cuatro ciclos en ambos casos.
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Figura 4.14: Estimados para un offset de 10 % en frecuencia, el error generado es

menor en la TEFT.
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Figura 4.15: Estimados para un procesamiento en tiempo real usando la USB-6009.

La Fig. muestra la estimacion de una senal de frecuencia fundamental de

aproximadamente 5 HertZ9 adquirida con la tarjeta USB-6009. La senal adquirida

2Se elige esta frecuencia fundamental debido a limitaciones en el periodo de muestreo al trabajar

con la tarjeta de adquisicién de datos.
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estd compuesta por la primera armonica y la componente de CD. al igual que en los
casos anteriores, la TF'T produce estimados mas limpios. Los errores de la FFT se
deben a que la frecuencia de la senal no es idéntica a la frecuencia fundamental para
la cual se realizaron ambos algoritmos, es decir f; = f; = 5 Hz.

Finalmente se probo el algoritmo en el chip FPGA. Se realizaron pruebas
con las frecuencias fundamentales 50 Hz, 60 Hz, 100 Hz y 1 KHz produciendo
resultados satisfactorios en todos los casos. La Fig. muestra la interfase usada
para comunicarse con el estimador elaborado sobre el chip FPGA.

Los resultados anteriores comprueban el correcto funcionamiento del algoritmo.
Como era de esperarse, el algoritmo permite la estimacion armoénica ante desviaciones
en frecuencia acotadas. En adicion a lo anterior presenta una mejora en la deteccion
del transitorios en comparacion con la FFT. Se mostr6 que en todos los casos los

estimados mas limpios son los obtenidos con TFT.

4.4. Conclusiones

Fue posible implementar el estimador TFT en anélisis en linea (considerando
el retraso constante inherente al filtrado) y fuera de linea. En todos los casos
presentados se mejord la aproximacion al anadir los nuevos elementos a la base. El
desempeno del estimador fue comparado con el de la FFT mediante simulaciones y
aplicaciones en tiempo real. Para medir el desempeno del estimador se uso el criterio
NRMSE.

Se mostro que el estimador propuesto posee propiedades muy interesantes como
lo son la separacién de componentes armonicos, el seguimiento de las variaciones de
los mismos y la capacidad de trabajar ante variaciones en frecuencia, por supuesto

siempre que estas sean acotadas.
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Figura 4.16: Interface de usuario para el chip FPGA, mostrando estimacion de una

senal sinusoidal de 60 Hz.
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Capitulo 5
Conclusiones y recomendaciones

Este trabajo presento al estimador armoénico denominado transformada Taylor-
Fourier. El mismo fue presentado como una extension al analisis de Fourier al
expander el comportamiento de cada armoénica por una senal suave en lugar de un
coeficiente constante. El uso de este modelo relajado permitié una mejor estimacion
(con respecto a la FFT) del contenido armoénico de una senal ante oscilaciones
limitadas en banda. Lo anterior se justifica al demostrar que los nuevos coeficientes
se acercan mas al valor real de las componentes armonicas en comparacion a los
coeficientes de Fourier. Estos resultados se comprobaron teoérica y préacticamente
mediante una serie de ejemplos.

Se le da especial importancia al caso discreto, ya que este algoritmo es necesario
en la etapa de implementacion. Fue demostrado que en este caso el estimador puede
ser visto como un banco de filtros FIR maximamente lisos. Estos filtros poseen
ganancias de diferenciadores ideales alrededor de las frecuencias armonicas. Por lo
tanto los estimados estaran libres de error cuando el contenido frecuencial de la senal
de entrada se encuentre alrededor de éstas.

Ciertamente la TF'T presenta una carga computacional mayor a la DF'T' debido
al aumento en los coeficientes a estimar. Para minimizar este problema se disenaron
varios métodos para reducir la carga computacional del algoritmo. Entre estos
destaca el uso del algoritmo FFT para disenar e implementar la TFT.

Finalmente el algoritmo TFT se implement6 en Hardware, especificamente
en una tarjeta FPGA, obteniendo resultados satisfactorios. Entre estos resultados
resalta la respuesta ante transitorios y la capacidad de estimar correctamente la
evolucion de cada componente armoénico ante oscilaciones.

Es importante recalcar que el algoritmo TFT presenta algunas caracteristicas
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indeseables, en parte estas caracteristicas se deben a la herencia de la DF'T. Entre las
mismas se encuentran: La presencia de un retardo en la estimacion, la generacion de
errores ante oscilaciones de un ancho de banda considerable, y la posible infiltracion
de componentes inter-armoénicas. A pesar de lo anterior, el algoritmo TF'T es siempre

mas adecuado que la DF'T, sobretodo si la senal a analizar es cuasi-periddica.

5.1. Objetivos alcanzados

= Se logré construir una expansion a la DFT mediante una serie de potencias

modulando cada frecuencia armoénica.

= Debido a la naturaleza de expansion, se garantiza disminuir la norma del error

con respecto al error de Fourier.

= Fue posible disminuir la carga computacional necesaria para construir al

estimador.

= Se implemento6 el estimador en tiempo real en hardware FPGA. Obteniendo

mejores resultados que el analisis armoénico convencional en base a FFT.

5.2. Limitaciones

= La magnitud del error depende del contenido frecuencial de la entrada.

» s posible generar errores cuando el espectro de la senal de entrada no se

encuentra dentro de las ganancias méaximamente lisas del estimador.

= Los estimados no son instantaneos, ya que presentan un retardo debido a la

naturaleza FIR del banco de filtros usado.

= Ante cambios frecuenciales, los errores se magnifican en las armonicas de alto

orden.

5.3. Publicaciones

= Miguel Angel Platas-Garza and José Antonio de la O Serna, Dynamic harmonic
analysis through Taylor Fourier transform. IEEE Trans. on instrumentation
and measurement. vol. 60, n0. 3, pp. 804-813, march 2011.
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= Miguel Angel Platas-Garza and José Antonio de la O Serna, Dynamic phasor
and frequency estimases through maximally flat differentiators. IEEE Trans.

on instrumentation and measurement. vol 59, no. 7, pp. 1803-1811, july 2010

= José Antonio de la O Serna and Miguel Angel Platas-Garza, Maximally flat
differentiators through Taylor decomposition. Digital Signal Processing. vol.
21, no. 2, pp. 183-194, march 2011.

5.4. Trabajos futuros

» Buscar posibles aplicaciones en distintas areas.
= Vincular la metodologia propuesta con el enfoque de anélisis multi-resolucion.

= Usar filtrado adaptativo, en el cual se ajusten autométicamente los parametros

ante desviaciones en frecuencia.
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Apéndice A

Uso de la matriz de Vandermonde en
el calculo de la ecuacion de analisis

en el caso determinado

Un caso muy especial es el del caso determinado en el cual se considera una
sola armoénica en el modelo de seﬁa. Al igual que en el caso general, en este caso
la relacion que existe entre los coeficientes de la aproximacion y las muestras de la

senal se expresa por x = B¢, la diferencia es que B esta dada por la siguiente matriz

cuadrada:
1 —Ny N? (—=Np)V
1 =N,+1 (=N,+1)? ... (=N, + 1)V
1 : : :
1 -1 1 (=N
B=1|1 0 0 e 0 . (A.1)
1
1 : : . :
1 Ny—1 (N,—12 ... (N,—1D¥
1 Ny, N? N}
note que los elementos de B cumplen con la siguiente relacion:
byi = ((7“—1)—%)Z 1, para: r,i=1,2,..., N. (A.2)

1Se elige el caso de estimacion de corriente directa w = 0, si perdida de generalidad este estimador
se puede trasladar a cualquier otra frecuencia armonica w = w; ¢ = —H,---,—-1,0,1,--- | H

mediante la adecuada modulacion.
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La matriz B se puede definir solamente por los elementos de su segunda
columna b, ya que los elementos de la i-ésima columna se pueden definir al elevar a

la potencia 7 — 1 cada elemento de la segunda columna, es decir:
B=(b bl b . b ). (A.3)

donde la notacién b! indica elevar a la potencia i cada uno de los elementos del vector
b (segunda columna de B).

Debido a su peculiar estructura B es una matriz de Vandermonde, lo cual se
puede aprovechar para obtener su inversa B~1, la cual define la ecuacion de anélisis

¢ = B71x. A continuacion se muestra la obtencion de B!,

A.1. Obtenciéon de B!

Estéa seccion presenta un pequenio resumen de [46], en donde se muestra como
calcular eficientemente la inversa de una matriz de Vandermonde. Debido a que B

es Vandermonde, es posible factorizarla en el producto de dos matrices triangulares:
B=LU (A.4)

donde L € R representa una matriz triangular inferior y U € RY*Y una
matriz triangular superior. Ambas matrices son no singulares debido a que ambas
son cuadradas, triangulares y con elementos no nulos en su diagonal. Entonces, es

claro que la inversa de B esta dada por:
B'=U"'L (A.5)

La ventaja de utilizar esta factorizacion consiste en la facilidad que existe
para calcular las inversas U™1 y L7, ya que los elementos de dichas matrices
pueden obtenerse mediante simples formulas recursivas sin necesidad de algin célculo
complejo. A continuacion se muestran las formulas recursivas usadas en la obtencion
de dichos elementos. Estas formulas son tomadas de [40].

Los elementos de U1 estan dados por:

1 r=c,
Uy e = 0 r>c, (A6)

Up—1,c-1 — Ure—1be—1 €n otro caso,



97

mientras que los elementos de L~ estan dados por:

0 r<ec,
lr,c = 1 r=c= ]_, (A?)
[lici ks 55 €n otro caso,

por lo tanto las matrices U™ y L~ se dan por:

1 —b b1bs —b1babs
0 1 —(by+by) biby+ bobs+bsby ...
U'lt=]10 0 1 —(by +by+03) ... |, (A.8)
0 0 0 1
1 0
—L 1 0 .
L= b h ) : (A.9)

(b1—b2)(b1—b3)  (b2—b1)(b2—b3)  (bg—b1)(b3—b2)

Entonces, para calcular B™! solo es necesario calcular los elementos de L= y
U1, para después realizar la multiplicacion de las matrices triangulares resultantes.
Los siguientes ejemplos muestran el uso de esta técnica, al igual que en los
ejemplos anteriores se diseflan estimadores de corriente directa (w = 0) para facilitar

los calculos numeéricos.

A.1.1. Ejemplo de aplicacién - Polinomio de segundo orden

Considere el caso de un estimador de CD, la evoluciéon de la CD se representa
con un polinomio de Taylor de segundo orden, de acuerdo a (2.14)) se elige un niimero

de muestras N = 3, por lo cual la matriz B queda definida por:

1 -1 1
B=|1 0 0]. (A.10)
11 1

Las formulas recursivas dadas en (A.6) y (A7) son usadas para calcular las

matrices de la factorizacion (A.H), las cuales estan dadas por:

110 1 0
U'l=1|o0 1 Lt'=]| -1 (A.11)
001

1
0

o= O O
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por lo cual, para calcular la inversa de B s6lo es necesario realizar la multiplicacion
U—lL—l.

0 1 0
Bl=| -05 0 05 |. (A.12)
05 -1 05

A.1.2. Ejemplo de aplicacién - Polinomio de cuarto orden

En este segundo ejemplo, también se considera el caso de un estimador de CD,
en el cual se elige un polinomio de cuarto orden para representar la evolucion de la

senal, entonces se tienen los siguientes parametros:
H=1  K=4, N =5. (A.13)

La matriz B que relaciona los coeficientes de la expansion con las muestras de la

senal de entrada se da por:

1 -2 4 -8 16
1 -1 1 -1 1

B=|10 0 0 0 |. (A.14)
1 11 1
1 2 4 8 16

Al igual que en (A.I0)-(A.12), el procedimiento para encontrar la inversa de
B consiste en representar a B como el producto de dos matrices triangulares, para

después calcular las inversas de las matrices triangulares U y L mediante formulas

recursivas.
1 2 20 0 1 0 0 0 O
013 2 =2 -1 0 0 O
U'l=l0013 5 |, L'=| L -1 L 0 o0 (A.15)
0001 2 —é % —% % 0
0000 1 2 5 i & u

Observe que la matriz L™ calculada en el ejemplo anterior est4 contenida en la

matriz mostrada en L™! (A.TH), lo cual no se cumple para U. Finalmente, se obtiene
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B! al multiplicar U~ y L1,

0 0 288 0 0
24 —-192 0 192 24
—-12 192 —-360 192 —12 (A.16)
—24 48 0 —48 24
12 —48 72 —48 12

B 1= L
288

La i-ésima fila de B! representa la respuesta impulsional del i-ésimo estimador
asociado a la estimacion de la de la i-ésima derivada temporal. Note que, las sumas
de los elementos de cada hilera de la matriz B! corresponde a 1 para la primera,
columna y 0 para las restantes, esto corresponde a condiciones maximamente lisas,

las condiciones maximamente lisas restantes se cumplen debido a que:

2 1 r=k
> vne(e)f T = { ’ re=1,...,N, (A.17)

P 0 en otro caso,

donde v, . representa al elemento de la r-ésima fila y c-ésima columna de B~
Observe que los estimadores de orden par estan dados por respuestas
impulsionales pares, mientras que los de orden impar estin dados por respuestas
impulsionales impares. Lo cual se cumple también en el caso general (ver lema [B.1).
Por altimo, se tiene que este método encaja con la filosofia de calcular solamente
la respuesta impulsional de interés, no es necesario realizar completamente el calculo

de B™! para obtener alguna de sus filas.

Nota A.1 Sea B una matriz de Vandermonde dada por (A1), sean u, € RY
c=1,...,N las columnas de la matriz U™ yseanl, € RN r=1,...,N las filas de
la matriz LY. Entonces, para calcular la i-ésima fila de B™1, la cual representa la
respuesta impulsional asociada al 1-éstmo diferenciador, sélo es necesario calcular la
i-ésima fila de U™ y las primeras N, columnas de L™ para el caso de longitud par
N = 2N, o las primeras N; + 1 columnas de L™" en el caso impar N = 2N; + 1.

Es decir, para el caso de longitud par se tiene que:

< Ci,—N, Ci—Ny,+1 Ci2 Ci1 Cip ) = U, ( L 1, ... le le+1 ) ) (A-18)

donde, en ambos casos c;; representa al j-ésimo coeficiente del i-ésimo estimador,
ademds si el diferenciador es de orden tmpar no se necesita calcular c;o debido a que

es nulo por tratarse de una respuesta impulsional con simetria impar.
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Prueba.

Directamente del lema [3.1], debido a las propiedades de simetria del estimador.
O



Apéndice B

Reduccion de 16bulos laterales
mediante la soluciéon de minimos

cuadrados ponderados

Como se comento en el Capitulo 2] el modelo de senal usado solamente asegura
una baja infiltracion de los componentes frecuenciales alrededor de las frecuencias
armoénicas. Por lo tanto el estimador es sensible a componentes frecuenciales inter-
armonicos (fuera de las vecindades de las armonicas).

Para reducir la sensibilidad del estimador con respecto a los componentes inter-
armonicos es posible utilizar el procedimiento descrito en [14], esta propuesta consiste
en utilizar el criterio de minimos cuadrados ponderados (weighted least squares,
WLS) en lugar del criterio LS. La técnica reduce la filtracion de componentes inter-
armonicos debido a que disminuye el nivel de los l6bulos laterales de los filtros FIR
asociados al estimador. La modificacion de la respuesta en frecuencia se debe a que
la respuesta en frecuencia del estimador estd formada por una combinaciéon lineal
del espectro de la ventana usada como factor de ponderacion en el criterio de WLS
y sus derivadas. Por lo tanto la eleccion de una ventana con bajos l6bulos laterales
implicard una respuesta en frecuencia con bajos lobulos laterales.

A continuacion se muestra la expansion de los resultados de [14] para estimacion

fasorial a la estimacion de un conjunto de armonicas.
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B.1. Efecto de la ventana en la respuesta en

frecuencia

La solucién de LS minimiza el criterio de error:
J = (x —Byp)?(x — By), (B.1)

por otro lado si se elige un factor de ponderacion para dar mas peso a los errores
del centro del intervalo de observacion se obtendra una mejoran los estimados de
bajo orden de la serie, ya que estos son dominantes en el centro del intervalo. Para

ponderar los errores en el intervalo es posible usar el siguiente criterio
J = (x —Byp)"Q(x — By) (B.2)

donde Q es una matriz diagonal, la cual contiene las muestras de la ventana elegida

92J

. e 0
en su diagonal. La solucion 6ptima para este caso es tal que cumple o5 = Oy o5z > 0,

y esta dada por:
p=(B"Q"QB)'B"Q"x. (B.3)
Los coeficientes estimados usando (B.3]) son tal que se cumple el siguiente

conjunto de ecuaciones normales:
/ G (Bata(t)dt =3 a, / SN (Bd, i=01,....  (BA)
J

Reemplazando el modelo de senal usado, se tiene:

re=0,1,.... K
Y, = (e, 9 (r,R),(c,C) > B.5
(r,F) Z;( PN S (B.5)

con ge-Rry,(c,0) Y Virr) dadas por:

A - re=0,1,...,K
, . — tr+cq2 t e—]27rf(C—R)tdt ’ » Ly ) B.6
9(r,R),(e.C) /_A (t) RC=—H. H (B.6)
y
A . r=0,1,...,k
" R) = "z (t)q(t)e? ™ gt Ty B.7
Yo = [ Faltlatt) e B.7)

Para controlar los componentes inter-armonicos se usan las muestras de una
ventana en Q debido a que la respuesta en frecuencia es formada por combinaciones

lineales del espectro de la ventana y sus derivadas. A continuacién se prueba este
hecho.
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Teorema B.1 Asumiendo una funcion ventana real y simétrica q(t) como factor de
peso en la solucion WLS, entonces las respuestas en frecuencia del estimador TFT
estan formadas por combinaciones lineales del espectro de la ventana usada y sus

derivadas y son dadas por:

(BEB) T,y (w) (B.8)

donde (BHB) es la matriz de ponderacion con elementos dados por (B.4), y T\ g(w)

representa el efecto de la ventana, y tiene elementos dados por:

r=0,1,....Kk

Liry = (=) Q" (w — wp) Re _H "

(B.9)
Prueba. Introduciendo senales exponenciales al estimador, i.e. z(t) = e/“! en (B.7),

se tiene que:

A
‘ r=0,1,....Kk
Yoy = [ taea "0 (B.10)

note que (B.10) es la transformada de Fourier de t"¢(¢) modulada a wg, entonces se

tiene que:
r=0,1,....Kk

(B.11)
R=-H, . H

Tir)(W) = 7" QM) (—w + wg)

donde Q(w) indica el complejo conjugado de Q(w). Usando las propiedades de

simetria de Q(w) y sus derivadas:

QM (w) = Q" (—w) forr even, (B.12)
OM(w) = —QM(—w) for r odd, (B.13)

se tiene que la respuesta en frecuencia de cada elemento v es dada por:

r=0,1,...,K

Tiomy = (—§)" Q" (w — wr) R _H "

(B.14)

y debido a que (BHB)™! es el factor de peso, entonces la respuesta en frecuencia del
estimador esta dada por (B.S)). O



Apéndice C
Cambios frecuenciales

C.0.1. Limitaciones del método

El método presentado en [45] para la estimacion de la frecuencia fundamental
puede extenderse a la estimacion de cualquier frecuencia armonica, mediante este

método es posible encontrar la desviacion en frecuencia de cada componente

35 \

la
3a |
5a
25 b

30

20 b

10 b

Frecuencia estimada

-20 i i i i
0 50 100 150 200

Ciclos de la fundamental l/f1

Figura C.1: Fluctuaciones en frecuencia de la 1¢3, 292 y 3°'% armonica.
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armonico, la cual estd dada por:
20m{o e <70}

2|0(0,h)|

Afp =

(C.1)

La Fig. muestra las frecuencias estimadas de las primeras armoénicas del
ejemplo mostrado en la seccion [£]], note que las armonicas de orden superior son
més ruidosas. Esto se debe a que el banco de filtros usado como estimador se diseno
alrededor de las frecuencias armonicas constantes f; = if; para i = —H,.... H
suponiendo el periodo f—ll constante. Por lo tanto, si la senal se somete a un cambio
en frecuencia de A f Hz, entonces la primera armonica se localizara ahora en f; +Af
Hz, la segunda en fo+2Af Hz y la h-ésima en f, +hA f Hz. Ya que el desplazamiento
frecuencial del espectro de la armoénica aumentard al aumentar el nimero de armoénica
a estimar se tiene que para armonicas grandes el espectro tiende a salir de la banda
de paso del filtro.

Para solucionar el problema anterior es posible disenar la banda de paso de los
filtros (§ tal que § > HAf, donde H es el nimero maximo de armonicas incluido en
el modelo y Af es la maxima desviacion permitida en la fundamental.

En adicion es posible mejorar la estimacion ante cambios en frecuencia mediante
la adaptacion del modelo de senal con respecto a la frecuencia. Es decir, ya que los
estimados frecuenciales se encuentran disponibles es posible recalcular los filtros para

esta nueva frecuencia.

TFT - G

Af

Figura C.2: Diagrama a bloques del estimador con retroalimentacion de frecuencia.

A continuacién se muestra un ejemplo, en el que se muestra la estimacion de
una rampa en frecuencia para un banco de filtros con frecuencia fija en 50 Hz y

después para el caso de un banco de filtros con frecuencia adaptable.
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El banco de filtros usado para realizar la estimacion de frecuencia de manera
adaptable mostrada en la Fig. |C.2 no es mas que un conjunto de n bancos de filtros
con frecuencia fija con frecuencias fundamentales en f,, f;, f.,..., si la frecuencia
fundamental estimada se encuentra més cerca de f, se usard el banco a, si la
frecuencia estimada se acerca a f;, se usara el banco b y asi sucesivamente.

Para disminuir el error en la estimacion se puede disminuir la separacion entre
las frecuencias elegidas para disenar los bancos.

En las Figs. se muestra otro ejemplo en el cual se estima una senal
cuya frecuencia es dada por una senal sinusoidal. La Fig. muestra la estimacion
con un so6lo bancos de filtros, note que la estimacion de la frecuencia de la armonica
de alto orden es mas ruidosa debido a que las oscilaciones en frecuencia son mayores.
en contraparte, la Fig. muestra la estimacion obtenida al usar conjunto de tres
bancos de filtros, cada banco tiene una frecuencia fundamental de f, = 40 Hz, f, = 50
Hz y f. = 60 Hz. Para elegir el banco a utilizar se usa la retroalimentacion de la

frecuencia estimada.

90—

80—

60—

Frecuencia en Hz.

50—

40—

Normal
Adaptable
- - -HL55Hz
== UL 45Hz

1 I 1 I i I I I 1

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000
Muestras

Figura C.3: Frecuencia estimada de manera fija y adaptativa.
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Figura C.4: Frecuencia estimada con un banco de frecuencia fija

en 50 Hz.
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Figura C.5: Frecuencia estimada al conmutar entre bancos de frecuencia fija en

fo =40 Hz, f, =50 Hz, y f. =60 Hz.
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