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C A P I T U L O 1 

E S F U E R Z O S EN DOS D I M E N S I O N E S 



C A P Í T U L O 1 Í § E U E R Z O S EN DOS D I M E N S I O N E S 

1 . 1 E S F U E R Z O NORMAL Y CORTANTE DEB IDOS A T E N S I O N PURA 
E f t é r m i n o e s f u e r z o r e p r e s e n t a f u e r z a p o r u n i d a d de á r e a . Con -
( en a l g u n o s l i b r o s f u e r z a p o r u n i d a d l o l l a m a n e s f u e r z o u n i t a r i o 
o i n t e n s i d a d de e s f u e r z o , y e l t é r m i n o e s f u e r z o e s u s a d o c o n o s i -
nón imo de f u e r z a . En e s t a t e s i s e l t é r m i n o e s f u e r z o s e r á u s a d o 
e x c l u s i v a m e n t e p a r a r e p r e s e n t a r f u e r z a p o r u n i d a d de á r e a ) más --
p r e c i s i ó n , e l e s f u e r z o a en un p u n t o P a t r a v é s de una á r e a A A -
e s t á d e f i n i d o p o r l a e x p r e s i ó n 

, . AF o - L i m i t e , 
AA*o AA 

En donde AF r e p r e s e n t a e l i n c r e m e n t o de f u e r z a s o b r e e l á r e a AA -
c i r c u n d a n t e a l p u n t o d a d o . E l e s f u e r z o a de que h a b l a m o s es c o -
mo l a r e s u l t a n t e de e s f u e r z o , es p o r é s t o , c o n v e n ? e n t e d e s c o m p o -
n e r l o en e s f u e r z o n o r m a l y c o r t a n t e , l o s c u a l e s son r e s p e c t i v a m e r ^ 
t e n o r m a l y p a r a l e l o a l á r e a AA. La c o m p o n e n t e norma? puede s e r 
por t a n t o e s f u e r z o de t e n s i ó n o de c o m p r e s i ó n . 

F i g . 1.1 Los d ibu jos representan l a determinac ión de lo«; 
es fuerzos normal y c o r t a n t e en un plano I n c l i n a 
do producido por t ens ión pura. ~~ 

La f i g u r a l . l ( a ) m u e s t r a un e l e m e n t o s u j e t o a e s f u e r z o de t e n s ' ó n 



pura a x , s o b r e un p l a n o i n c l i n a d o A-A d e f i n i d o por e l á n g u l o 0, --
f i g . 1 . 1 ( b ) , e l e s f u e r z o no rma l dado o x p r o d u c e un esfuerzo nor--

maI oq y un e s f u e r z o c o r t a n t e t q . En e s t o se puede o b s e r v a r que 
en á n g u l o Q que d e f i n e a l p l a n o i n c l i n a d o A-A s e r á med ido s i e m p r e 
de) e j e x a l a d i r e c c i ó n de l a norma 1 N d e l p l a n o A-A y que s e 
c o n s i d e r a p o s i t i v o c u a n d o e s t á en c o n t r a de l a s m a n e c i l l a s d e l r e 
l o j y n e g a t i v o c u a n d o e s t á a f a v o r como l o m u e s t r a n l a s f i g u r a s -
1 . i ( b ) y 1 .1 ( c ) . 

La d i r e c c i ó n de l o s e s f u e r z o s i n d u c i d o s puede s e r f á c i l m e n t e de-
t e r m i n a d a p o r i n s p e c c i ó n . En e l c a s o de t e n s i ó n pu ra l a d i r e c - -
c ¡ ó n de l o s e s f u e r z o s a Q y t q e s como s e r e p r e s e n t a en l a s f i g u - -
r a s 1 . 1 ( b ) y ( c ) , en f u n c i ó n de que su r e s u l t a n t e deba s e r o p u e s -
t a a l a d e l e s f u e r z o a p l i c a d o a x . Es c l a r o que en e l c a s o de 
c o m p r e s i ó n , l a d i r e c c i ó n de l o s e s f u e r z o s d e b e r á s e r c o n t r a r i a . 

Con e l o b j e t o d e o b t e n e r e x p r e s i o n e s p a r a l o s esfuerzos i n d u c i d o s 
° 8 y T 6 c o n s i d e ra remos e l d i a g r a m a de c u e r p o l i b r e de una p a r t e -
d e I e l e m e n t o c o r t a d o p a r a e l p l a n o i n c l i n a d o A-A e i m p o n i e n d o l a s 
c o n d i c i o n e s de e q u i l i b r i o como se r e p r e s e n t a en l a f i g . 1 . 1 ( b ) . 
C o n s i d e r a n d o l a l o n g i t u d de l a c a r a i n c l i n a d a como l a u n i d a d , en-
t o n c e s l a l o n g i t u d de l a s e c c i ó n t r a n s v e r s a l s e r á e o s 8 . L a s - -
f u e r z a s que a c t ú a n s o b r e e sa c a r a son erg t , t q t y a x t c o s 8 , en don-
de t i n d i c a e l espesor d e l e l e m e n t o . E l t r i á n g u l o de f u e r z a s en 
e l d i a g r a m a de c u e r p o l i b r e se r e p r e s e n t a en l a f i g . 1 . l ( d ) de 
e s t e t r i á n g u l o o b t enemos q u e : 

o a t - o x t c o s 6 c o s 8 
2 ( l . l a ) 

O <3q » OxCOS 8 

y t a m b i é n que Tq t = <? x t cos8sen8 
( 1 . 2 a ) 

o T 8 ~ ~~2 s e n ^ ® 

A l g u n a s v e c e s e s d e s e a b l e e x p r e s a r og y t q en t é r m i n o s d e l á n g u l o 
s u p l e m e n t a r i o 0 j f i g . 1 . 1 ( a ) a s í que 



e = 9 0 ° - 8] 

de l a e c u a c i ó n ( 1 . 1 a ) t enemos 
2 2 OQ = o x c o s ( 2 0 ° - 6 j ) = o x S e n 6x ( 1 . 1 b) 

y r 6 = ~ S e n 2 ( 9 0 ° -0 i ) = o x S e n 2 6 1 , ( 1 . 2 b) 
T 

p a r a c a l c u l a r e l e s f u e r z o Og podemos u s a r t a n t o l a s e c u a c i o n e s 
(1 , 1 a ) o ( 1 . 1 b) d e p e n d i e n d o e n t e r a m e n t e d e l á n g u l o que tomemos 
o 61 . La f ó r m u l a p a r a t q es l a misma en t é r m i n o s de 8 o e j . 

1 . 2 E SFUERZOS PRODUCIDOS POR ESFUERZOS NORMALES A 9 0 ° UNO DEL -
OTRO . 

La f ¡ g . 1 . 2 ( a ) m u e s t r a un e l e m e n t o s u j e t o a l o s e s f u e r z o s norma--
l e s a x y Oy . P e r m i t i e n d o que l o s e s f u e r z o s en e l p l a n o A-A p ro-
d u c i d o s por o x y Oy a c t ú e n p o r s e p a r a d o y r e p r e s e n t a d o s po r O g x , 
T 9 x » ° e y y T 6 y r e s P e c t ' v a m e n t e . De l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 1 a ) y ( i . 
2 a ) é s t o s e s f u e r z o s s o n : 

<7Qx " tfxcos2e 
0 X 

x 0 x = — S e n 2 e 

2 

a e y = <iySen 0 

T e y = ^ S e n 2 6 . 

f o s e s f u e r z o s r e s u l t a n t e s cjg y t q p r o d u c i d o s po r <rx y o y a c t i n i o 
s i m u l t á n e a m e n t e son p o r e l p r i n c i p i o de s u p e r p o s i c i ó n i g u a l e s a -
la suma a l g e b r a i c a de l o s esfuerzos p r o d u c i d o s c u a n d o a c t ú a n por 
s e p a r a d o . Además , de l a s f i g u r a s 1 . 2 ( b ) , ( c ) y ( d ) se o b s e r v a -
que l o s e s f u e r z o s norma J e s a g x y oq^ t i e n e n e l mismo s e n t i d o y 
que l o s e s f u e r z o s c o r t a n t e s t i e n e n s e n t i d o s o p u e s t o s c u a n d o l o s -
e s f u e r z o s a x y a t i e n e e l mismo s i g n o . 



F i g . 1.2 Los d ibu jos muestran el método de superpos ic ión 
para la determinac ión de es fuerzos en un plano 
inc l i nado producidos por es fuerzos normalres a 
90° uno de l o t r o . 

2 2 De donde o 0 • o x e o s 6 + tfySen 0 

l o c u a 1 s e r e d u c e a 

° x + ° v a x - ° v Oq = - í - í * + £ e o s 2 8 

y c o n s i d e r a n d o que o x e s mayor que o y t e n d r e m o s p a r a e l v a l o r nu 
m é r i c o e l c o r t a n t e 

0v - Ow 
T e = Sen28 ( 1 . 4 a ) 

( 1 - 3 a ) 

( 1 - 3 b) 

1 . 3 E S F U E R Z O S PRODUCIDOS POR CORTE PURO 

Un e l e m e n t o s u j e t o s o l a m e n t e a e s f u e r z o s c o r t a n t e s se d i c e que - -

e s t á a c o r t e p u r o , f i g . 1 . 3 ( a ) . Sumando l a s f u e r z a s h o r i z o n t a -

les- y d e n o t a n d o e l e s p e s o r po r t o b t e n e m o s 

Ti a t • T3 a t , 

o t i = T3 . 



T. ^ 

/ 
/ b 

/ a 
0 

r* 

/ 
DIAGONAL CORTANTE 

/ ... / S Y 

(a ) OlAGONAL 
CORTANTE 

n z b ^ / 

^ Txy 

(b) CORTANTE 
POS ITI >/0 

\ [ v 

\ 

(c) CORTANTE 
NE SATIVO 

F í g . 1.3 Los d ibu jos muestran sistemas de esfuerzos cor 
tantes p o s i t i v o s y negat i vos , y sus correspon-
dientes d iagona les . 

Sumando l a s f u e r z a s v e r t i c a l e s en fo rma s i m i l a r o b t e n e m o s : 
Ti b t « T4 b t , 

o t 2 = T̂  . 

Tomando l o s momentos de l a s f u e r z a s con r e s p e c t o a l p u n t o 0 , f í g 
1 .3 ( a ) , t e n d r emos : 

Ti a t b = T2 b t a 
o Ti « T2 

De donde T i - T 2 = - T 3 = Ti* 

En e s a forma vemos q u e , en un e l e m e n t o r e c t a n g u l a r s u j e t o a c o r t e 
p u r o , l o s e s f u e r z o s en l a s c u a t r o c a r a s son t o d o s i g u a l e s . Los 
e s f u e r z o s c o r t a n t e s s o b r e l a s c a r a s h o r i z o n t a l e s s e r á n denota do s 
por x X y y l a s que a c t ú a n en l a s c a r a s v e r t i c a l e s por T y X , en t é r -
m inos de e s t a a n o t a c i ó n t enemos q u e : 

xy = 1 yx • 

E s t a s í n p l e e i m p o r t a n t e r e l a c i ó n e s f r e c u e n t e m e n t e u s a d a p a r a es 



t a b l e c e r q u e l o s c o r t a n t e s t r a n s v e r s a l e s s o n ¡ g u a l e s . De l a - -
e c u a c i ó n de momentos t e n e m o s que en un a r r e g l o d e e s f u e r z o s c o r -
t a n t e s c u y a s p u n t a s de f l e c h a c o n v e r g e n en una d i a g o n a l , f i g . 1. 
3 , a d i c h a d i a g o n a l la l l a m a r e m o s d i a g o n a l c o r t a n t e , y l a r e p r e -
s e n t a r e m o s por S . D . L o s c u a t " o e s f u e r z o s s o b r e e l e l e m e n t o r e c 
t a n g u l a r que l o r e f e r i r e m o s como un s i s t e m a de c o r t e p u r o . D i -
cho s i s t e m a de c o r t e p u r o , d i remo s que e s p o s i t i v o c u a n d o l a d ¡ £ 
g o n a l c o r t a n t e p a s a a t r a v é s d e l p r i m e r c u a d r a n t e de un s i s t e m a 
c o o r d e n a d o , p a r a l e l o a l o s e s f u e r z o s con o r i g e n en e l c e n t r o d e l 
e l e m e n t o , y n e g a t i v o c u a n d o t i e n e p e n d i e n t e c o n t r a r i a . F i g . I . 
3 ( b ) y ( c ) 

F i g . 1.4 Los d ibu jos muestran la determinación de los -
esfuerzos normal y co r t an te en un plano i n c l i -
nado pcoducido por co r t e puro. 

De l a s f i g s . 1 . 4 ( a ) y ( b ) s e puede o b s e r v a r que un s i s t e m a de c o r 
t e p u r o p r o d u c e un e s f u e r z o n o r m a l Oq y un e s f u e r z o c o r t a n t e TQ 
s o b r e t o d o s l o s p l a n o s i n c l i n a d o s como e l A - A . La d i r e c c i ó n de 
l o s e s f u e r z o s OQ y t q pueden s e r d e t e r m i n a d o s por i n s p e c c i ó n . 
A s * e l e s f u e r z o norma 1 Og f i g . 1 .4 ( b ) es o b v i a m e n t e de t e n s i ó n , y 
e l e s f u e r z o c o r t a n t e t i e n e c o m p o n e n t e s a l a d e l p l a n o i n c l i n a d o -
de A-A . T a m b i é n l a s f u e r z a s c o r t a n t e s V j y V 2 que a c t u a n d o so--
b r e J a s c a r a s v e r t i c a l y h o r i z o n t a l son p r o p o r c i o n a l e s r e s p e c t i v a 



mente a l a s l o n g i t u d e s de l o s l a d o s a y b . D e s i g n a n d o e l p l a n o 
i n c l i n a d o A-A como l a d i r e c c i ó n U n o t a n d o que l a d i r e c c i ó n U2 de 
l a f u e r z a c o r t a n t e V2 l a c u a l a c t ú a en e l l a d o c o r t o b es menor 
que l a c o m p o n e n t e Ui de l a f u e r z a \J\ que a c t ú a en e l l a d o a . De 
donde e l e s f u e r z o c o r t a n t e t q s o b r e e l p l a n o A-A t i e n e l a misma 
d i r e c c i ó n de U2. En g e n e r a l , e l e s f u e r z o c o r t a n t e x e t i e n e l a 
misma d i r e c c i ó n que l a c o m p o n e n t e U d e l e s f u e r z o c o r t a n t e e l c u a l 
a c t ú a sobre e l J a d o menor d e l t r i á n g u l o , e l e j e U s i e n d o tomado 
p a r a l e l o a l p l a n o i n c l i n a d o . 

En l a f i g . l . A ( b ) l a c o m p o n e n t e U d e l e s f u e r z o c o r t a n t e s o b r e e l 
l a d o b e s h a c i a a r r i b a y tq es t a m b i é n h a c i a a r r i b a . 

En fo rma de d e r i v a r l a s e x p r e s i o n e s p a r a o q y t q c o n s i d e r a r e m o s 
un d i a g r ama de c u e r p o l i b r e de una p o r c i ó n d e l e l e m e n t o c o r t a d o 
por e l p l a n o i n c l i n a d o A-A , f i g . 1 . 4 ( b ) . La l o n g i t u d de la h i -
p o t e n u s a l a tomaremos como l a u n i d a d . De t a l fo rma que e l l a d o 
v e r t i c a l e s eos© y e l l a d o h o r i z o n t a l s e n 0 . L a s c u a t r o f u e r z a s 
que a c t ú a n en l a p o r c i ó n c o r t a d a por e l p l a n o A-A e s t á n r e p r e s e n 
t a d a s en l a f i g . 1 . 4 ( c ) . 

Sumando l a s fuerzas en l a d i r e c c i ó n W o b t e n e m o s que 

Oqt - T x y t s e n O c o s 0 - T X y t c o s 0 s e n 0 = 0 

d e l a c u a l CT£ = T X y s e n 2 0 ' . ( 1 . 5 ) 

Sumando l a s f u e r z a s a l o l a r g o d e l e j e U , f i g . 1 . 4 ( c ) o b t e n e m o s 

t g t + x X y t s e n 9 s e n 8 - x x y c o s 0 c o s 8 - O 

o t g = T x y c o s 2 0 ( 1 . 6 ) 



A 
\ L ' - I 

f T " v 

S u 

N \ f T " v 

S u 

t e -

N 

(6) (c) (4 ) 

F i g . 1.5 Los d ibu jos muestran l a determinac ión de los -
es fuerzos en un plano i n c l i nado producidos por 
un sistema general p o s i t i v o de es fuerzos en — 
dos dimensiones por e l método de superpos ic ión . 

1 .k E S F U E R Z O S PRODUCIDOS POR UN S I S T E M A GENERAL DE E S F U E R Z O S EN 
DOS D I M E N S I O N E S . 

Un s i s t e m a de e s f u e r z o s e l c u a l c o n s i s t e s o l a m e n t e de e s f u e r z o s 
n o r m a l e s a x y a y , y de e s f u e r z o s c o r t a n t e s T X y , T yx l o s c u a l e s -
son f u n c i ó n de X y Y s o l a m e n t e , s e d e f i n e como un s i s t e m a de dos 
d i m e n s i o n e s o s i s t e m a de e s f u e r z o s p l a n o , un s i s t e m a de e s f u e r - -
zos p l a n o p u e d e e x i s t i r s o l a m e n t e e n p l a c a s d e l g a d a s . La f i g . 
1 . 5 ( a ) m u é s t r a un e l e m e n t o s u j e t o a l más g e n e r a l s i s t e m a p o s i t i -
vo de e s f u e r z o s p l a n o s . Deseamos d e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s a --
t r a v é s de c u a l q u i e r p l a n o A - A , é s t e p r o b l e m a puede s e r f a c i l m e n -
t e r e s u e l t o po r s u p e r p o s i c i ó n e i n s p e c c i ó n . La f i g s . 1 . 5 (b ) , 
( c ) y ( d ) m u e s t r a n l a s d i r e c c i o n e s y l a s n o t a c i o n e s p a r a l o s e s-
f u e r zos c a u s a d o s po r a x , oy y x X y r e s p e c t i v a m e n t e , c u a n d o c a d a -
uno de e l l o s a c t ú a s e p a r a d a m e n t e . 

P o r i n s p e c c i ó n de l a f i g . 1 . 5 ( d ) m u e s t r a que e l e s f u e r z o n o r m a l 
OgT p r o d u c i d o por un c o r t a n t e p o s i t i v o en t e n s i ó n o p o s i t i v o 
c u a n d o 6 e s p o s i t i v o y c o m p r e s i ó n o n e g a t i v o c u a n d o 6 e s n e g a t i -
v o . S i n e m b a r g o , l o s e s f u e r z o s norma l e s <7qx y o^y p r o d u c i d o s -



p o r l o s e s f u e r z o s n o r m a l e s a x y Oy s o n s i e m p r e d e t e n s i ó n . En-

t o n c e s p o r l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 3 ) y ( 1 . 5 ) l a r e s u l t a n t e d e l e s f u e r 

zo n o r m a l og v i e n e dada p o r 
2 2 

OQ - a x e o s 6 + Cys ' sn 0 + T X y s e n 2 e 

o x + o fax _ a v ) 
= - 2 - í — + ^ x 2 — e o s 2 6 + T X y s e n 2 . 

De f o r m a s i m i l a r o b s e r v a m o s que e l e s f u e r z o c o r t a n t e t$*C p r o d u c J _ 

do p o r un c o r t a n t e p o s i t i v o t i e n e l a d i r e c c i ó n o p u e s t a t a l como 

s i f u e r a p r o d u c i d o p o r un o x p o s i t i v o c u a n d o 0 e s p o s i t i v o y de 

l a m isma d i r e c c i ó n c u a n d o 8 e s n e g a t i v o , f i g . 1 . 5 « 

E n t o n c e s e l e s f u e r z o c o r t a n t e r e s u l t a n t e t q p o r l a s e c u a c i o n e s -

( 1 . 4 ) y ( 1 . 6 ) , e s 

T 9 = ( G * ~ Q Y V$en28 - T X y C o s 2 8 . ( 1 . 8 ) 

En é s t o s e d e b e r á n o t a r q u e t o d a s l a s c a n t i d a d e s de l a s e c u a c i o -

n e s ( 1 . 7 ) y ( 1 . 8 ) s o n a l g e b r a i c a s y q u e l o s s i g n o s a p r o p i a d o s --

p u e d e n s e r i m p l i c a d o s a l o s e s f u r z o s y a l o s á n g u l o s en c o n c o r -

d a n c i a c o n l a s r e g l a s d e e s t a d o . L o s p r o b l e m a s n u m é r i c o s s i n -

e m b a r g o , s o n p r i m o r d i a l m e n t e r e s u e l t o s p o r i n s p e c c i ó n y s u p e r p o -

s i c i ó n , u s a n d o l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 1 ) , ( 1 . 2 ) , ( 1 . 5 ) y ( 1 - 6 ) . 

1 . 5 EL C I R C U L O DE MOHR 

L a s e x p r e s i o n e s p a r a 00 y t q d a d a s p o r l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 3 b ) y -

( 1 . 4 a ) p a r a un e l e m e n t o I i b r e de c o r t e p u e d e n s e r r e p r e s e n t a d a s 

p o r una g r á f i c a c o n o c i d a como e l c í r c u l o de M o h r . P o r c o n v e n i e 

c i a r e p r e s e n t a r e m o s l o s v a l o r e s de <TX y (Ty q u e a c t ú a n en l o s p í a 

n o s d e m e n o r c o r t a n t e p o r p y q , c o n é s t a n o t a c i ó n l a s e c u a c i o - -

n e s ( 1 . 3 b ) y ( 1 . 4 a ) q u e d a r á n como 



0 Q = + Í 2 _ Z _ 9 Í c o s 2 e , { I . 3 c ) 

Tq = P l ^ s t n 2 6 . ( 1 . 4 b ) 

D e s d e un p u n t o a r b i t r a r i o 0 s o b r e una l í n e a r e c t a h o r i z o n t a l t r a 
za remos e l s e g m e n t o OA y OB i g u a l e s r e s p e c t i v a m e n t e a p y q en -
d i r e c c i o n e s de a c u e r d o c o n e l s i g n o de e s t o s e s f u e r z o s , f i g 1 . 7 . 
Es c o s t u m b r e c o l o c a r é s t o s e s f u e r z o s a l a d e r e c h a de 0 s i h ay --
t e n s i ó n o p o s i t i v o y a l a i z q u i e r d a de 0 s i hay c o m p r e s i ó n o ne-
g a t i v o . De l p u n t o C e l c u a l b i s e c t a a AB d i b u j a r e m o s un c í r c u -
l o con r a d i o CA. E s t e c í r c u l o c o n o c i d o como c í r c u l o de Mohr 
nos da l o s r e s u l t a d o s o b t e n i d o s en l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 3 c ) y ( 1 . 4 b ) 
y .además nos p e r m i t e v i s u a l Í 2 a r y d e t e r m i n a r q t r a s r e l a c i o n e s de 
e s f u e r z o s u s u a l e s . 

F i g . 1.6 E l d ibu jo muestra la determinación de esfuerzos en 
cua lqu ie r plano i n c l i nado a p a r t i r de los e s f u e r -
zos p r i n c i p a l e s por medio del c í r c u l o de Mohr. 

En fo rma de d e t e r m i n a r l o s e s f u e r z o s s o b r e c u a l q u i e r p i a n o A - A , 
l a n o r m a l l a c u a l f o rma un á n g u l o 0 con e l e s f u e r z o p , t r a z a m o s 
un á n g u l o ACD, i g u a l a 28 y o b t e n e m o s su p r o y e c c i ó n D' como se -



n u e s t r a en l a f i g . 1 . 6 . L a s l o n g i t u d e s 0 0 ' y 00 ' r e p r e s e n t a n -
l o s e s f u e r z o s y Tq r e s p e c t i v a m e n t e . De l a g e o m e t r í a de l a -
f i g . 1 .6 s e s i g u e que 

0D1 • OC + CA c o s 2 6 

= + Í E - ¡ - 9 l e o s 2 8 = CTQ ( 1 . 3 C ) 

y DD' = ( P ¡ c l ) S e n 2 8 = x 0 , 0 . 4 b ) 

l o s c u a l e s son l o s v a l o r e s dados por l a s e c u a c i o n e s (1 . 3 c ) y (1 . 
kb) . 

De é s t o podemos n o t a r que e l á n g u l o 28 puede s e r c o l o c a d o a f a v o r 
de l a s m a n e c i l l a s d e l r e l o j o en c o n t r a s i n a f e c t a r e l v a l o r nu-
m é r i c o r e s u l t a n t e . 

1 .6 D I E Z RESULTADOS A D I C I O N A L E S QUE NOS DA EL C IRCULO DE MOHR. 

Un número i m p o r t a n t e de c o n c l u s i o n e s s e s i g u e n d i r e c t a m e n t e de -
l a i n s p e c c i ó n d e l c í r c u l o de H o h r : 

1 . - S i un e l e m e n t o e s t á s u j e t o ú n i c a m e n t e a e s f u e r z o s norma 
l e s , é s t o e s , c u a n d o l a s c a r a s de un e l e m e n t o e s t á n 1 i ~ 
b r e s de c o r t a n t e s , * l o s p i a n o s que e s t á n l i b r e s de c o r - -
t a n t e s son l l a m a d o s p l a n o s p r i n c i p a l e s y l o s e s f u e r z o s 
a c t ú a n en e l l o s son 11amados e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s . Es 
t o s e s f u e r z o s e s t á n r e p r e s e n t a d o s por p y q . 

2 . - L o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s p y q son r e s p e c t i v a m e n t e e l -
mayor y e l menor de t o d o s l o s e s f u e r z o s ñ o r m a l e s en e l 
e l e m e n t o , de donde l a p r o y e c c i ó n D ' , f i g . 1 . 6 , s i e m p r e 
e s t a r á d e n t r o de l o s p u n t o s B Y A . E l e s f u e r z o máximo 
a l g e b r a i c o l o d e n o t a remos po r p . 

3 . - Los e s f u e r z o s c o r t a n t e s s o b r e p l a n o s p e r p e n d t c u a l r e s en 
t r e s i , son ú n i c a m e n t e i g u a l e s , de l a f i g . 1 . 6 E E 1 = DO' 



y E £ J r e p r e s e n t a e l e s f u e r z o c o r t a n t e en un p l a n o a un 
á n g u l o de 9 0 ° d e l o t r o , s o b r e e l c u a l e s t á a c t u a n d o e l 
e s f u e r z o c o r t a n t e D D 1 . 

k , - La suma de l o s e s f u e r z o s n o r m a l e s e n p l a n o s p e r p e n d i c u -

l a r e s es un c o n s t a n t e , de d o n d e 

0E ' + OD 1 = 20C. 

Donde r e p r e s e n t a n d o l o s e s f u e r z o s p e r p e n d í c u a l r e s po r -

o e y Cgi o b t e n e m o s que 

o e + o 0 ' • P + q ( 1 . 9 ) 

5 . - De l o s d o s e s f u e r z o s y a g í , uno de l o s c u a l e s e l que 
f o rma un á n g u l o de a c c i ó n p e q u e ñ o c o n l a d i r e c c i ó n de p 
e s e l a l g e b r a i c a m e n t e mayo r de l o s d o s . 

6 . - E l máximo e s f u e r z o c o r t a n t e e s i g u a l a l r a d i o d e l c í r c u 
l o de Mohr y a c t ú a s o b r e p l a n o s i n c l i n a d o s a 4 5 ° de l o s 
e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s . 

T m a x . = S - 1 ' ( , ' , 0 ) 

E s t e ú l t i m o r e s u l t a d o e s de e s p e c i a l i m p o r t a n c i a en f o -
t o e l a s t i c i d a d . D e m o s t r a r e m o s d e s p u é s que l a d i a g o n a l 
c o r t a n t e d e l máximo e s f u e r z o c o r t a n t e e s s i e m p r e p a r a l e 
l a a l e s f u e r z o a l g e b r a i c o p r i n c i p a l máximo p 

7 . - L o s e s f u e r z o s n o r m a l e s , t ¡ s o b r e p l a n o s de máx imas c o r -
t a n t e s son i g u a l e s y e s t á n d a d o s po r l a semisuma de l o s 
e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s 

T ¡ = o c = ( u n ) 

8 . - L o s e s f u e r z o s s o b r e p l a n o s c o n j u g a d o s , e s t ó e s , p l a n o s 
como l o s A A y A 1 A ' de l a f í g . 1 . 7 son i g u a l e s . 

9 . - Cuando l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s son i g u a l e s , e l r a d i o 
d e l c í r c u l o de Mohr e s c e r o , é s t o s i g n i f i c a que l o s es-
f u e r zos c o r t a n t e s d e s a p a r e c e n de t o d o s l o s p l a n o s , a d e -
más l o s e s f u e r z o s n o r m a l e s son i g u a l e s en t o d a s l a s d I -



r e c c i o n e s . D i c h o s p u n t o s e s t á n d e f i n i d o s como p u n t o s 

í s o t r ó p i c o s . E s t o s p u n t o s son de e s p e c i a l i n t e r é s en 

f o t o e 1 a s t i c i d a d . 

A 
/ 

a» \ 

p - — Yin 
Á y f c 

— P 

\ 
n / i . 

\ 
n 

F i g . 1.7 El d ibu jo representa los planos conjugados AA y A 'A ' 
y sus correspondientes es fuerzos i gua l e s . 

Î 0 . - Cuando J o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s son de i g u a l m a g n i t u a 
p e r o de s i g n o s o p u e s t o s e l v a l o r n u m é r i c o d e l máximo --
c o r t a n t e es i g u a l a l v a l o r n u m é r i c o de c u a l q u i e r a de -
J o s dos e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s . 

1 . 7 E S F U E R Z O S P R I N C I P A L E S DEL C IRCULO DE MOHR. 

Un p r o b l e m a i mpo r t a n t e en e'l a n á l i s i s de e s f u e r z o s e s l a d e t e r m ^ 
n a c i ó n de l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s en e l c a s o g e n e r a l de un s i s 
tema de e s f u e r z o s en dos d i m e n s i o n e s , é s t e es e l c a s o c o n t r a r i o 
a l o d i s c u t i d o e n e l p u n t o 1 . 5 , y l a r e s o l u c i ó n puede s e r o b t e n j _ 
da p o r una s e c u e n c i a I n v e r s a d e a l g u n a s o p e r a c i o n e s en l a c o n s -
t r u c c i ó n d e l c í r c u l o de M o h r . 

La c o n s t r u c c i ó n d e l c í r c u l o de Mohr p a r a l a d e t e r m i n a c i ó n de l o s 

e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s p a r a é s t e c a s o e s como s i g u e : De un p u n t o 

a r b i t r a r i o 0 s o b r e una l í n e a r e c t a h o r i z o n t a l c o l o c a m o s e l s e a - -

men tó 0 0 ' y OE 1 r e s p e c t i v a m e n t e i g u a l e s a o x y a y en d i r e c c i o n e s 



de a c u e r d o c o n e l s i g n o de l o s e s f u e r z o s f ¡ g . 1 . 8 (a ) , d e s d e e l -

e x t r e m o s o x , e l p u n t o D 1 , t r a z a m o s e l s e g m e n t o D D' i g u a l a l c o r -

t a n t e r x y en una d i r e c c i ó n no rma l a o x , h a c í a a r r i b a s i e l c o i 

t a n t e es p o s i t i v o y h a c i a a b a j o s i es n e g a t i v o . E s t o u b i c a e l 

pun to D. B i s e c t a m o s 0 1 E 1 y o b t e n e m o s e l p u n t o C. E l s e g m e n t o 

CD es e l r a d i o d e l c f r c u l o de Mohr y OA y OB son l o s e s f u e r z o s -

p r i n c i p a l e s . E l á n g u l o D'CD en l a f i g . 1 . 8 ( a ) es dos v e c e s e l 

á n g u l o 9p e l c u a l d e f i n e e l máximo e s f u e r z o p r i n c i p a l p , é s t e --

á n g u l o e s t á med ido en c o n t r a de l a s m e n e c i l l a s d e l r e l o j d e s d e 

e l e j e de a . En l a f i g . 1 . 8 se m u e s t r a n dos c a s o s p a r a d e t e r m i 

n a r l a s d i r e c c i o n e s de p y q . 

F i g . 1.8 Los d ibujos muestran la determinac ión de los -
esfuerzos p r i n c i p a l e s en magnitud y d i r e c c i ó n . 
Para un sistema genera l de es fuerzos en dos di 
mensiones por medio del c í r c u l o de Mohr. 



S í se r e q u i e r e s o l a m e n t e l a d e t e r m i n a c i ó n de p y q , l a c o n s t r u c -
c i ó n d e l c í r c u l o de Mohr puede s e r s i m p l i f i c a d a . No n e c e s i t a -
a t e n c i ó n l a d i r e c c i ó n de? c ó r r a n t e r X y e l c u a l puede s e r c o I o c a -
c a d o en c u a l q u i e r a de l o s dos p u n t o s D ' o E 1 h a c i a a r r i b a o h a -
c i a a b a j o . T o d a s l a s c u a t r o p o s i b i l i d a d e s de c o n s t r u c c i ó n dan 
e l mismo c í r c u l o de Mohr y po r t a n t o e l mismo v a l o r de e s f u e r z o s 
p r i n c i p a l e s , f i g . 1 . 9 . 

F i g . 1.9 Construcción del c í r c u l o de Mohr para la deter 
mlnación de l as magnitudes solamente de los --
esfuerzos p r i n c i p a l e s . 

1 . 8 MAGNITUDES DE ESFUERZOS P R I N C I P A L E S Y MAXIMO ESFUERZO COR-
TANTE . D IRECC ION DE PLANOS P R I N C I P A L E S . 

La f i g . i . 8 m u e s t r a que l a s m a g n i t u d e s y d i r e c c i o n e s de l o s e s -
f u e r z o s p r i n c i p a l e s p y q e s t á n dados por 

p « * aY + ±\[(ox - a y ) 2 + * T * X y ' , ( 1 . 1 2 a ) 

q = * * \ ^ - y j K (1 .12b ) 



y t a n 2 e p l q = J p . ( 1 . 1 3 ) 

donde t a n 2 0 p « q representa t a n 2 6 p como t a n 2 0 q . Cuando 6 p « q apa 
r e s c a s o l o s i n l a t a n g e n t e r e p r e s e n t a r á a c u a l q u i e r a de l o s dos 
á n g u l o s 0 p o 0q . La f i g . 1 .8 t a m b i é n d e m u e s t r a que 

Tmax = y \ j ( o x - 0 y ) 2 + i í t l y . ( 1 . 1 4 ) 

De i a d e f i n i c i ó n de 0 , en e l p u n t o 1 . 1 , s e s i g u e que e l á n g u l o 
9 p ' q o b t e n i d o de l a e c u a c i ó n ( 1 . 1 3 ) puede s e r med ido d e s d e l a dj^ 
r e c c i ó n de a x en c o n t r a de l a s m a n e c i l l a s d e l r e l o j c u a n d o 0 p ' q 
es p o s i t i v o y a f a v o r de l a s m a n e c i l l a s c u a n d o es n e g a t i v o . Se 
debe n o t a r que l a s dos r o t a c i o n e s de l a e c u a c i ó n ( 1 . 1 3 ) 1 o c a 1 i - -
zan l o s p l a n o s p r i n c i p a l es p e r o no e s p e c i f i c a n l a s d i r e c c i o n e s 
de l o s e s f u e r z o s máximos y m í n i m o s . 

En t é r m i n o s de e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 3 b ) y ( 1 . 
4a ) t enemos que 

00 = + e o s 2 e , ( 1 . 3 c ) 

t 0 = P s e n 2 e , ( 1 . 4 b ) 

f 2 
a s í a y = crx ± V (p - q) - 4 T x y . ( 1 . 1 5 ) 

1 .9 D I R E C C I O N DE ESFUERZOS P R I N C I P A L E S . 

S i l a p o s i c i ó n de l o s e j e s p r i n c i p a l e s e s c o r r e c t a m e n t e d e t e r m i -
nada por l a e c u a c i ó n 1 . 1 3 l a d i r e c c i ó n a c t u a l de l o s e s f u e r z o s -
máximos y m í n i m o s puede s e r d e t e r m i n a d a po r e l número 5 d e l pun-



to 1 . 6 en d i c h o e s t a d o en e f e c t o e l máximo e s f u e r z o p r i n c i p a l -
£ orT ía un á n g u l o menor de 4 5 ° con e l mayor e s f u e r z o n o r m a l . A s í 

en l a f i g . 1 . 1 0 ( a ) l o s e s f u e r z o s dados son 

o x « 1 750ps i , o y = 1 250ps i y T X y - ^33ps i . 

F i g . 1.10 Los d ibujos muestran un método para la de-
terminación de la d i r e c c i ó n de los es fuer-
zos p r i n c i p a l e s por inspecc ión . 

De l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 1 2 a ) y ( 1 . 1 3 ) o b t e n e m o s que 

. 1 1 5 ° * 1250 ± , v j T T T Ï ^ W • 4 X »33* , 

en l a c u a l p toma l a r a í z p o s i t i v a y q l a r a í z n e g a t i v a , 

nos da 

p « 2 0 0 0 p s i 

q = lOOOps i 

tamb i én ta n 2 6 , = 2 X 433 
P q 1750 - 1 250' 

1 . 732 . 

E s t o 

De donde 9 P , q " 3 0 ° . 

Donde 6 d n e s p o s i t i v o , l a p o s i c i ó n de l o s p l a n o s son como se -
m u e s t r a en l a f i g - l . 1 0 ( b ) , donde e l e s f u e r z o h o r i z o n t a l e s e l 
mayor de l o s dos e s f u e r z o s n o r m a l e s d a d o s . La p o s i c i ó n d e l e s 



f u e r z o p e s una m e d / c í ó n a n g u l a r . La p o s i c i ó n de l o s e s f u e r z o s 
p r i n c i p a l e s es como se m u e s t r a en l a f i g . 1 . 1 0 ( c ) . 

1 . 10 S IGNO DE LOS ESFUERZOS P R I N C I P A L E S 

I . - Cuando l o s e s f u e r z o s n o r m a l e s o x , Oy son de s i g n o s --
o p u e s t o s l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s t a m b i é n s e r á n de -
s i g n o s o p u e s t o s . E s t o r e s u l t a d i r e c t a m e n t e de l a --
i n s p e c c i ó n d e l c í r c u l o de M o h r , F i g . 1 . 8 { b ) . 

• 

Txy J i , 
• V_ 
/ y* 
0 

V Ví 
\ A / 

* i 
b 

a-

i A, Oit 
' c c—^ 

b 
a-

V * 
fí 

a-a-

F i g , 1.11 E l diagrama i l u s t r a los s ignos de los es-
fuerzos p r i n c i p a l e s para es fue rzos norma-
les de un so lo s igno . 

I I . - Cuando l o s e s f u e r z o s n o r m a l e s o x , oy s o n d e l mismo -
s i g n o e x i s t e n t r e s p o s i b i l i d a d e s : 

a ) Un e s f u e r z o p r i n c i p a l p u e d e s e r c e r o c í r c u l o ( 1 ) , 
f i g . 1 . 1 1 , é s t o s u c e d e c u a n d o 

2 
* x y ® Cfxffy 

e s t e r e s u l t a d o s e o b t i e n e de l a e x p r e s i ó n 



q = ° X 2 ° y " I ^ ^ x y + K " 

y s u s t i t u y e n d o q = 0 . 

2 
b ) Cuando x X y e s m e n o r Q110 ° x a y a m b o s e s f u e r z o s pr în^ 

c i p a l e s t i e n e n e l mismo s i g n o . V e r c í r c u l o ( 2 ) f i g . 

1 . 1 1 . 
2 

c ) Cuando t X y e s mayor que a x O y uno de l o s e s f u e r z o s 

p r i n c i p a l e s es de t e n s i ó n y e l o t r o de c o m p r e s i ó n , --

v e r c í r c u l o ( 3 ) f í g . 1 . 1 1 . 

1 . 1 1 COMBINACION DE DOS S I S T E M A S DE CORTE PURO 

C o n s i d e r a n d o dos s i s t e m a s de c o r t e p u r o X ! y r 2 que t i e n e n d i f e 

r e n t e s o r i e n t a c i o n e s son a p l i c a d o s a un p u n t o , f i g . 1 . 1 2 ( a ) y -

1 . 1 2 ( b ) . 

F i g . 1.12 Los d ibu jos muestran la combinación de dos 
sistemas de co r t e puro. 

L o s e s f u e r z o s og y x g en un p í a n o A-A p r o d u c i d o s p o r x j s o n p o r 

l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 5 ) y ( 1 - 6 ) 

<70 = x j s en 20 



y Tg = x j c o s 2 0 . 

De l a misma f o r m a l o s e s f u e r z o s o'q y t p r o d u c i d o s por t 2 s o n 

° 8 = T 2 s e n ( 2 e " 2 c t^ 

Y T e 88 x2 c o s - 2 a ) . 

La r e s u l t a n t e d e l o s e s f u e r z o s oq y T g s o n p o r l o t a n t o p o r e l -

p r i n c i p i o de s u p e r p o s i c i ó n d a d o s p o r 

T q « T J C O S 2 8 ± t 2 c o s ( 2 6 - 2 a ) ( 1 . 1 6 a ) 

y "oq = t j s e n 2 0 + x 2 s e n ( 2 e - 2 a ) . ( 1 . 1 6 b ) 

A h o r a c o n s t r u i r e m o s un c í r c u l o de l a s i g u i e n t e m a n e r a : D e s d e un 

o r i g e n a r b i t r a r i o 0 c o l o c a m o s e l s e g m e n t o OA i g u a l a x i en un --

á n g u l o de 28 c o n l a h o r i z o n t a l . D e s d e A c o l o c a m o s AB i g u a l a -

t 2 h a s t a f o r m a r un á n g u l o de 2a c o n OA como s e m u e s t r a en l a f i g . 

1 . 1 2 ( c ) . S Í l o s c o r t a n t e s xg y f'g no s o n de l a m isma d i r e c c i ó n 

e l á n g u l o 2a se c o l o c a e n d i r e c c i ó n o p u e s t a de uno c o n r e s p e c t o 

a l o t r o . L a p r o y e c c i ó n O B 1 y B B 1 r e p r e s e n t a n r e s p e c t i v a m e n t e -

Tq y t a I como J o dan l a s e c u a c i o n e s ( 1 . 1 6 a ) y ( 1 . 1 6 b ) . 

S i g u i é n d o s e q u e s i s e contruye un c í r c u l o c o n OB como r a d i o l a s 

p r o y e c c i o n e s de p u n t o s en é s t e c í r c u l o r e p r e s e n t a r á n l o s e s f u e r -

zos p r o d i d o s p o r l o s d o s s i s t e m a s de c o r t e p u r o . S i en p a r t i 

c u l a r e l á n g u l o 28 e s t o m a d o i g u a l a A O B , e l e s f u e r z o n o r m a l B B 1 

s e r á c e r o y e l e s f u e r z o c o r t a n t e e s i g u a l a O B , e l r a d i o d e l c í r 

c u l o . De d o n d e , d o s s i s t e m a s d e c o r t e p u r o s e c o m b i n a n p a r a 

d a r un t e r c e r s i s t e m a d e c o r t e p u r o de m a g n i t u d x 3 en un p l a n o 

i n c l i n a d o 6 i g u a l a l a m i t a d d e l á n g u l o A O B , f i g . 1 . 1 2 ( c ) . 

L o s v a l o r e s d e x y 6 , p u e d e n s e r o b t e n i d o s de l a g r á f i c a o de -



a s e c u a c i o n e s s i g u i e n t e s 

T « \ | x 2 + T 2 + 2 t T e o s 2 a ( 1 . 1 7 ) 
3 1 2 1 2 

t a n2 6i T 2 s e n 2 a ' ( l . l 8 ) 
t2 e o s 2 a + Tj 

La r e s u l t a n t e de e s f u e r z o c o r t a n t e p u r o x 3 es en m a g n i t u d i g u a l 
a l a suma v e c t o r i a l de x y t ¿ s i l o c o l o c a m o s en una i n c l i n a c i ó n 
de 2a c o n T j e n l u g a r de a . 

1 . 1 2 E S P E C I F I C A C I O N E S PARA UN S I S T E M A DE E S F U E R Z O S . 

Un s i s t e m a de e s f u e r z o s de dos d i m e n s i o n e s puede s e r e s p e c i f i c a -
do en una de t r e s f o r m a s . P r i m e r o es l a f o rma u s u a l en e l c u a l 
a x , Oy y * X y s o n d a t o s . E l s e g u n d o mé todo es d a r l o s c o r r e s p o n 
d i e n t e s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s p y q y s u s d i r e c c i o n e s . E l t e r -
c e r m é t o d o e s d a r l o s c o r t a n t e s máximos y l o s p l a n o s s o b r e l o s -
c u a l e s a c t ú a n y l o s c o r r e s p o n d i e n t e s e s f u e r z o s n o r m a l e s . E l --
ú l t i m o de l o s m é t o d o s m e n c i o n a d o s e s p e c i f i c a e l s i s t e m a , un s i s -
tema de e s f u e r z o s en t é r m i n o s de un s i s t e m a i s o t r ó p i c o de e s f u e r 
zos n o r m a l e s y un c o r t e p u r o . 

Cuando un p u n t o e s t á s u j e t o a dos o más s i s t e m a s de e s f u e r z o s de 
d i f e r e n t e s o r i e n t a c i o n e s c a d a uno de e s t o s pueden s e r r e d u c i d o s 
a un s i s-tema i s o t r ó p i c o de e s f u e r z o s n o r m a l e s y un c o r t e p u r o . 
Los s i s t e m a s i s o t r ó p i c o s c o m b i n a d o s a l g e b r a i c a m e n t e dan un s i s t £ 
roa i s o t r ó p i c o n u e v o . E s t o se s i g u e d e l hecho que en un p u n t o 
i s o t r ó p i c o l o s e s f u e r z o s n o r m a l e s son ¡ g u a l e s en t o d a s d i r e c c i o -
n e s . L o s s i s t e m a s de c o r t e p u r o s e c o m b i n a n v e c t o r i a l m e n t e 
p a r a d a r un c o r t e p u r o como s e d i s c u t i ó en e l p u n t o 1 . 1 1 . E l -
r e s u l t a d o f i n a l es un s i s t e m a i s o t r ó p i c o s u p e r i m p u e s t o en l o s - -
p l a n o s de l a r e s u l t a n t e de c o r t e p u r o . 



La combi n a c i ó n de dos o más s i s t e m a s de e s f u e r z o s p u e d e n , s i n - -
e m b a r g o , s e r o b t e n i dos más s i m p l e m e n t e po r e l me t o d o de s u p e r p o -
s i c i ó n en e l e m e n t o s p a r a l e l o s . A s f , c o n s i d e r a n d o un p u n t o en 
un c u e r p o s u j e t o a dos s i s t e m a s de e s f u e r z o como s e m u e s t r a en -
l a s f i g s . 1 . 1 3 ( a ) y 1 . 1 3 ( b ) y r e q u i r i e n d o i o s e s f u e r z o s p r t n c i p £ 
l e s r e s u l t a n t e s , c a l c u l a remos p r i m e r o l o s e s f u e r z o s p r o d u c i d o s 
por e l s i s t e m a m o s t r a d o en l a f i g . I . 1 3 ( b ) en p l a n o s p a r a l e l o s a 
i a s c a r a s d e l e l e m e n t o m o s t r a d o e n l a f i g . 1 . l 3 ( a ) . E s t o s e s -
f u e r z o s s e c o m b i n a n a l g e b r a i c a m e n t e con l o s e s f u e r z o s m o s t r a d o s 
en l a f i g . 1 . 1 3 ( a ) p a r a d a r e l s i s t e m a m o s t r a d o en l a f i g . 1 . 13 
( c ) , e l c u a l t a m b i é n m u e s t r a e l e s f u e r z o p r i n c i p a l r e s u l t a n t e . 

F i g . 1.13 Ejemplo numérico de la combinación de dos s i s t e 
mas genera les de esfuerzos en un plano por me--
d io de elementos pa r a l e l o s y superpos i c ión . 

1 .13 LA E L I P S E DE E S F U E R Z O S . 

En la f i g . í . l M a ) a es l a r e s u l t a n t e de l o s e s f u e r z o s oq y t 
l o s c u a l e s a c t ú a n en e l p l a n o i n c l i n a d o MM. 

F i g . 1.1*» Los d ibujos muestran e l es fuerzo to t a l a en un 
plano i nc l i nado . 



2k 

Los e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s en e l p u n t o l o s r e p r e s e n t a r e m o s por p 
y q , como e s u s u a l . P e r m i t i e n d o que o x y ay r e p r e s e n t a n l a s -
c o m p o n e n t e s de a p a r a l e l o s a ' a d i r e c c i ó n de p y q r e s p e e t i va men 
t e , f i g . 1 . 1 4 ( b ) . De l a s e c u a c i o n e s de e q u i l i b r i o o b t e n e m o s --
que 

pcos e = o x 

q s en e = ay . 

° x De d o n d e — - cosQ P 

a y y — L - s e n e . 
q 

E l e v a n d o e l c u a d r a d o y sumando o b t e n e m o s 

P 2 
* + - = 1 ( 1 - 1 9 ) 

De d o n d e la p u n t a P d e l v e c t o r OP que r e p r e s e n t a e l e s f u e r z o o -
g e n e r a una e l i p s e de l a c u a l p y q son l o s e j e s mayor y m e n o r , -
f i g . 1 . 1 5 . E l e s f u e r z o t o t a l s o b r e un p l a n o i n c l i n a d o a t r a v é s 
de un p u n t o nos d e s c r i b e una e l i p s e c o n o c i d a como e l i p s e de e s -
f u e r z o o e l i p s o i d e de e s f u e r z o s . 

"i f 

' — - ^ c c M 
| 

O B s q 

P v 

p \ 

A y 

l O 
A 

O A = p 

F i g . 1.13 ta e l i p s e de -esfuerzos. 



1 . U DETERM INAC ION G R A F I C A DEL E S F U E R Z O TOTAL a 

En f o rma de d e t e n m i n a r g r á f i c a m e n t e e l e s f u e r z o r e s u l t a n t e <j que 
a c t ú a en p l a n o d e f i n i d o po r un á n g u l o 9 , c o n s t r u i r e m o s de un c en_ 
t r o 0 dos c í r c u l o s de r a d i o p y q r e s p e c t i v a m e n t e f i g . 1 . 1 5 . 
En s e g u i d a c o l o c a m o s OA • p y OB = q en l a s d i r e c c i o n e s de p y q 
r e s p e c t i v a m e n t e . A t r a v é s d e l c e n t r o 0 de e s o s c í r c u l o s d i b u j £ 
mos una l í n e a ON p e r p e n d i c u l a r a l p l a n o MM s o b r e e l c u a l l o s e s -
f u e r z o s son m e r i d i o n a l e s . A t r a v é s de l o s p u n t o s de i n t e r s e c -
c i ó n C y 0 de é s a l í n e a c o n l o s c í r c u l o s d i b u j a r e m o s l í n e a s p e r -
p e n d i c u l a r e s a p y q r e s p e c t i v a m e n t e h a s t a i n t e r c e p t a r s e en un -
p u n t o P , f i g . 1 . 1 5 . E l p u n t o P a s í o b t e n i d o e s t á c o l o c a d o s o -
b r e la e l i p s e de e s f u e r z o s , y e l v e c t o r OP r e p r e s e n t a e l e s f u e r -
zo o . O b v i a m e n t e l a s c o m p o n e n t e s de OP p a r a l e l o s a p y q r e s -
p e c t i v a m e n t e son p c o s 8 y q s e n 8 . 

La i n s p e c c i ó n de l a f i g . 1 . 1 6 ( a ) m u e s t r a que hay c u a t r o p u n t o s -
en l a e l i p s e de e s f u e r z o s , P 1 , ? 2 • P3 y Pt* que t i e n e n e l mismo 
v a l o r n u m é r i c o OP . E s t a s c u a t r o p o s i c i o n e s c o r r e s p o n d e n a l a s 
c u a t r o p o s i b l e s c o m b i n a c i o n e s de e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s r e p r e s e n -
t a d o s en l a f i g . 1 . l 6 ( b ) . E l v e c t o r c o r r e c t o OP p a r a un c a s o 
dado de e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s de d e t e r m i n a por i n s p e c c i ó n de l a s 
d i r e c c i o n e s de l a s c o m p o n e n t e s a x y o y n e c e s a r i a s p a r a e l e q u i l í 
b r í o . A s í s i p y q son p o s i t i v o s , a x y a y son p o s i t i v o s y o es_ 
t a r á dado por OP , c a d i 1 f . i g . 1 . l 6 ( b ) . 



P i g . 1.16 Los d ibu jos muestran el es fuerzo t o t a l o produ-
c ido por v a r i a s combinaciones. 
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CAP ITULO 2 DEFORMACIONES EN UN PUNTO 

{ L a p a l a b r a d e f o r m a c i ó n s e r á u s a d a p a r a d e s i g n a r d e f o r m a c i ó n uní 
t a r i a d e l i n g l é s s t r a i n ) . 

2 . 1 DEFORMACION LONG ITUD INAL Y CORTANTE. DEFORMACION NORHAL 
PURA . 

Hay d o s d e f o r m a c i o n e s g e o m é t r i c a s b á s i c a s : Una es un c a m b i o en 
l o n g i t u d d e una l í n e a r e c t a , l a o t r a e s un c a m b i o a n g u l a r en un 
á n g u l o d a d o . E l c a m b i o en l o n g i t u d po r u n i d a d de l o n g i t u d o r i -
g i n a l de una l í n e a r e c t a s e r á d e f i n i d a como d e f o r m a c i ó n l o n g i t u -
d i n a l . Con más p r e s i c . i ó n una d e f o r m a c i ó n l o n g i t u d i n a l e en a l -
gún p u n t o P en un s e g m e n t o de l o n g i t u d i n i c i a l AL se d e f i n e por 
i a e x p r e s i ó n 

e = L i m i t e — , 
AL -v O t i 

e n l a c u a l A <5 es e l c a m b i o en l o n g i t u d d e l s e g m e n t o d a d o . Debe 

mos n o t a r q u e la d e f o r m a c i ó n l o n g i t u d i n a l e s un número p u r o . 

E l c a m b i o a n g u l a r en un á n g u l o r e c t o s e r á d e f i n i d o como una de - -

f o r m a c i ó n c o r t a n t e y s e r á r e p r e s e n t a d a por y . Cuando un r e c t í 

g u i o es de formado e n e l que s o l a m e n t e 1os á n g u l o s c a m b i a n s d -

ce que es un e s t ado de d e f o r m a c i ó n de c o r t e p u r o . 

E l t i p o de d e f o r m a c i ó n e x r e p r e s e n t a d a en l a f i g . 2 . 1 la r e f r -

remos como d e f o r m a c i ó n n o r m a l p u r a u h o m o g é n e a . E s t a es una de 
fo rmac i-ón e n l a c u a l t o d o s 1os s e g m e n t o s o f i b r a s p a r a l e l a s a I 
d e f o r m a c i ó n se de fo rman en p r o p o r c i ó n a su l o n g i t u d o r i g i n a l . 
A s í , una f i b r a de x u n i d a d e s de l o n g i t u d a n t e s de l a d e f o r m a ' o n 
a d q u i e r e una nueva l o n g i t u d x ' donde 

x1 = x ( 1 + e x ) 

1 + 



En l a c u a l una d e f o r m a c i ó n de l í n e a s r e c t a s p e r m a n e c e s i e n d o l í -
n e a s r e c t a s . A s í A B , f i g . 2 . 1 , en una 1 *nea a r b i t r a r i a r e c t a y 
0 es e l p u n t o de i n t e r s e c c i ó n de e s a l í n e a con l a o r i l l a t r a n s -
v e r s a l i z q u i e r d a , l a c u a l pued-? t o m a r s e como una l í n e a f i j a , 
l o r i a r e m o s e l o r i g e n en e l p u n t o 0 y l o s e j e s X y Y como se mues-
t r a n . La e c u a c i ó n de l a l í n e a r e c t a AB e n t o n c e s e s 

y = mx, 

en l a c u a l m = t a n 0 , f i g . 1 . 2 7 . S u s t i t u y e n d o e l v a l o r de x en 

t é r m i n o s de x 1 o b t e n e m o s 

y - " 
+ e x 

d e m o s t r a n d o que una l í n e a r e c t a AB pe rmanece s i e n d o l í n e a r e c t a , 
y que su p e n d i e n t e c a m b r a . E s t a p e n d i e n t e d e c r e c e c u a n d o l a d 
f o r m a c i ó n e x e s p o s i t i v a y a u m e n t a c u a n d o es n e g a t i v a . S i q u i e n 
dose que l í n e a s p a r a l e l a s p e r m a n e c e n p a r a l e l a s . 

2 . 2 DEFORMACION LONG ITUD INAL A LO LARGO DE UNA L I N E A RECTA A RB_I_ 
T R A R I A PRODUCIDA POR DEFORMACION NORMAL PURA. 

P e r m i t i e n d o que l a l í n e a r e c t a A B , f i g . 1 .27, e s t é d e f i n ' d a por 
e l á n g u l o 0 m e d i d o d e s d e 1 ^ d i r e c c i ó n de la d e f o r m a c i ó n l o n q ' t u -
d i n a l e x a l a d i r e c c i ó n de AB y c o n s i d e r a n d o que e s t e á n g u l 
p o s i t i v o c u a n d o e s t é en c o n t r a de l a s m a n e c i l l a s d e l r e l o j ne-
g a t i v o c u a n d o e s t é a f a v o r . N o t a r e m o s que e l á n g u l o 0 es e s ri-
c i a l me n t e e l mismo que usamos en e l a n á l i s i s de e s f u e r z o s , p n t 
1 . 1 e n e l c a s o de e s f u e r z o 0 e s t o f o r m a d o desde o x a a ñ , y en e l 
c a s o de d e f o r m a c i ó n 0 e s e l á n g u l o e n t r e ex y e^ . 

T a m b i é n m u e s t r a l a n o t a c i ó n p a r a d e f i n i c i ó n de una l í n e a r ta -

a r b i t r a r i a A B . 



p ¡g . 2 .1 Los d ibu jos muestran deformación normal pura 
también muestra l a no tac ión para la d e f i n i — 
ción. de una l í nea rec ta a r b i t r a r i a AB. 

F i g . 2 .2 Dibujo para la determinac ión de la deforma- -
c ión l ong i tud ina l en una l í nea recta a r b i t r a -
r i a AB producida por deformación normal pura. 

R e f e r i d o a l a f í g . 2 . 2 , c o n s i d e r a n d o que l a l í n e a r e c t a AB se de 

f o r m e en l a l í n e a A ' 8 1 . Deseamos d e t e r m i n a r l a d e f o r m a c i ó n en 

l a d i r e c c i ó n en l a l í n e a r e c t a AB . 

De l a f i g . 2 . 2 , d <5 , e s l a d i f e r e n c i a e n t r e e l a l a r g a m i e n t o de - -

l o s p u n t o s B y A , e s o b v i o d e b i d o a l a d i f e r e n c i a BC en l a i g ' 

tud x b y x a , e s d a d o po r 

dó = B C e x . 2 . 1 



Donde d r , e l c a m b i o en l a l o n g i t u d de r - AB , y es 

dr = d5cos8 
= B C e x c o s Q : 

y a s í l a d e f o r m a c i ó n eg l a c u a l se d e f i n e por 

dr 
e 8 a — » 

B C e x c o s 8 

( B C / c o s e ) 

2 
( 2 . 2 ) 

Es c l a r o que en t é r m i n o s d e l á n g u l o c o m p l e m e n t a r i o 9 j 
2 

e 6 « e x s e n 9,, 

donde como en l a f i g . 1.27 

8 + 81 = 90 ° 

Si con s i d er amos e l p r i n c i p i o de s u p e r p o s i c i ó n cuando un c u e r p o -
se s u j e t a a l a a c c i ó n s i m u l t á n e a de dos deformaciones pe rpend i cu^ 
l a r e s e n t r e s i e x y e y , e n t o n c e s 

2 2 / c 8 = e x c o s G + £ySen 8 ( 2 . 3 a ) 

= G * + 6 y + < C * ¡ £ V ) C O S 28 . . ( 2 . 3 b ) 

2.3 DEFORMACION LONGITUDINAL PRODUCIDA POR UNA DEFORMACION DE -
CORTE PURO. 

La f i g . 2 . 3 ( a ) m u e s t r a un e l emento s u j e t o a una d e f o r m a c i ó n de -
c o r t e p u r o Y X y • La d i a g o n a l que pasa a t r a v é s d e l á n g u l o agudo 
B' y D s e r á d e f i n i d a como l a d i a g o n a l de d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e . 
Cuando e s t a d i a g o n a l pasa a t r a v é s de l p r i m e r c u a d r a n t e de un 



s i s t ema c o o r d e n a d o e l c u a l es p a r a l e l o a l o s l a d o s d e l e l e m e n t o 

y su o r i g e n e s t a en su c e n t r o l a d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e s e d i r á --

que es pos i t i v a . 

F i g . 2 . 3 Los d ibujos muestran la determinación de defor-
maciones longi tud ina l y co r t an te producidas por 
una deformación de co r t e puro. 

R e c o r d a n d o q u e y X y e s u n á n g u l o pequeño t enemos 

B B 1 = AA1 = AOtanY . 

rxy 

xy 

= ADY. 

dr = B B 1 e o s 9 

= ADY X yCos 9. 

dr • A D y x v c o $ e 
A S 1 £ 9 - T - l A D / l e n e ) 

^ s e n 2 6 . ( 2 . A ) 

O b s e r v a r e m o s q u e una d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e p o s i t i v a Yxy s e c o n ~ _ 

v i e r t e en una d e f o r m a c i ó n p o s i t i v a eg s i 0 es menor de 90® y en 
una d e f o r m a c i ó n n e g a t i v a c u a n d o es mayor de 9 0 ° . De d o n d e , 
s i un e l e m e n t o e s t á s u j e t o a l a a c c i ó n c o m b i n a d a de £x'> e y Y Yxy> 
la d e f o r m a c i ó n l o n g i t u d i n a l r e s u l t a n t e e g , c o n s i d e r a n d o e l p r i n -
c i p i o de s u p e r p o s i c i ó n , es dado po r 



2 2 Y x v 
e 8 ® e x c o s ® + £ v s e n 6 + —s-^sente ( 2 . 5 a ) 

e x + e y e x - e y y x y « J + 2 < c o s 2 8 + — * i s e n 2 6 . ( 2 . 5 b ) 

O i f e r e n c ì a n d o e i g u a l a n d o a c e r o ob t enemos 

t a n 2 V q ( 2 . 6 ) 

R e p r e s e n t a n d o l a máxima y mín ima d e f o r m a c i ó n , d e f o r m a c i o n e s p r i i i 
c i p a l e s , p o r e p y e q , r e s p e c t i v a m e n t e , o b t e n e m o s de l a s e c u a c i o-
nes 2 . 5 6 2 . 6 

1 S ^ n ( 2 . 7 ) 
t e p = 2 e x + £y + \IT \ 2 2 e* - e v ) + 

• fl « 1 
'<1 2 ex 

x T Yxy 

r ~ — r 
+ ey - W e x - £y ) + Yxy 1. ( 2 . 8 ) 

Para e l c a s o p a r t i c u l a r cuando y X y = 0 s e s i g u e que 

ex - £p» e y = e q y 6 p , q * 0 . 

2.4 DEFORMACION CORTANTE PRODUCIDA POR UNA DEFORMACION NORMAL -
PURA Y UNA DEFORMACION CORTANTE PURA. 

C o n s i d e r a n d o e l á n g u l o r e c t o D E F , f i g . 2 . 4 ( a ) , d e s e a m o s d e t e r m i -
nar e l c a m b i o en é s t e á n g u l o , e s t o e s , l a d e f o r m a c t ó n c o r t a n t e -
f g , p r o d u c i d o por e x t e n s i ó n l i n e a l pu ra e x . De l a e c u a c i ó n 
( 2 . 1 ) 

H F 1 = dS = K F e x . 

Mota remos que p a r a e x p o s i t i v o d 8 es n e g a t i v o y d6i e s p o s i t i v o 

en . E n t o n c e s 



r d 6 =~KFe s e n f i , X 

de « 
-KF e x S 3 n 8 - K F e x s e n 

K F / c o s e 

- e x s e n 2 9 

p o r a n a l o g í a , r e c o r d a n d o que d9j e s p o s i t i v o , 

d q . - - £ X s e n 2 6 i 
' l = 

e x s e n 28 
2 

Por d e f i n i c i ó n 
Ye = d0 i - de 

En t o n c e s - e x s e n 2 8 

F i g , 2.4 Dibujo para la de te rminac ión de la deformación 
c o r t a n t e producida por una deformación normal 
pura. 



S i g u i é n d o s e q u e e l á n g u l o r e c t o DEF y E F G , f i g . 2 . 4 ( a ) , son r e s 

p e c t i v a m e n t e i n c remen t a d o s y d e c r e m e n t a d o s por e l mismo á n g u l o 

Yq. En g e n e r a l c u a l q u i e r á n g u l o r e c t o s i es d e c r e m e n t a d o o i n 

c r e m e n t a d o d e p e n d e de que s i una l í n e a d i b u j a d a a t r a v é s d e su 

v é r t i c e e n l a d i r e c c i ó n de l a d e f o r m a c i ó n n o r m a l e x c o r t a o no 

ese á n g u l o , f i g . 2 . 4 ( b ) . 

La d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e p r o d u c i d a p o r l a a c c i ó n s i m u l t á n e a de e 

y e y es 

de donde una £y p o s i t i v a p r o d u c e una d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e en E 

de un s i g n o o p u e s t o a l d e e x . 

En t é r m i n o s de d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s e D y e 0 , 

y a s i l a d e f o r m a c i ó n máxima c o r t a n t e (Ymax^ e s t á d a d a p o r 

y o c u r r e en un e l e m e n t o en que l a s c a r a s e s t á n i n c l í n a d a s en 45 

de l a d i r e c c i ó n de l a s d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s . 

De una m a n e r a s i m i l a r p u e d e s e r d emos t ra do que l a d e f o r m a c i ó n -

c o r t a n t e ' Y 0 p r o d u c i d a p o r y X y » f î 9 * 2 . 3 ( b ) e s t a dada p o r 

Y e - ( e x - e y ) s . e n 2 9 , ( 2 . 1 0 a ) 

Ye = ( e p - £ q ) s e n 2 0 , ( 2 . 1 0 b ) 

( 2 . 1 1 ) 

Y0 = - Y X y c o s 2 e - ( 2 . 1 2 ) 

Donde Ye d e b i d a a l a a c c i ó n c o m b i n a d a de e x , y Yxy e s 

t e = ( £ x " e y ) s e n 2 6 - Y x y c o s 2 6 ' ( 2 . 1 3 ) 



R e s o l v i e n d o l a e c u a c i ó n ( 2 , 6 ) p a r a s e n 2 8 y e o s 8 y s u s t i t u y e n d o -

l o s v a l o r e s a s í o b t e n i d o s en l a e c u a c i ó n ( 2 . 1 3 ) , o b t e n d r e m o s q u e 

l a d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e Yg s e a n u l a . E s t o e s que to¿ p¿ano4> --
p4.¿nc¿pa¿£¿ de de{¡0A.maC'Cén peA.mane.ctn peKpend-icutateó ano del -
OtKO. 

2 . 5 C Í R C U L O DE MOHR PARA D E F O R M A C I O N . 

L a s e c u a c i o n e s ( 2 . 3 b ) y ( 2 . 1 0 a ) p u e d e n e s c r i b i r s e como 

e Q « £ P * £ q +
 £ P ¡ e ^ c o s 2 6 y ( 2 . 3 c ) 

Yq ' í e p ' e q ) s e n 2 6 , ( 2 . 1 0 b ) 

d o n d e €p y £q r e p r e s e n t a n l a s d e f o r m a c i o n e s n o r m a l e s en un e l e -

m e n t o l i b r e de d e f o r m a c i o n e s c o r t a n t e s . I n t e r p r e t a d a s geométr_ i_ 

c a m e n t e l a s e c u a c i o n e s a n t e r i o r e s d e f i n e n un c í r c u l o , f i g . 2 . 5 , 

a n á l o g o a l c í r c u l o de Mohr de e s f u e r z o s , e l c u a l f u e d i s c u t i d o -

e n e l p u n t o 1 . 5 . La ú n i c a d i f e r e n c i a e n t r e e l c í r c u l o p a r a e s -

f u e r z o s y e l de d e f o r m a c i o n e s e s que e n e l c a s o de e s f u e r z o l a -

r e p r e s e n t a c i ó n o r d i n a r i a , e l e s f u e r z o c o r t a n t e s e c o l o c a c o m p l e -

t o y en e l c a s o de d e f o r m a c i ó n s e r e p r e s e n t a s o l a m e n t e Y X y / 2 , 

e s t o e s l a m i t a d de l a d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e . 

2 . 6 R E L A C I O N E S 0E DEFORMACION A P A R T I R DEL C I R C U L O . 

T o d a s l a s r e l a c i o n e s e n t r e d e f o r m a c i o n e s en un p u n t o d e t e r m i n a -

d a s en l a s s e c c i o n e s p r e c e d e n t e s a n a l í t i c a m e n t e r e s u l t a n t a m b i é n 

de l a i n s p e c c i ó n d e l c í r c u l o d e d e f o r m a c i ó n en l a f i g . 2 . 5 . 



E x i s t e s o l a m e n t e una d i s p o s i c i ó n de p l a n o s p e r p e n d i c u -

l a r e s l o s c u a l e s e s t á n l i b r e s de d e f o r m a c i o n e s c o r t a n -

t e s . E s t o s p l a n o r s e r á n l l a m a d o s p l a n o s p r i n c i p a l e s 

de d e f o r m a c i ó n . L a s d e f o r m a c i o n e s ñor ma l e s que a c - -

t ú a n s o b r e e s t o s p l a n o s s e r á n r e p r e s e n t a d o s p o r e p y 

2 . - L a s d e f o r m a c i o n e s n o r m a l e s e p y £q s o b r e l o s p l a n o s - -

p r i n c i p a l e s son r e s p e c t i v a m e n t e l a mayor y menor de --

t o d a s l a s d e f o r m a c i o n e s en e l p u n t o . 

1 2 ' 

/ n ? 
s t l M 

D 

B' 
0 c D' J ' é. 0 D' J ' é. 0 ' é. 

F i g . 2 .5 El d ibujo muestra e l c í r c u l o de Mohr para defor 
mación. 

3 . " L a s d e f o r cr iac iones c o r t a n t e s en á n g u l o s a d y a c e n t e s son 

n u m é r i c a m e n t e i g u a l e s p e r o de s i g n o s o p u e s t o s ; e s t o es, 

un e l e m e n t o r e c t a n g u l a r se d e f o r m a en un r o m b o i d e . 

4 . - La s urna de d e f o r m a c i o n e s n o r m a l e s en p l a n o s p e r p e n d i c u 

l a r e s , como l a suma de e s f u e r z o s e s una c o n s t a n t e e s t o 

e s 
e p + e q = e x + e y . ( 2 . 1 4 ) 



}S 

De dos d e f o r m a c i o n e s CQ y e Q , una de l a s c u a l e s f o r m a 

e l menor á n g u l o con la d i r e c c i ó n de £p e s l a mayor de 

1 a s d o s . 

La máxima d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e fo rma á n g u l o s de ±45° 

c o n l a d i r e c c i ó n de e p . 

L a s d e f o r m a c i o n e s n o r m a l e s en l o s p l a n o s de máxima de 
f o r m a c i ó n c o r t a n t e son ¡ g u a l e s a 1a semí-suma de l a s 
d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s 

ep + eq 

L a s d e f o r m a c i o n e s en p l a n o s c o n j u g a d o s son ¡ g u a l e s . 

Cuando ep = € q . e l r a d i o d e l c í r c u l o e s c e r o , ) o c u a l 
s i g n i f i c a que l a deformación c o r t a n t e es c e r o . 

Cuando 6p = £q e l r a d i o d e l c í r c u l o e s i g u a l a l a de-
f o r m a c i ó n p r i n c i p a l , y la máxima d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e 
i g u a l a l d i á m e t r o 



C A P I T U L O 3 

RELAC ION ESFUERZO-DEFORMAC ION 



CAP ITULO 3 ^ L A U O N E S F U E R 2 0 — DEFORMACION 

3 .1 LEY DE HOOK.E, MODULO DE c L A S T I C I D A D . 

Todos l o s c u e r p o s e s f o r z a d o s se d e f o r m a n . La r e l a c i ó n e n t r e e £ 
f u e r z o s y d e f o r m a c i o n e s se b a s a en a l g u n o s e n s a y o s b á s i c o s , t a -
l e s como t e n s i ó n p u r a , c o m p r e s i ó n p u r a y t o r s i ó n p u r a . Una c u r 
va t f p i c a e s f u e r z o - d e f o r m a c i ó n p a r a b a q u e l i t a s e m u e s t r a en l a 
f í g . 3-1- La m a y o r í a de l a s c u r v a s e s f u e r z o - d e f o r m a c i ó n son --
r e c t a s p a r a un c o n s i d e r a b l e r a n g o de e s f u e r z o . En e s t e r a n g o 

leooo 

i*ooo 

>2000 
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j^xur* pul/ PUL 

F i g . 3 .1 Curva esfuerzo-deformación para baque l i ta -
Br-61-893 obtenida de un modelo a tens ión. 

e l e s f u e r z o es p r o p o r c i o n a l a l a d e f o r ¡nación, é s t o e s , 

"í****? = u„a contante.. 

E s t a l e y de p r o p o r c i o n a l i d a d e n t r e e s f u e r z o y d e f o r m a c i ó n es co-
n o c i d a como l e y de H o o k e . En t é r m i n o s de n u e s t r a n o t a c i ó n de -
e s f u e r z o y d e f o r m a c i ó n p a r a e l c a s o de e s f u e r z o pu ro s e r á 

— = E . ( 3 . 1 a ) e 



^ - G . ( 3 - 1 b ) 

para t e n s i ó n y c o r t a n t e r e s p e c t i v a m e n t e , en l a c u a l E e s c o n o c j _ 
da como e l m ó d u l o de e l a s t i c i d a d en t e n s i ó n o m ó d u l o de Y o u n g , y 
6 e s c o n o c i d a como e l m ó d u l o de e l a s t i c i d a d en c o r t e o m ó d u l o de 
r í g i d e z . 

3 . 2 D I R E C C I O N DE E S F U E R Z O S Y DEFORMACIONES P R I N C I P A L E S . 

C o n s i d e r a n d o un e l e m e n t o e n l a f o r m a de un p a r a l e l e p í p e d o r e c t a n 
g u i a r . De j a n d o que dos. c a r a s o p u e s t a s e s t e n s u j e t a s a un e s - -
f u e r z o n o r m a l p u r o crx , e l e j e X s e r a toma do p a r a l e l o a l a d i r e c -
c i ó n de l o s e s f u e r z o s . L o s e x p e r i m e n t o s d e m u e s t r a n que l o s á n -
g u l o s r e c t o s e x t e r n o s d e l e l e m e n t o p a r a l e l e p í p e d o no s u f r e n d i s -
t o r s i ó n , é s t o e s , piano* l¿bfie.¿ d e coh£ante¿> tótan tam 
bt(Ln LLbfiCA de de^QKmac-ión cogitante.. E n t o n c e s l o s p l a n o s l i -
b r e s de e s f u e r z o s c o r t a n t e s e s t á n s u j e t o s a l o s e s f u e r z o s p r i n c j ^ 
p a l e s y l o s p l a n o s l i b r e s de d e f o r m a c i ó n c o r t a n t e e s t á n s u j e t o s 
a d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s y l a s dos d í s p o s i c i o n e s d e p l a n o s , -
se d e m u e s t r a e x p e r i m e n t a l m e n t e q u e c o i n c i d e n , s i g u í e n d o s e q u e - -
taò dVceccÁotizÁ de mdx¿mo¿ y m¿n¿mo¿ e¿iuexzo¿t ptU.nc¿pale¿ coin-
ciden *e¿pcativamente con lab dtlecctonei de ¿06 máxlmai y m¿n¿-
ma4 de{o*mac¿one4 principale*. De e s t o o b t e n e m o s q u e lo¿ pla-~ 

de. m&xtmc e¿¿ue4zo contante. coinciden con lo¿ planos do. tnáxl 
ma deiOJufi(Lc¿6n contante, e¿>to e¿>, que la diagonal contante de e-ó 
¿lienzo e¿ panatela a la diagonal cottante de de^onmaclón. 

3 . 3 . RAZON DE P01S00M Y LA E X P R E S I O N GENERAL PARA DEFORMACIONES 

E x p e r i m e n t a l m e n t e se d e m u e s t r a que una d e f o r m a c i ó n l o n g i t u d i n a l 



kl 

en una d i r e c c i ó n e s a compañada por una d e f o r m a c i ó n s i m i 1 a r de - -

s i gno o p u e s t o en una d i r e c c i ó n l a t e r a l . Un a u m e n t o en l a d i r e c 

c i ó n X p r o d u c e una c o n t r a c c i ó n en l a s d i r e c c i o n e s Y y Z . A s i , 

c o r r e s p o n d i e n d o a una d e f o r m a c i ó n e x l a s óeformaciones €y y e z 

es t an d a d a s p o r 

La c o n s t a n t e v e s l l a m a d a r a z ó n de P o í s s o n . 

De e s t o s e d e f i n e que 4-t un ZT<IME.nto e.¿tá ¿ujeto a e-i^ue*zo¿> COK 

tanteó e¿to& no producen camb¿o¿ en la* long¿tude¿ de. Za¿> ca.fia¿> 
del elemento. También, el módulo de. elabttctdad en tención e¿ 
el mt^mo pafia compAe4¿ón, y finalmente la de.¿o4.mac¿ón en una di-
lección producida poA. la acción simultánea de. un ii¿tema de e-ó--
¿ue-*zo¿ e-i igual a la ¿ama de. la& de {o Cimacio neh pKoducida* pon -
cada uno de lo¿ eb¿ueizo* actuando be.pafiadcLme.nte., e.6to e¿>, la de 
¿onmación /¡.exultante, o b e d e c e la ley de ¿upetipotición. 

E n t o n c e s , s i un e l e m e n t o e s t á s u j e t o a un s i s t ema t r i d i m e n s i o n a l 
g e n e r a l de Oy y c z como t a m b i é n e s f u e r z o s c o r t a n t e s , l a s com-
p o n e n t e s de l a s d e f o r m a c i o n e s l o n g i t u d i n a l e s en l a d i r e c c i ó n X -
no son a f e c t a d a s p o r l o s c o r t a n t e s y son r e s p e c t i v a m e n t e i g u a l a 

ox 
e i - ' 

Oy 
e 2 = -v~r> 

Oz 
- -v-g-' 

y l a d e f o r m a c i ó n r e s u l t a n t e e x e s P o r e í p r i n c i p i o de s u p e r p o s i -

c I o n dada p o r 



J»3 

v 8v » T - - r C ^ v + « O ' ( « ) •x - t E ^ a y 

® V V S i m i J a rmen t e Sy « - -g-1 a x + a 2 ) , ( b ) ( 3 . 2 ) 

a 
e2 = ~f " + V • ( c> 

Para e l c a s o d e un s i s t e m a de e s f u e r z o s en dos d i m e n s i o n e s p o n -

dremos o x = 0 y o b t e n e m o s 

a ̂  
e x = -f- -* Ï V ( a ) 

a, 
e Y - T ? " h z > í b ) <3-3) 

e z « - ~ ( a x + <JV) . ( c ) 

En t é r m i n o s de e s f u e r z o s y d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s l a s e c u a c ¡ o 

ne s a n t e r i o r e s s e r á n 

e p = £ ( p - v q ) , ( a ) 

Cq « i ( q - v p ) , ( b ) ( 3 . 4 ) 

e r = e z • ^ ( p + q ) . ( c ) 

R e s o l v i e n d o l a s e c u a c i o n e s ( 3 - 3 a ) y ( 3 . 3 b ) o b t e n e m o s 

1 - ( a ) 
( 3 - 5 ) 

ffy = e<«y » ( b ) 
V 1 - v 2 

s i m i l a r m e n t e r e s o l v i e n d o l a s e c u a c i o n e s ( 3 . 4 a ) y ( 3 . 4 b ) o b t e n e -



mos 

= E ( £ P + 
I - V 2 

- E ( £ q + 

1 - u 2 

( a ) 

( b ) 

( 3 . 6 ) 

3 . 4 R E L A C I O N ENTRE MODULOS DE E L A S T I C I D A D EN T E N S I O N Y EN CORTE 

C o n s i d e r a n d o un e l e m e n t o r e c t a n g u l a r d e l m a t e f r i a l s u j e t o a un -
s i s t e m a s i m p l e de c o r t e - p u r o , f i g . 3 • 2 ( a ) . E s f á c i l o b s e r v a r -
por i n s p e c c i ó n que l o s p l a n o s que f o r m a n á n g u l o s de ^ 5 ° con l o s 
p l a n o s en l o s que a c t ú a n l o s e s f u e r z o s c o r t a n t e s s o n p l a n o s p r i j i 
c i p a l e s , y que e s t o s son un e s f u e r z o de t e n s i ó n , e l e s f u e r z o p , 
en l a d i r e c c i ó n de l a d i a g o n a l c o r t a n t e y un e s f u e r z o de c o m p r e -
s i ó n , e l e s f u e r z o q , p e r p e n d i c u l a r a l a d i a g o n a l c o r t a n t e . L o s 
v a l o r e s n u m é r i c o s de é s t o s e s f u e r z o s son i g u a l e s y e s t á n dados -
por l a e x p r e s i ón 

° e * t X y s e n 2 6 . ( 1 . 5 ) 

De l a c u a l p = -q = T X y 

L a s d e f o r m a c i o n e s de l a s d i a g o n a l e s d e l e l e m e n t o r e c t a n g u l a r son 
como s e m u e s t r a n en l a f t g . 3 . 2 ( b ) . E s t a s d e f o rmac i o n e s pueden 
s e r e x p r e s a d a s en t é r m i n o s de l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s p y q . 

R e p r e s e n t a n d o l a l o n g i t u d de l a d i a g o n a l AC s i n d e f o rmac i ón por 
2c o b t e n e m o s p a r a OA l a l o n g i t u d m e d í a de l a d i a g o n a l d e f o r m a d a 

OA = c + c f - C p + I * X ( i + V ) ' 

y s i m i 1 a r m e n t e 
0 D1 = c + c|- - c ^ = c £ + i i p ( l + u ) 
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F i g . 3 .2 Re l a c i ón e n t r e módulo de e l a s t i c i d a d y módulo 
de r i g i d e z . 

P e r o de l a f i g . 3 . 2 ( b ) 

t a n O A D ' = t a n ^ 45 ° -

c [ l - + v j J 
0 0 ' 
OA 

+ I * X ( ! + ^ 
( 3 . 7 ) 

Adema s , po r t r i g o n o m é t r i a o b t e n e m o s 

, v v t a n 4 5 ° - t a n 
4 5 ° - 1 5 1 ) 

V 2 / 1+ t a n 4 5 ° t a n 
t a n 

C o n s i d e r a n d o q u e d e n t r o d e l l í m i t e de e l a s t i c i d a d Yxy e s u n áng i J 

l o muy -pequeño t a ? que 

t a n 
Yxy, Y x x . 

Con e s t a s í m p l i f i c a c i ó n 

1 - 1 * 1 ' 2 
1 + 

Y 



y l a e c u a c i ó n 3 - 7 e s 

, . y*i , _ I p f l + v ) 

! + 1*1 1 + ^ (1 + „) 

La s o l u c i ó n e s t a dada po r 

Don d e 
T x y = VxyG» 

l a e c u a c i ó n ( 3 . 8 ) v i e n e s i e n d o por s u s t í t u c i ó on 

I f l - + v ) . 

De l a c u a l 

En t é r m i n o s de d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s 

T m a x . - ( e P ' £ q ) G 

( £ p ~ e q > E 

2 ( 1 + v) 

Z P = ^ (1 + u ) . ( 3 . 8 ) 

G " 2 ( 1 + v ) ' Í 3 . 9 ) 

( 3 . 1 0 ) 

3 . 5 LA ROSETA DE DEFORMACION. 

Un m é t o d o e x p e r i m e n t a l de a n á l i s i s de e s f u e r z o s , e l c u a l es a m -

p l i a m e n t e u s a d o en l a p r á c t i c a , s e b a s a en la med ida de d e f o r m a -

c i o n e s en un p u n t o . La e c u a c i ó n f u n d a m e n t a l en é s t e método es 



cQ = e x c o s 2 S + Ey s e n 2 0 + Y x y s e n 9 c o s 6 . ( 2 . 5 a ) 

La i n s p e c c i ó n de e s t a e c u a c i ó n d e m u e s t r a que en forma p a r a d e t e r 
m i n a r e x , ey y Y x y » es n e c e s a r i o y s u f i c i e n t e d e t e r m i n a r t r e s de 
f o r m a c i o n e s l o n g i t u d i n a l e s eg de t r e s d i r e c c i o n e s a r b i t r a r i a s 0j , 

9 3 > f i g . 2 . 3 . A s i en l a f i g . 3-2 OX y OY son e j e s a r b i t r a 
r i o s a t r a v é s de 0 en e l c u a l deseamos d e t e r m i n a r e x , e y y y x y • 
Supond remos p a r a s i m p l i f ¡ c a r que usa remos un c a l i b r a d o r de d e f o r 
m a c i ó n de una l o n g i t u d de c a l i b r a c i ó n L . Con 0 como c e n t r o en-
t o n c e s d i b u j a r e m o s un c í r c u l o de r a d i o L/2 y d i b u j a n d o 3 l í n e a s 
a r b i t r a r i a s G j , G 2 y G3 a t r a v é s de 0 l o s c u a l e s f o rman á n g u l o s 
con r e s p e c t o a X r e s p e c t i v a m e n t e i g u a l e s 0 ! , 8 2 y 83. Las de--
f o r m a c i o n e s c o r r e s p o n d i e n t e s l a s r e p r e s e n t a r e m o s por e j , e 2 y £3. 
E n t o n c e s o b t e n d r e m o s l a s s i g u i e n t e s t r e s e c u a c i o n e s : 

2 2 
e l = e x c o s 01 + E y s e n 6j + Y X y sen 9j eos 81 , ( a ) 

2 2 
e2 * G x c o s 82 + E y s e n e 2 + y X y s e n 0 2 e o s 0 2 , ( b ) ( 3 . 1 1 

2 2 
e 3 = e x c o s 8 3 + Cy sen 8 3 + Y x y s e n e 3 e o s 63 . ( c ) 

x 

F i g . 3.3 El d ibujo muestra una roseta de deformación -
con longitudes de c a l i b r a c i ón de direcciones 
a r b ¡ t r a r i a s. 



F ig . 3.4 El d ibujo muestra una roseta rec tangular de -
deformación. 

^a s o l u c i ó n por s i m u l t á n e a s de l a s e c u a c i o n e s a n t e r i o r e s dan e x , 
e y Y Yxy e n t é r m i n o s de l o s á n g u l o s a r b i t r a r i o s 91 , 02 y 63 y de 
l a media de l a s d e f o r m a c i o n e s e 1 , y £3 . E l método a n t e r i o r * 
p a r a l a d e t e r m i n a c i ó n de l a s c o m p o n e n t e s de d e f o r m a c i ó n l o n g i t u -
d i n a l y c o r t a n t e es c o n o c i d o como e l meto do de l a r o s e t a de de - -
f o r m a c i ón . 

3 . 6 ROSETA OE DEFORMACION RECTANGULAR. 

La s o l u c i ó n de l a s e c u a c i o n e s ( 3 . 1 1 ) se s i m p l i f i c a c o n s i d e r a b l e -
mente s i l o s t r e s c a l i b r a d o r e s c o n t e n i d o s en G j , G2 y G 3 son e s -
p a c i a d o s 4 5 ° y Gi e s tomado como e j e X , f i g . 3-4 . D i c h a r o s e t a 
s e r á r e f e r i d a como una r o s e t a r e c t a n g u l a r . Los t r e s á n g u l o s son 

e¡ = o ° , 9 2 = 4 5 ° , e 3 = 3 0 ° . 

S u s t i t u y e n d o l o s r e s p e c t i v o s s e n o s y c o s e n o s de l o s t r e s á n g u l o s 
en l a s ecuaciones ( 3 . 1 1 ) y r e s o l v i e n d o o b t e n e m o s 

e x = £ l ( a ) 
Ey ~ E 3 > ( b ) (3 • 1 2 

Y x y • 2 c 2 - ( e j - £ 3 ) . ( c ) 



S u b s t i t u y e n d o en l a s e c u a c i o n e s a n t e r i o r e s e x , ey y Yxy e n ' a s 

e c u a c i o n e s ( 2 . 7 y ( 2 . 8 ) o b t e n e m o s l a s d e f o r m a c î o n e s p r i n c i p a l e s 
e p Y e q V s u s d i r e c c i o n e s . 

As i >2 2 
- e y ) + Yxy ( 2 . 7 ) 

= + ^ + ~ £ 3 ) 2 ( a ) 

( 3 . 1 3 ) 
= A + B ; ( b ) 

y s i m ¡ ) a r m e n t e 

- - ( £ 2 - e 3 ) 2 ( a ) 

(3- 14) 

A - B . ( b ) 

L a s d i r e c c i o n e s de l a s d e f o r m a c i o n e s p r i n c i p a l e s ep y e g e s t á n 
d a d a s por 

y. 
t a n28 xy 

P ' 1 e e x - y 

2 e 2 " ( £ i + e
3 ) 

( 2 . 6 ) 

( 3 . 1 5 ) 

F i g . 3-5 Construcc ión del c í r c u l o de Mohr para una rose 
ta de deformación rectangular , -



_a d i r e c c i ó n e s p e c í f i c a de 9 p p u e d e s e r f á c i l m e n t e d e t e r m i n a d a -

por i n s p e c c i ó n , d o n d e £p d e b e f o r m a r un á n g u l o menor de 4 5 ° con 

la d e f o r m a c i ó n m a y o r a 1 g e b r a i c a m e n t e E ] o E s t a m b i é n una -

m a n e r a s i m p l e p a r a c o n s t r u i r e l c í r c u l o de d e f o r m a c i ó n b a s a n d o s e 

en l a s m e d i d a s de e ¡ , z^ Y E 3. E s t a c o n s t r u c c i ó n s e m u e s t r a e n 

' a r i g . 3 - 5 . 

3 . 7 I S O C L I N I CAS Y T R A Y E C T O R I A S DE E S F U E R Z O . 

Ï 6 o cZ- ín l c cLÁ . Como se d e m o s t r ó en e l p u n t o 1 . 8 e x i s t e n e n c a d a 

p u n t o de un s i s t e m a de e s f u e r z o s de dos d i m e n s i o n e s dos e s f u e i 

z o s p r i n c i p a l e s p y q l a s d i r e c c i o n e s de l o s c u a l e s e s t á n d e f ' n î 

d o s p o r l a e x p r e s i ó n 

t a n 2 6 _ n = 2 T * Y . ( l . 1 3 ) 

De l a s o l u c i ó n de l a e c u a c i ó n ( 1 . 1 3 ) o b t e n e m o s dos r a i c e s 9 p y -

9g s e p a r a d a s 9 0 ° , l a s c u a l e s d 

f u e r z o s p y q r e s p e c t i v a m e n t e . 

q s e p a r a d a s 9 0 ° , l a s c u a l e s d e f i n e n l a s d i r e c c i o n e s de l o s e s - -

A l o l a r g o de una c u r v a a r b i t r a r i a S a t r a v é s de un c u n t o d a d o P, 

f i g . 3 - 6 , l o s v a l o r e s de 9 ̂  y 6q en g e n e r a l c a m b i a n de un p u n t o 

a o t r o . S i n e m b a r g o , e x i s t e s i e m p r e una c u r v a S ¡ a t r a v é s d e l 

p u n t o d a d o P a l o l a r g o de l a c u a l 0 p y p e r m a n e c e n c o n s t a n t e s , 

t a l que 

" p = " q _ 0 3 s 1 a s ¡ 

E s t a c u r v a e s c o n o c i d a como una -c-ó o c £ ¿ n ¿ c a , y e l á n g u l o p o s ' t ' v o 

más p e q u e ñ o p o q e l c u a l d e f i n e l a s d i r e c c i o n e s de l o s e s f u e__ 

z o s p r i n c i p a l e s e s l l a m a d o sci pa.ti5.me tío. En o t r a s p a l a b r a s una. 



¿iotliniao. l& tocotización de Zo¿> pu.ntob a lo lafiQo de la --
cual lo4 pA.incipa.le¿ tienen difieccioneó pafiatela¿, 
como s e m u e s t r a en l a f i g . 3 . 6 . E l p a r á m e t r o e s m e d i d o d e s d e 

el s e m i e j e p o s i t i v o d e l e j e X con d i r e c c i ó n c o n t r a r i a a l a s mane 

c i l l a s d e l r e l o j a l e s f u e r z o p r i n c i p a l más c e r c a n o , f i g . 3 - 6 . 

, M -i 

F i g . 3.6 Eiemplo de una I soc l tnTca V una t r a y e c t o r i a 
ae es fue rzo . 

E l p a r á m e t r o a s í n u n c a e s n e g a t i v o n i mayo r de 9 0 ® . E l v a l o r -

d e l p a r á m e t r o g e n e r a l m e n t e se e s c r i b e en l a i s o e l ¡ n i c a . 

Como l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s son s i e m p r e p e r p e n d i c u l a r e s una -
i s o c l i n í c a de p a r á m e t r o t a m b i é n i n d i c a l a s d i r e c c i o n e s de l o s 
e s f u e r z o s que f o r m a n á n g u l o s de ( 9^ + SO®) c o n e l s e m i e j e pos i t_[ 
vo de H. Además como en un p u n t o d a d o en g e n e r a l e x i s t e s o l a - -
mente IHI -paque t e d e f i n i d o de e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s , s o l a m e n t e 
una \ s o e l i n i c a puede p a s a r p o r e s e p u n t o d a d o , a menos de que 
ese punto en p a r t i c u l a r s e a un p u n t o i s o t r ó p í c o . L a s i s o c l i n i -
cas s e r á n t r a t a d a s más a d e l a n t e , donde s e d e m o s t r a r á que e s t a s 
i soc ? i n i c a s pueden d e t e r m i n a r s e f o t o e l a s t i camen t e . 

TfLa.ytQ.tOKi.CL de ¿ l i e n z o . L a s c u r v a s c u y a s t a n g e n t e s r e p r e s e n - -



tan l a s d i r e c c i o n e s de uno de J o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s en l o s -
puntos de t a n g e n c i a son c o n o c i d a s como tfiayQ-C.toA.la-i d i e<6 ¿ u e t z o 4 . 
p r i n c i p a l e s o ¿ i ohtat¿c.ah. Una de é s t a c u r v a s se m u e s t r a en l a 
f l g . 3 . 6 . 

Como l o s e s f u e r z o s p r i n c i p a l e s en c ada p u n t o son p e r p e n d i c u l a r e s 
e n t r e s i , l a s t r a y e c t o r i a s de e s f u e r z o f o r m a n un s i s t e m a de c u r -
vas o r t o g o n a l e s como se m u e s t r a en l a f i g . 3 - 7 . 

F i g . 3-7 Dibujo de i s o c l ¡ n i c a s y t r a y e c t o r i a s de esfuerzo 
por un cuadrante de un disco c i r c u l a r su je to a -
compresión d iamet ra l . 
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