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RESUMEN

ANALISIS DE ESTABILIDAD DE REDES NEURONALES

DINAMICAS

En este trabajo, en el capitulo 2 y 3 se plantea y se resuelve €] problema de la
estabilidad de redes neuronales dindmicas (sistemas dindmicos no lineales) desde dos
enfoques: a) en el capitulo 2 se analiza la estabilidad de sistemas no lineales desde el
punto de vista del analisis clasico de estabilidad de Lyapunov, de donde se obtienen
condiciones suficientes en la matriz de peso del sistema que garantizan estabilidad
asintotica global de la red neuronal. Esta investigacion fue presentada en el congreso
internacional del CINVESTAYV. b) en el capitulo 3 se analiza la estabilidad de la red
neuronal mediante el enfoque entrada estado estable (ISS, por sus siglas en inglés) aqui
también, se obtienen condiciones suficientes en la matriz de peso de la red neuronal que
garantizan estabilidad entrada estado estable, estas mismas condiciones, también
garantizan estabilidad asintética global desde el punto de vista del analisis clasico de
Lyapunov, por lo que este resultado generaliza el analisis de estabilidad desde el punto de
vista de Lyapunov, este resultado fue premiado con un segundo lugar en investigacion
tedrica en el congreso internacional Sian'kan 1997 celebrado en Quintana Roo, México.

En el capitulo 4, se plantea y resuelve el problema de la identificacién adaptativa
robusta de sistemas no lineales y seguimiento de trayectorias usando redes neuronales
dindmicas, en donde el sistema nominal es perturbado por un término adicional,
representando las incertidumbres de] sistema. Por medio del analisis de estabilidad desde
el punto de vista de Lyapunov nosotros determinamos condiciones estabilidad para el
error de identificacién. Luego analizamos la estabilidad del error de seguimiento de las
trayectorias para un sistema no lineal previamente identificado; la trayectoria es generada
por un modelo no lineal. Para ¢l andlisis de identificacion usamos una ecuacién
algebraica de Riccati y para el error de seguimiento una ecuacion diferencial de Riccati
usando adaptacion de parametros de la red neuronal. Esta investigacion fue presentada en

la conferencia americana de control (ACC 1997, por sus siglas en inglés).
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INTRODUCCION

El objetivo a largo plazo de la Ingenieria de Control Automatico es implementar
un sistema, que pueda operar independientemente de la intervencién humana en un
ambiente incierto; un sistema con esas capacidades se denomina auténomo. Una vez
implementado, solo requerira que se le especifiquen las metas deseadas, en lenguaje
natural, y €l determinara sus objetivos y los mecanismos para lograrlos por medio de una
interaccion continua con el ambiente. Este tipo de sistemas seran muy utiles cuando la
intervencién humana sea peligrosa, susceptible a fallas o sencillamente imposible. Sobra
decir que un sistema tal ain no ha sido desarrollado; asi mismo, las técnicas actuales de
analisis, disefio e implementacion de sistemas de control automdtico no son lo

suficientemente poderosas y flexibles para construir estos sistemas autonomos.

Los sistemas biol6gicos constituyen una posible referencia para el disefio de este
tipo de sistemas auténomos. Ellos pueden ser fuente de inspiracién para el desarrollo de
algoritmos de aprendizaje robustos y adaptables, requeridos por los sistemas auténomos.
Los sistemas biolégicos procesan informacion en una forma muy diferente a los sistemas
de control convencionales; no utilizan modelos matematicos y son muy exitosos para
enfrentar incertidumbres. Aprenden a realizar nuevas tareas y sea adaptan facilmente a
medio ambientes cambiantes. Si los principios fundamentales de computacién, que el
sistema nervioso utiliza, logran ser entendidos, entonces toda una nueva generacion de
métodos de control automatico podra ser desarrollada; esta nueva generacién tendra
capacidades mucho mejores que los sistemas de control actuales, y podran permitir la

implementacion de sistemas realmente auténomos.

Se dice que un sistema tiene la capacidad de aprender si éste adquiere
informacion, durante su operacion, sobre las caracteristicas desconocidas de la planta y su
medio ambiente, de tal forma que el desempefio global es mejorado de forma continua.
Por lo tanto, si se le agrega esta capacidad al sistema de control, entonces se pude

expandir el rango global de operacién y finalmente obtener un sistema autdnomo.



Una clase de modelos, derivados de los sistemas bioldgicos, que tienen la
capacidad para implementar el aprendizaje requerido por los sistemas auténomos, son las
redes neuronales artificiales. Aunque el sistema nervioso es muy complejo de analizar, se
han desarrollado modelos simplificados que estin siendo aplicados en una gran variedad

de problemas de ingenieria; en particular en ingenieria de control automdtico.

Aunque se han reportado muchas aplicaciones de Control Neuronal, como
sistemas de control automatico basados en redes neuronales artificiales, el anélisis de sus
propiedades esta bastante menos desarrollado. Usualmente en control neuronal se utilizan
redes neuronales estaticas; esto es, tedes que realizan una transformacién nolineal
entrada-salida independiente del tiempo. La utilizacion de redes neuronales dinamicas,
representadas por ecuaciones diferenciales nolineales, en control neuronal apenas
empieza y ofrece un gran potencial de desarrollo. El analisis de control neuronal, basado

en redes neuronales dindmicas, estd también en sus etapas iniciales.

Con base en lo anteriormente expuesto, los objetivos del trabajo de investigacion,

presentados en esta tesis, son:

e Analizar la estabilidad de redes neuronales dinamicas.

o Analizar la robustez y la convergencia del error de un esquema, basado en redes

neuronales dindmicas, para seguimiento de trayectoria de sistemas nolineales.



CAPITULO 1

CONCEPTOS ESENCIALES

1.1-;Qué es una red Neuronal?

El esfuerzo por entender el cerebro humano se debe en gran medida a los trabajos
pioneros de Ramén y Cajdl [1], quien introdujo la idea de la neurona como elemento
basico del cerebro. Tipicamente, las neuronas son de cinco a seis ordenes de magnitudes
mas lentas que las compuertas logicas (‘chips’); los eventos en un ‘chip’ toman del orden
de los nanosegundos ((107°) s, mientras que los eventos en las neuronas toman del orden

de los milisegundos (107)s.

El cerebro compensa la relativa lentitud de operacion por un sorprendente ntimero
de neuronas (cé€lulas nerviosas) interconectadas masivamente entre ellas; se estima que
deben existir del orden de 10 billones de neuronas en la corteza cerebral humana, y 60
trillones de sinapsis o interconexidn entre ellas [2]. El resultado neto es que el cerebro es

una enorme estructura eficiente. Especificamente, la eficiencia energética en el cerebro es
de aproximadamente (107'°)joules(J) por operacién por segundo, mientras que el valor

correspondiente para la mejor computadora actualmente es de (107°)joules(J) por

operacion por segundo [3].

El cerebro es una computadora en paralelo, no lineal y altamente compleja. Tiene
la capacidad de organizar las neuronas, asi como de ejecutar ciertas operaciones (por

ejemplo, reconocimiento de patrones, percepcién y control motriz) muchas veces mas

rapido que la mejor computadora existente.



El uso de redes neuronales ofrece las siguientes ventajas:

1.

Nolinealidad. Una neurona es basicamente un dispositivo no lineal.

Consecuentemente, una red neuronal, constituida de neuronas es €lla misma

nolineal.

Mapeo entrada-salida. Un paradigma popular de aprendizaje llamado
aprendizaje supervisado involucra la modificacién de los pesos sinapticos de
una red neuronal aplicando un conjunto de muestras de entrenamiento o
gjemplos. Cada ejemplo consiste de una unica sefial de entrada y la
correspondiente respuesta deseada. Asi la red aprende de los ejemplos

construyendo un mapeo entrada-salida para el problema especifico.

Adaptatividad. Las redes neuronales tienen la capacidad de adaptar sus pesos
sindpticos como respuesta a cambios en su medio ambiente. En particular, una
red se entrena para operar en un medio ambiente especifico y puede ser
facilmente reentrenada al menor cambio en su medio ambiente de operacion;
una red neuronal puede ser disefiada para cambiar sus pesos sinapticos en
tiempo real. La capacidad de las redes neuronmales para clasificacion de
patrones, procesamiento de sefiales, y aplicaciones de control, junto con su
adaptacion, hacen de ellas una herramienta ideal para ¢l uso de clasificacion

de patrones, procesamiento adaptable de sefiales, y control adaptable.

Validacién. En el contexto de clasificacion de patrones, una red neuronal
puede ser disefiada para proveer informacién no Unicamente acerca de un
patron particular seleccionado, sino también acerca de la confianza en la
decisioén tomada. Esta informacion puede ser usada después para rechazar

patrones ambiguos, si es que surgen, y asi perfeccionar el desempefio de la

red.



5. Tolerancia a fallas. Una red neuronal, implementada en ‘hardware’, ¢s
tolerante a fallas, en et sentido que su desempeiio es degradado suavemente

bajo condiciones de operacion adversas.

6. Implementabilidad en VLSL. La natural masividad paralela de una red
neuronal la hace potencialmente rapida para los calculos de ciertas tareas. La
misma caracteristica hace a una red neuronal idealmente apropiada para

implementacion tecnolégica usando una integracion de muy alta escala
(“VLSI’).

7. Analogia Neurobiologica. Los neurobiologos ven a las redes neuronales
(artificiales) como una herramienta para la implementacion de fenémenos
neurobiolégicos. Los ingenieros se inspiran en modelos biolégicos para

desarrollar nuevos algoritmos.

Una red neuronal artificial: es un procesador masivo distribuido paralelamente
que tiene la capacidad de almacenar experiencia y tenerla disponible para su uso. Se

asemeja al cerebro en dos aspectos:

1. El conocimiento es adquirido por la red a través de procesos de aprendizaje.
2. Las numerosas interconexiones neuronales conocidas como pesos sinapticos

son usadas para almacenar informacion.

La modificacién de los pesos sindpticos provee el método tradicional para el

disefio de redes neuronales,

Las redes neuronales son también referidas en la literatura como procesadores

neuronales interconectados y distribuidos en paralelo.



1.2-Modelo de una neurona.

Una neurona es una unidad de procesamiento de informacion la cual es
fundamental para la operacién de la red neuronal. Se pueden identificar tres elementos

basicos en los modelos neuronales, los cuales son descritos enseguida:

1. Un conjunto de sinapsis o lineas de conexién, cada una de los cuales es
caracterizada por un peso. Especificamente, una sefial x en la entrada de la
sinapsis j conectada a la neurona k es multiplicada por el peso sindptico w, .

2. Un elemento para sumar las sefiales de entrada, pesadas por las respectivas
sinapsis de las neuronas.

3. Una funcién de activacion la cual limita la amplitud de las salidas de las
neuronas. Las funciones de activacién son también referidas en la literatura
como funcién de confinamiento en el sentido que limitan el rango de amplitud
de las salidas a un valor finito. Tipicamente, el rango de amplitud normalizada

de la salida de una neurona estd en ¢l intervalo unitario cerrado [0,1] o

altemativamente [-1,1].
En algunos modelos de redes neuronales también se incluye un umbral
aplicado externamente 6, , ¢l cual tiene el efecto de desplazar la funcién de

activacion.
Tipos de funciones de activacién.

Las funciones de activacién, denotadas por @), definen la salida de la neurona

en términos del nivel de actividad en su entrada. Los tres tipos de funcién de activacion

mas usados son:

1. Funcion Umbral. Para este tipo de funcion de activacion ver (Fig.1), se tiene

¢(v)= {1 siv>0 an

0sive(



Correspondientemente, la salida de la neurona k empleando tal funcion Umbral es

expresada como

_|1siv, 20 (12)
Ye=10si v, <0 '

donde v, es el nivel de actividad interna de la neurona; esto es,

4
Ve =D wex, -6, (1.3)
J=1

Tales neuronas son referidas en |a literatura como modelos de McCulloch y Pitts
en reconocimiento a los trabajos pioneros hechos por McCulloch y Pitts en (1943).

o(v)

Fig.1 Funcién Umbral

2. Funcién lineal a tramos. Para la funcién lineal a tramos, se tiene

1si v>1/2
o(v)=3vsi -12<v<1/2 (1.4)
0siv<-1/2

donde el factor de amplificacion dentro de la region lineal de operacion se supone la
unidad,(ver Fig.2.)
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Fig.2 Funcién lineal a tramos

3. Funcién sigmoidal. La funcién sigmoide es la funcion de activacién mas comiin
usada en la construccion de redes neuronales artificiales . Es una funcién estrictamente
creciente, suave y asintotica, (ver Fig.3). Un ejemplo de la funcion sigmoide es:

1
" 1+exp(-av) (1.5)

Las funciones de activacién anteriormente definidas tienen rango de 0 a 1.

Algunas veces es deseable que las funciones de activacion tengan rango de —1 a +1,

Especificamente, la funcién umbral es redefinida por

1siv>0
o(v)=4 0siv=0 (1.6)
—-1siv<0

a la cual comunmente se le llama funcién signo.

Para una funcion sigmoide se puede usar la funcion tangente hiperbolica, la cual
se define por:

_ v]_1- exp(; v)
p(v)= tanh(z) = el explv) .7
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Fig.3 Funcién sigmoide

Retroalimentacion.
Se dice que en un sistema dinamico existe retroalimentacién cuando la salida de
un elemento en ¢l sistema influencia la entrada a este, al ser aplicado a un elemento

particular del mismo sistema.

Claramente la retroalimentacién ocurre en casi todas las partes del sistema
nervioso de todo animal [4]. Ademas, juega un mejor papel en el estudio de clases

especiales de redes neuronales conocidas como redes neuronales recurrentes.

1.3 Arquitectura de las redes neuronales.

Redes de prealimentacién de ura capa.

Una red neuronal de capas es una red neuronal organizada en forma de capas. En
la forma més simple de una red de capas, se tiene una entrada en la capa de entrada, la
cual es transmitida hacia adelante. Esta red es del tipo de prealimentacién. Si se tiene una

sola capa, entonces se le llama red neuronal de una sola capa, ver (Fig. 4).



Nodos fuente Capa de
de entrada

Fig.4 Red de prealimentacion de una capa

Redes prealimentadas multicapa.

La segunda clase de redes neuronales prealimentadas se distinguen por la
presencia de una o mas capas ocultas, cuyos nodos de operacién son
correspondientemente llamados nodos ocultos o unidades ocultas. Tipicamente, las
neuronas en cada capa de la red tienen como entradas la sefial de salida de la capa que le
precede, ver (Fig.5).

Una red neuronal se dice estar completamente conectada en el sentido que todo
nodo en cada capa de la red estd conectado con todo nodo en la capa siguiente. Si

algunas de las conexiones sinapticas no aparecen en la red, se dice que la red es
parcialmente conectada.

Nodos fuente Capa de Capa
de entrada neuronas de neuronas
ocultas de
salida

Fig.5 Red de alimentacion hacia adelante multicapa.



Redes recurrentes.

Una red neuronal recurrente se distingue de las redes neuronales prealimentadas

en que tiene al menos un lazo de retroalimentacion, (ver Fig.6).

fkﬂéﬁr — 3
Wiy
e

O

Fig.6 Red recurrente sin lazos de autoalimentacién y sin neuronas ocultas

El operador z = q'l , retarda en un instante la sefial muestrada, por ejemplo:

q 1(u(k)) =u(k -1) donde k, es el k-ésimo instante de muestreo.

Estructura de reticula.

Una reticula consiste de una dimension, dos dimensiones, o arreglos de mas altas
dimensiones de neuronas, con un correspondiente conjunto de nodos fuente que
suministran las sefiales de entrada al arreglo.

Une red de reticula es realmente una red prealimentada con la salida de las

neuronas dispuestas en filas y columnas, (ver Fig.7).
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Fig.7 Red reticular de dos dimensiones de
3x3 neuronas.

1.4-Representacion del conocimiento.

El conocimiento se refiere a almacenar informacion o modelos usados por
personas 0 maquinas.

La mayor tarea para una red neuronal es aprender un modelo de un medio
ambiente y mantener €l modelo lo suficientemente consistente con el mundo real (medio

ambiente real) para que efectile una tarea especifica o una aplicacion de interés.

El conocimiento del medio ambiente consiste de dos clases de informacion:

10



1. El conocimiento del medio ambiente, representado por hechos que fueron o
son conocidos. Esta forma de conocimiento es referide como informacion
conocida.

2. Observaciones (mediciones) del medio, obtenidas por sensores.

Asi, el conjunto de ejemplos, representan €l conocimiento acerca del medio

ambiente de interés. Tipicamente, el conjunto de ejemplos usados para entrenar a la red

consisten de una gran cantidad representativos de la situacién real.

No obstante, hay cuatro reglas para la representacion del conocimiento:

Regla 1. Entradas similares de clases similares deberdn usualmente producir
representaciones similares en la red, por lo tanto deberdn clasificarse como pertenecientes
a la misma categoria.

Hay muchas formas de medidas para determinar la similaridad entre entradas. Una
muy comunmente usada se basa en el concepto de distancia Euclideana.

Regla 2. Partes a ser categorizadas como clases separadas deben tener una
representacion diferente en la red; esta segunda regla es lo opuesto de la regla 1.

Regla 3. Si una caracteristica particular es importante, entonces debera haber un
gran numero de neuronas involucradas en su representacion.

Regla 4. La informacion conocida ¢ invariante se debe tener en cuenta en el -

disefio de la red neuronal.

1.5-Representacion de sistemas en variables de estado

Esta seccion se incluye porque en el desarrollo de esta tesis se utiliza la

representacion en variables de estado.

Por qué usar variables de estado?
El modelo matematico en variables de estado es conveniente puesto que:

1. Las ecuaciones diferenciales son ideales para soluciones digitales o analogicas.

11



2. El estado provee una herramienta que unifica el estudio de sistemas lineales y no

lineales.
3. La forma en variables de estado es invaluable en investigaciones tedricas.

4. El concepto de estado tiene una fuerte motivacion fisica.

Definicién de estado de un sistema.

El estado de un sistema es el conjunto de variables x, (r), x,(t),..., x, (¢} de tal forma
que si estas son conocidas en ¢ = ¢, entonces se determinan de manera Unica para ¢ >,
especificando la entrada «(f) del sistema para ¢ > ¢,.

Si x(t)x,(¢)....x,{t) son las variables de estado (o simplemente el estado), y

14y (£ )4 (t ), (¢) son las sefiales de entrada, entonces el sistema puede ser descrito por

n ecuaciones diferenciales de primer orden

X (‘) b f;(xl (t),xz(t),...,x"(t),u, (I),uz(t),...,um(t),t)
xz(t) = fz(xl (t)’xl(tl""xn([)’ul (t)»uz(t)-"" u, (t)J)

(1.8)

7,0} = 1,50 %, () x, () (), (), (0 0)

Nétese que x(f) es en general una funcién no lineal variante en el tiempo que

depende, ademas, del estado y de los controles.

Se define X (t)=(x,(t),x2(t),...,xn(t))r € R" como el vector de estado de el

sistema, y U(t) = (, ()%, ()-..,u, (1)) € ®™ como el vector de entrada. Las ecuaciones

de estado pueden ser entonces escritas como X(f)= F(X(:),U(t),r) donde Fes una
funcién valuada vectorialmente, con componentes

-fl-(xl(t)’"'sxn(t)’ ul(f),..., um(t),f), i= 1,2,...,".
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1.6-Clasificacion de sistemas

Los sistemas se clasifican en lineales, nolineales, invariante en el tiempo
(estacionario o fijos) y variante en el tiempo. Los sistemas se clasifican de acuerdo a la
forma de sus ecnaciones de estado. Por ejemplo, si un sistema es nolineal y variante en el

tiempo, las ecuaciones de estado son escritas como:

X(@)=F(x()U()?) (1.9)

Los sistemas nolineales invanantes en el tiempo son representados por ecuaciones

de estado de la forma
X@)=FXx()U@) (1.10)

Un sistema es lineal y variante en el tiempo si las ecuaciones de estado son de la

forma:
X(t)= Alx )+ B () (1.11)

donde A(r) y B(r) son matrices de dimenciones #xn y nxm respectivamente.

Las ecuaciones de estado para sistemas lineales invariantes en el tiempo tienen la

forma:
X(t)= Ax(e)+ BU(2), (1.12)
donde 4 y B son matrices constantes cuyas dimensiones son igual que en el caso

anterior.

Ecuaciones de salida

Las cantidades fisicas que pueden ser medidas son llamadas salidas y son

denotadas por y, (t), ¥a (t),...yq (r) Si las salidas son funciones no lineales, variantes en el

tiempo dependientes del estado y entrada, escribiremos las ecuaciones de salida como:
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Y(e)= G(x (Ut} (1.13)

Si la salida es relacionada al estado y al control por medio de relaciones lineales ¢
invariables en el tiempo entonces

()= Cx(r)+ DU(t) (1.14)

Donde C y D son matrices constantes de dimenciones gxn y gxm

respectivamente.

14



CAPITULO 2

ANALISIS SIMPLIFICADO DE ESTABILIDAD ASINTOTICA
GLOBAL DE REDES NEURONALES DINAMICAS

En este capitulo se presenta el analisis de estabilidad global para redes neuronales
dindmicas. Estas condiciones son establecidas mediante una funcién de Lyapunov
cuadratica. A partir de ésta, se derivan las condiciones para que la derivada respectiva en

las trayectorias de la red sea estrictamente negativa.

2.1-Introduccion

El anélisis de la estabilidad de redes neuronales dinamicas se ha desarrollado en
gran medida ultimamente. Inicialmente se establecieron condiciones para estabilidad
asintotica local [5,6]; un problema que se presenta es la existencia de multiples puntos de
equilibrio, que pueden corresponder a minimos locales. Esta propiedad es importante
para memoria asociativa o reconocimiento de patrones. Sin embargo, para aplicaciones

en control automatico o en optimizacion, es preferible garantizar estabilidad asintdtica

global.

El estudio de estabilidad asintética global de redes neuronales dinamicas es un
tema que genera gran interés actualmente. En [7] se destaca su importancia. Aplicando la
técnica del mapeo contractante, en [8], se establecen condiciones para estabilidad global.
Matsouka [9] generaliza estos resultados haciendo uso de una funcion de Lyapunov del
tipo Lure. Resultados recientes [10,11] se basan en el concepto de matriz diagonalmente
estable.

En el presente trabajo se retoma el enfoque empleado en [9], pero se utiliza una
funcién de Lyapunov Cuadritica para establecer condiciones de estabilidad global. La

organizacion del capitulo es como sigue: al inicio se describe el modelo matemadtico de la
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red, después se lleva a cabo el andlisis de estabilidad y, finalmente, se establecen las
respectivas conclusiones.

2.2-Modelo Matematico

La dinamica de la red neuronal esta representada por:

T i=~x-+2w--y-+s-
dt R Rer 2.1)

Yi =8(xi)

donde;

x, es la variable que representa el estado de cada neurona, i =12.3,...,».

S, es una entrada constante.

v, es la salida de la red.

w, es el peso de conexion de la unidad ; ala unidad i , no necesariamente simétrico.

T es una constante de tiempo, que sin perdida de generalidad puede tomarse unitaria.

Se supone que la funcidén de salida g, es suave, estrictamente creciente y que se

saturapara z — .

V z entonces:

(G,) g, es continuamente diferenciable
G:) 0<g/E)=sugll)=r, <o
(G,) g, esacotada, esto es:

g, (z) ssupg,; (z) <0,

La funcién sigmoidal, frecuentemente usada en redes neuronales, gj(z)= .
l+e

-z
, cumple con estas condiciones.
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Definiendo:

A A
w, =W,7,, gf(2)=f‘ ¥ E=i

1

(2.2)

entonces (2.1) se puede formular como:

(2.3)

dx,
g =-x, +Z}:w,.}.gj(xj)+s,

Por lo que (G2) se expresa como:

(G;) 0<gl(z)<supgi(z)=1 (2.4)

puesto que:

g/lz)< r] sup(g;(z))=1

oo 0<gi(z)< sgp(g{ (z)<1

Expresando (2.3) en forma matricial, se obtiene:

d’:’ =-X +Wg(X)+S (2.5)

donde:

X= (xl > D )T
S= (sl .- )T

g(x)=(g,(x) g, (x}-2, ()Y
W esla matriz cuyos elementos son w, .
Usualmente 1a matriz W se denomina matriz de interconexion de pesos.
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2.3-Analisis de estabilidad asintotica global

En este trabajo, y de acuerdo a [9], se define que la red neuronal es absolutamente
estable cuando el sistema (2.5) tiene un punto de equilibrio globalmente asintéticamente

estable, para cualquier entrada constante S.

El objetivo es encontrar condiciones suficientes en la matriz de pesos, ¥, que
aseguren estabilidad absoluta. En la referencias previas, estas condiciones son expresadas
en términos de normas o medida de esta matriz. Para establecer dichas condiciones,
primero se determina la existencia de al menos un punto de equilibrio y luego se

demuestra que es globalmente asintdticamente estable y por lo tanto unico.

A. Existencia de un Punto Fijo

Este andlisis se toma de [9] y se incluye para facilitar la explicacion de los
resultados.

Definiendo el mapeo ®:R" - R" como D(X)=Wg(X)+S, entonces, un

estado de equilibrio del sistema (2.5) es un punto fijo del mapeo ©.

En efecto en todo punto de equilibrio se cumple que X = ®(X ).

LEMA 2.1- Suponiendo g acotada, el mapeo @ tiene al menos un punto fijo
Prueba:

Sea  un hipercubo definido como:

Q={x:x-5_<w_M

M = maxsupg, (z) 8
entonces:
o(x)-5 = Wwglx),
<w_g(X) @.7)

<W_M
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se satisface para todo punto en Q, implicando que @ es un mapeo continuo desde un
conjunto cerrado convexo acotado a el mismo. Entonces por el teorema del punto fijo de
Brower [12], @ debe tener un punto fijo en Q, esto es (2.5) tiene un punto de
equilibrio.

Qoo
Se enuncia el teorema del punto fijo de Brower sin demostracion.

Teorema del punto fijo de Brouwer. Sea b>0 y sea D={xe€Rp 'x £bh.

Entonces cualquier funcién continua con dominio D y contradominio contenido en D

tiene al menos un punto fijo.

Seal X = (x,‘ ,x;,...,x;y- dicho punto de equilibrio del sistema (2.5) y sea la

nueva variable U =(u,,u2,...,u,,)T =X-X", entonces (2.5) puede reescribirse en

términos de U como:

% =X +Wg(X)+S 2.8)

Teniendo en cuentaque X =U + X" , entonces:

c;—?:-U-X‘ +WglU+ X )+
= U+Wglu+ x")-gl(x)) (2.9)
+Wg(x)+s-x"

Definiendo la nueva funcién:
FU)=glU+x°)-glx) 2.10)
y considerando que
weg(x }+S-Xx"=0(x*)-x" =0

el sistema (2.8) se expresa finalmente en funcién de la variable U c¢omo:
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du _
e _ U+wr(U) (2.11)

ahora, puesto que:
7=l +x!)-gilx )=z +x7) (2.12)
por (G} se tiene que:

fz)<1, para i=12,...n.
Ademis f,(z) satisface:

z< fi{z)<0, si z<0

£(0)=0 (2.13)
0<f(z)<z, siz>0

Las desigualdades (2.13) se obtienen usando el teorema del valer medio para
derivadas.

B. Estabilidad Asintotica:
Una vez establecida la existencia de al menos un punto de equilibrio, se procede a

establecer las condiciones para que el origen U = 0 ( o en forma equivalente x =x") sea
globalmente asintéticamente estable. Esto constituye la aportacién principal del presente

capitulo, el cual se establece en el siguiente teorema.

TEOREMA 2.1- S8i W <1, entonces el sistema (2.8), o en forma equivalente el

sistema (2.5), es absolutamente estable,

Prueba-

Definase la siguiente funcion cuadrética de Lyapunov:
vv)=UTPU (2.14)

donde;
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P matriz definida positiva, solucién de la ecuacién de Lyapunov P4+ A" P=—-] con
A=—]

Derivando (2.14) a lo largo de las trayectorias de (2.8), se obtiene:

% = 2UT PU + 2U7 PWF(U) (2.15)

Aplicando la siguiente desigualdad matricial [13]:
X'Y+Y"X<X"RX+Y'RY, (2.16)

la cual es valida para cualesquiera matrices X € R™, ¥ e R™ y para cualquier matriz

definida positiva R=R" >0,R e R™, al tltimo término del lado derecho de (2.15), y

tomando R = P, entonces:

UT PHF(U)<UT PU + (PF(U)) P (PHF(U))
=U"PU + (PfU)) wf(U) (2.17)
=U"PU+ (W) P (U))

por lo tanto:
2T PwFU)<UT PU + (W U)) PO/ (L)) (2.18)
sustituyendo (2.18) en (2.15) se obtiene:

% <-UTPU+@FU) PwrU)) (3.19)

De la igualdad de Lyapunov previamente mencionada, con P = ; I, se tiene lo siguiente:

s U @) (W)
;U + )y (2.20)
; Ul +w? f(U]

considerando (2.13), U Z > (U ]z, por lo que:
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av 1

dt 2 @.21)

vV ; ; ; L 1.2
Para que &t sea estrictamente negativa, se requiere que: | - . + 5 W, <0, lo que

implica que W 4 <1,

Observacion: En esta deduccion se usa la norma dos, pero puede usarse cualquier
otra norma ya que las normas en R” son equivalentes.

aoo

Este resultado es similar al reportado en [8]. Es evidente que, si en (2.14) se hace
P=], la demostracion es mas simple (ficil); no obstante hemos preferido la anterior
presentacion, pues permite extender ficilmente el andlisis a otros modelos matematicos
de redes neuronales dinamicas,
2.4- Aplicaciones

Para ilustrar los resultados obtenidos se plantea el siguiente problema:

Ejemplo 2.1
Sea la red neuronal:

%, = —x, - 0.67015(x, ) + 0.26735(x,)

2.22
%, = —x, +0.26730(x,) - 0.67010(x,) @22

-0.6701 0.2673
donde, x € ®?, o(x)= : = ( J

—_— w
1+exp(-0.5x) 0.2673 -0.6701

Para este problema, w = /4,. ww)=09374, como puede calcularse

directamente; entonces, satisface las condiciones del teorema 2.1 y por lo tanto es
globalmente asintdticamente estable (GAS). Como puede verse en la figura 8 las
trayectorias de la red parten de diferentes estados iniciales y conforme el sistema
evoluciona, las trayectorias convergen a un punto (estado) de equilibrio tnico, lo cual

predice dicho teorema.

22



La respuesta de x,(t) contra x,(7), se presentan en la siguiente Fig.8.

10

y axis
o

. . . S
“1.010 5 0 5 10
X axis

Fig.8 Plano fase-de x,(t) contra x,(¢) de un sistema GAS

x(t)

~ 10

Fig.9 Respuesta de x,(f) de un sistema GAS
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xz(t)

10

-10

Fig.10 Respuesta de x,() de un sistema GAS

Las fig.9 y Fig.10 muestran las respuestas en el tiempo de x,(¢f)contrat y
x,(t) contra 7 ; como puede observarse estas trayectorias convergen asintoticamente, los

valores a los cuales convergen son: x; =—0.3778 y x; =-0.3324, respectivamente.

Nota: El eje de las abscisas representa el nimero de iteraciones; estos resultados
se simularon con la herramienta SIMULINK de MATLAB.

2.5- Conclusiones

Como contribucién principal de este capitulo, se establecen condiciones en la
matriz de pesos W de interconexién de redes neuronales dindmicas, que garantizan
estabilidad asintdtica global. La funcion de Lyapunov que se utiliza es cuadrética, lo que

permite continuar el andlisis sobre estabilidad entrada-estado, en el siguiente capitulo.
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CAPITULO 3

ANALISIS DE ESTABILIDAD ENTRADA-ESTADO PARA REDES
NEURONALES DINAMICAS

En este capitulo se presenta el andlisis de estabilidad entrada-estado para redes
neuronales dindmicas generalizadas. Inicialmente se demuestra la existencia de al menos
un punto de equilibrio para la red neuronal, luego se determinan condiciones para
satisfacer la propiedad de estabilidad entrada-estado, mediante una funcién de Lyapunov
cuadratica. Se establece también que estas condiciones garantizan estabilidad asintotica

global (G.A.S.), en el sentido clésico de estabilidad de Lyapunov.

3.1-Introduccion

Existen dos metodologias para analizar la estabilidad de sistemas dinamicos: a) el
enfoque entrada-salida (“input-output™) que se basa en técnicas de operadores y cuyo
requisito tipico es que el operador, que representa al sistema, sea acotado; b) el enfoque
de espacio de estado, cuya herramienta fundamental es el analisis por medio de una
funcion de Lyapunov. En contraste con los sistemas lineales, estos dos enfoques no son
equivalentes para sistemas no lineales [14]. Un concepto que permite establecer
equivalencias entre estos enfoques, alin para sistemas no lineales, es la estabilidad
entrada-estado ( ISS- "input to state stability” ); dicho concepto fue presentado por
primera vez en [15] y desde entonces ha sido empleado por diferentes autores para
establecer resultados en control de sistemas no lineales [16,17]. La estabilidad entrada-
estado puede ser establecida de diferentes maneras equivalentes como disipatividad,
margenes de robustez y en el sentido clasico de Lyapunov [18].

Como continuacién al analisis previo sobre estabilidad asintdtica global de redes
neuronales dinamicas [19], en este capitulo, se presenta el andlisis de estabilidad

entrada-estado. El analisis se realiza de acuerdo al sentido clasico de estabilidad de
Lyapunov.
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El capitulo esta organizado como sigue: inicialmente se discute el modelo
matematico de la red neuronal y se establece la existencia de al menos un punto de
equilibrio, después se derivan condiciones para que la red neuronal previamente descrita
sea estable entrada-estado; €stas se establecen en un teorema, que constituye la principal

aportacidn del capitulo, finalmente se discuten las conclusiones relevantes.

3.2-Modelo Matematico

La Red Neuronal Dindmica estd descrita por el siguiente modelo matemético.

% = Ax + Wo(x)+ Co(x) ()
xeR", ueR", olx)eR”, T(u)e R’ (3.1)
AW,CeR™, p(x)e R™

donde A es la matriz de estado, ¥ es la matriz de la retroalimentacion nolineal, C es la
matriz de entrada, y x es el estado de la red neuronal, o(x) y #(x) son funciones no
lineales.

Este modelo representa redes neuronales dinamicas altamente recurrentes como

las que se analizan en [20,21]. Usualmente los elementos de o(x) y ¢(x)} se seleccionan

a.

i

l+e

sigmoidales , por ejemplo: o, (x, )= =

Para el analisis de estabilidad entrada-estado, se considera 4 matriz Hurwitz

(todos sus valores caracteristicos tienen parte real estrictamente menor que cero),

r(0)=0, y (), 4(), T() son globalmente Lipschitz, esto es:

o (Ax — x) - olx) < L, Ax
¢(ax - x)-plx) < I, Ax
M{Au-u)-T(u) < L. Au
Vx,AxeR", YVu,Aue R™

(3.2)
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3.3-Punto de equilibrio

Inicialmente se establece que (3.1) presenta al menos un punto de equilibrio
aislado.

LEMA 3.1- La red neuronal dindmica descrita por el modelo matemaético (3.1), tiene al
menos un punto de equilibrio para # = 0.

Prueba-

Se desea demostrar que (3.1) tiene al menos un punto de equilibrio, esto es
dx" e N, talque Ax” + Wa(x‘): 0.

Sea ¢,(x)=Wo(x) se quiere probar que Ax + 4,(x)="0,0bien x = 4'¢,(x) por lo
tanto si se toma ¢, (x)=~A4g,(x),obien: ¢,(x)=x, entonces un punto fijo de @,(x) es
un punto de equilibrio de (3.1).

Puesto que o(x) se supone globalmente Lipschitz, entonces es uniformemente
acotada [22]; lo que implica que ¢, (x) también lo es.

A continuacion se prueba que ¢ (x) tiene al menos un punto fijo.

Seleccidnese:
Q=feq:x s 4" W M (3.3)
donde M = mt.zx P o, (z], |, se define como maxx, para vectores y como

i z

max D" a, para matrices. De (3.3) se tiene:
=1

1

8,(x), = A"Wcr(x)’m
A*meb&L (3.4)

A W M
ko ! 1o

A

IA

lo cual implica que para todo x €€, 4, (x)e Q por lo tanto #,(x) es un mapeo continuo
de un conjunto cerrado acotado y convexo Q en el mismo; asi, nuevamente por el
teorema del punto fijo de Brower, ¢, (X) tiene al menos un punto fijo en Q, este punto

corresponde a un punto de equilibrio del sistema (3.1), con u =0.
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Sea este punto fijo x” entonces:

Ax" +Wolx*)=0 (3.5)

onn

3.4-Analisis de estabilidad entrada-estado

En esta seccién se analiza en que condiciones el sistema (3.1) tiene la propiedad

de estabilidad entrada-estado estable (ISS - "Input to Sate Stability").
Sea x' un punto de equilibrio de (3.1) con z=0 y definiendo y=x-x"
entonces:
y=%x=Ax+Wo(x)+ Co(x)I'(u) (3.6)
Sumando y restando Wa(x') y C ¢(x’)l'(u) a (3.6) se obtiene :

y=Ay+ W(cr(y + x')—o(x'))
+Clply + x7)-le ) (3.7)
+C¢(x')l'(u)+ Ax" + Wcr(x')

Siendo la suma de los dos 1ltimos términos del lado derecho de (3.7) igual a cero

por (3.5), y teniendo en cuenta que ['(0)= 0, (3.7) se puede escribir como:

y=Ay+ W(a(y +x° )— a(x'))
+Clp(y+x)-¢lx Jrtw) (3.8)
+Cglx” JT(w) - 0(0)

La ecuacién (3.8) es de la forma y= f(y,u) donde el punto de equilibrio es

ahora y=0,u=0; estoes f (0,0): 0, como puede comprobarse directamente.

Antes de realizar el andlisis de estabilidad, se introducen los siguientes conceptos:

a) Funcién clase K [6]. Una funcién continua f : [0, a) — [0,00) esclase K si
es estrictamente creciente y f(0)=0;y es clase
K, sia=wo y limf(r)=ow.

r>o
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b) Estabilidad Asintética Global (GAS) [6]. Sea x = 0 un punto de equilibrio
de 2= f(x) y Dc®R" esla unién de conjuntos abiertos conexos, sin puntos
en la frontera, el cual contiene a x = 0. Sea V : D — 3 una funcion
continuamente diferenciable, tal que ¥(0)=0, ¥(x)>0 y ¥ <0 en D-{0},

entonces x = 0 es asintdticamente estable. Si la propiedad es satisfecha para

D =%R", entonces es global asintéticamente estable.

¢) Funcién ISS Lyapunov[18). Una funcién ¥(x): " — R* se dice ser una

funcién ISS Lyapunov si existen funciones clase K, a(r), H(r) tales

queV S—aﬂx)+60&u\) Ve R", YueR".

Se establece ahora un importante teorema acerca de la estabilidad entrada-estado
(ISS) de (3.8), o en forma equivalente de (3.1).

Teorema 3.1- El sistema (3.8), o equivalentemente el sistema (3.1), es estable entrada-

estado (ISS), si se cumple:

L P 3 (3.9)
donde P ¢s la solucién de la siguiente ecuacién de Lyapunov P4+ A" P=-y. Esta

solucién existe y es tinica puesto que la matriz 4 es Hurwitz.

Prueba-
Para analizar la estabilidad entrada-estado de (3.8) ( o en forma equivalente de

(3.1)), se considera la siguiente funcién de Lyapunov candidata:

V(»)=y"Py, P=P" >0 (3.10)
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La derivada con respecio ' tiempo ¢ de V en las trayectorias de (3.8) viene dada

por:

V=y"Py+y Py

=y Pv+v' Py
v=Ay+ W(cr(y + x')— cr(x‘))
+Clply +x")-o(x* JrG) G.11)

+Cple" YT () - T (o))

La cual se reduce a:

V=-w'y+ 2yTPW(0'(y + x')— O'(x'))
+2y7 PClaly + x)- ol () (3.12)
+2y" PCo(x™ XT(u) - T(0))

Se analiza ahora el segundo, tercero y cuarto término del lado derecho de (3.12),
utilizando nuevamente desigualdad matricial (2.16),con R = P:

Para el segundo término de (3.12), se tiene:

2yT(PW[a'(y +x')—0‘(x')]):<.
yT Py + (PW[a(y + x')- a(x')])TP" PW[a(y + x')— a(x')D
=y By + (Pwloly + x)- o W lo(y + x7)- olx))

(3.13)
=y'Py+ (W[O'(y + x')-— O'(x')])T P(W[O'(y + x')—a(x')])
<Py’+P W[a(y+x‘)—a'x')]2
<Pp+LPwiy’

Por lo tanto:

2y PWoly+x)-olx )< Py e 2 Py’ (3.14)

Para el tercer término de (3.12), se obtiene:
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25" (PClply + x°)- ol i) <

] yTPy+(PC[¢(y+x )- ( )]l“(u)) PC[¢(Y+X )‘¢(" )]l"(u))

=" Py+(BClply + 57} - o Jrew) (cloly +x°)-

=yTPy+(C[¢(v+x')—-¢(x‘)]1"(u) (C[¢(y+x - ( )]l‘(u))

Siendo ¢(x) globalmente Lipschitz, entonces es uniformemente acotada [22], esto es:

k|¢(y+x ( ]|<K Vye®R"

(3.16)

y entonces €l lado derecho de la ultima igualdad de (3.15) puede ser formulado como:

2y (Pclply-+x')- gl ) < P o + P clply+x7)- ol Jrew)
<[Py + P CPply+x")-olx ) TG)®
<P y2+KfL2rPC2u2
Finalmente:
2y (clply+x)- o W) Py’ + K30 PIC7W
Para el cuarto término de (3.12), se tiene:

23" (PCglx Jr(w)- T(O)])<
¥ By +(PCoe” Irw)- TO) 77 (PColx” L) - r(0))
=y" Py +(PCo(x" JT () - TO)] (Cole JT ) - O)])
=y Py +(Co(x* Jr() - TO)] Plcolx Jr()- T (0)))
s Ply” + Plcgl M) -r@)
< Py’ +1P Cplx" ) r@)-10)’

La cual puede ser escrita como:

2yT(PC¢(x°IF(u)—F(0)])S Py’ +I2P|C’ |¢5(x}‘21u|2

Sustituyendo (3.14), (3.18) y (3.20) en (3.12), se obtiene finalmente:
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(3.18)
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(3.20)



vely-3p -2 Pw)y

(3:21)
HKLPC L P Cgl) o’
Definiendo las siguientes funciones:
ar)=ly-3P -2 P i)
9(r)=(KjL; PC*+I2PC’ ¢(x'}2)r2 (3.22)
reR
entonces:
V<—a(x)+6(u) (3.23)

Como estin definidas a(.) y 9(-), satisfacen las condiciones de clase K, entonces el

sistema (3.8) o en forma equivalente el sistema (3.1) es ISS, si:

‘y—3P-Lf,PW2)>0 (3.24)
lo cual implica que:

-3P
2<}’

s B£
P

W R

(3.25)

aco
Corolario 3.1-Para que el punto de equilibrio y=0 de (3.8) ( o en forma equivalente

x=x" de (3.1)) sea globalmente asintéticamente estable (GAS), la desigualdad (3.25)
debe ser satisfecha..

Prueba-

Haciendo en (3.23) u =0 se tiene:
V<—a(x) (3.26)

V<0, Vxe®R" ,[6] garantiza que (3.8) es globalmente asintoticamente estable

(GAS), para cumplir con esta condicién se requiere que la desigualdad (3.26) sea

satisfecha.

0oo
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Una muy interesante aplicacion de la propiedad ISS , es la estabilidad de sistemas

no lineales interconectados, como se discute en [17].
3.5- Aplicaciones

Para ilustrar los resultados se presenta el siguiente ejemplo en donde se considera
primero que la entrada a la red neuronal no es identicamente cero y posteriormente se

considera que la entrada a dicha red es identicamente cero.

Ejemplo 3.1
Sea la red neuronal:
X = AX +Wo(X)+T(u), donde

] ~0.3351 0.1337
A=- ], W= (3:27)
2 0.1337 —0.3351

71| 1l bl A
ki TR

X e R, AW e R, o()I()e ®?
Es claro que la norma de la matriz W satisface la desigualdad (3.25),

2
W < r L22}’ . En este ¢jemplo, 7" =0.4687, L, = ‘1‘ y se toma y = l , claramente la

o

desigualdad (3.25) es satisfecha.

La grafica en el plano fase de las respuestas de x, contra x, de (3.27)se daenla
Fig.11.
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Fig.11 Plano fase de x, contra x, de un sistema ISS

Como puede observarse, las trayectorias de la red neuronal parten de un estado
inicial, y conforme el tiempo transcurre estas permanecen acotadas. Este resultado era de

esperarse ya que este sistema es ISS,

Las respuestas de x,(t) y de x,(f) con respecto a t estan dadas en las Fig.12 y
Fig.13.
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x (1)

10
0
-10
Fig.12 Respuesta de x,(¢) de un sistema ISS
x,(t)
10

-10

Fig.13 Respuesta x,(r)

Como puede observarse en las Fig.12 y Fig.13 x(t) y x(r) son acotadas, como

era de esperarse ya que el sistema que se presenta en el ejemplo es ISS.
Nota: El eje de las abscisas en la Fig.12 y Fig.13 representa el numero de

iteraciones.
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Ahora consideremos el caso en el cual la entrada de (3.27) es idénticamente cero

lo cual lleva al sistema:

X = AX + Wo(X), donde

1 0.3351 0.1337
== L W= 28
[ 0.1337 -0.335 J (:26)

l+exp ——x )

!
o 1)

X e, AW e R ,a(),l"()e‘Rz

O'(X)

Nuevamente, como en el caso en el cual la entrada no ¢s cero, es claro que la

norma de la matriz W satisface la desigualdad w?< %; en este caso,

-3

W =04687, L, =% y se toma y—%.

La grafica en el plano fase de las respuestas de x, contrax, de (3.28) se daen

la Fig.14.
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an

Fig. 14: Plano fase de x,(t) contra x,(f) de un sistema GAS

Como puede observarse, las trayectorias del sistema del ejemplo parten de un
estado inicial (cualquiera), y conforme el tiempo transcurre estas convergen
asintéticamente a un estado de equilibrio en ¢l plano fase. Este resultado era de esperarse
ya que el sistema con entrada idénticamente cero es globalmente asintdticamente estable

(GAS).

Las respuestas de x,(t) y de x,(?) con respecto a 7 estan dadas en la Fig.15 y Fig.16.
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x (1)

10

-10

Fig.15 Respuesta de x,(¢) de un sistema GAS

x,(1)

10

-10

Fig.16 Respuesta de x,(t) de un sistema GAS

Como puede observarse %(t) v x,(t) en las Fig15 y Fig.16 convergen

asintéticamente, los valores a los cuales convergen son: x, =-0.3372 y x; =-0.4485,

respectivamente, como era de esperarse ya que el sistema (3.28) es GAS.
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Nota: El eje de las abscisas de las Fig.15 y Fig.16, representa €l nimero de

iteraciones.

3.6~ Conclusiones del capitulo

Como contribucion principal de este capitulo se establecen condiciones en la
matriz de pesos de interconeccién W de redes neuronales dindmicas que garantizan
estabilidad entrada estado. Como caso particular, para entradas idénticamente iguales a
cero (u=0), estas condiciones también garantizan que el punto de equilibrio es

globalmente asintéticamente estable.

La propiedad ISS permite la aplicacion de redes neuronales dindmicas a control
no lineal. Una posible aplicacion es desarrollar esquemas de control basados en la técnica

del control por modelo (IMC, de su nombre en ingles).
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CAPITULO 4

IDENTIFICACION ADAPTABLE ROBUSTA DE SISTEMAS NO
LINEALES Y SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS USANDO REDES
NEURONALES DINAMICAS

En este capitulo, se analiza la identificacion adaptable robusta no lineal y
seguimiento de trayectorias usando una red neuronal dindmica, con la misma dimension del
espacio de estado que el sistema. Se supone que el espacio de estado del sistema es
completamente medible. La dinamica del sistema no lineal nominal es perturbado por un
término adicional, representando las incertidumbres del sistema. Por medio del analisis de
estabilidad desde el punto de vista de Lyapunov, se determinan condiciones de estabilidad
para el error de identificacién, luego se analiza la estabilidad del error de seguimiento de
las trayectorias para un sistema no lineal previamente identificado; la trayectoria es
generada por un modelo nolineal. Para el analisis de identificacion se utiliza una ecuacion
algebraica de Riccati y para el error de seguimiento una ecuacion diferencial de Riccati. La
estructura del esquema estd compuesto en dos partes: el identificador basado en la red
neuronal y el controlador de seguimiento. Como aportacién principal se establecen dos
teoremas: en el primero se da una cota para el error de identificacién; y en ¢l segundo, se
establece una cota para el error de seguimiento.

4.1 Introduccion

Recientemente, existe un gran interés en aplicaciones de redes neuronales en
identificacion y control de sistemas no lineales. La identificacion de sistemas no lineales
puede ser abordada como la aproximacion del desempeiio de sistemas por redes neuronales
dinamicas. En esta direccion existen ya algunos resultados. Estos pueden ser clasificados en
dos grupos: el primero, como una extensi6n natural, se basa en propiedades de
aproximacion de funciones de redes neuronales estdticas [23,24] y esta limitado a que el
tiempo pertenezca a un conjunto cerrado. En el segundo, se usa la representacion por

operadores del sistema, para derivar condiciones de la validez de 1a aproximacién por una
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red neuronal dindmica. Este segundo enfoque ha sido extensamente analizado por 1. W.
Sandberg, tanto para tiempo continuo como para tiempo discreto([25,26] y referencias). La
estructura propuesta esta constituida por la conexidn paralela de neuronas, las cuales no
interactuan entre ellas; se requiere que el sistema no lineal satisfaga la condicion de
memoria aproximadamente-finita. En [27], una red neuronal dinamica, basada en el modelo
de Hopfield, fue propuesta para la identificacion de sistemas no lineales usando
representacion operacional; la propiedad de aproximacion se propuso como una conjetura.
Usando la condiciéon de memoria desvaneciente, esta conjetura fue parcialmente probada en
(28]. Ambos conceptos: memoria aproximadamente-finita y memoria desvaneciente,

requieren que el sistema no lineal sea estable, en lazo abierto.

Los resultados mencionados arriba dan condiciones para la existencia de una red
neuronal dindmica, la cual minimiza el error de aproximacion del desempeiio del sistema
nolineal; sin embargo no se determina el nimero de neuronas /o el valor de sus pesos que
efectivamente abtienen el error minimo. Un resultado reciente [29] resuelve el problema
del numero de neuronas por medio de redes neuronales recursivas de alto orden. Este
nimero se selecciona igual a la dimensién del estado del sistema no lineal, el cual es
completamente medible. Esta condicion de accesibilidad es simplificada en [20] para

sistemas con perturbaciones singulares. Para estos resultados, también se requiere que el

tiempo pertenezca a un conjunto cerrado.

A pesar de lo promisorio de las aplicaciones de neuro-control y que, aun para
informacién neuronal, se utilizan funciones de energia para demostrar la convergencia de

los valores finales deseados, existen muy pocos resultados sobre estabilidad en neuro-
control [30].

Respecto a los sistemas de control no lineales por redes neuronales dindmicas, son
muy pocos los resultados publicados. Los mas importantes son los de M. A Christodoulo y
colaboradores [20,31 y referencias], donde se utiliza una version particular de redes
neuronales recursivas de alto orden. En [20] se identifica un sistema no lineal por medio de

redes neuronales dinamicas, luego se calcula la ley de control, basado en el modelo de la
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red neuronal, forzando al sistema a seguir un modelo lineal. Los pesos de la red son
adaptados en linea para minimizar el error de identificacion. La estabilidad de todo el
sistema se analiza via una funcion de Lyapunov, En [31], se desarrolla un esquema
regulador para un sistema no lineal afin en el control; una vez mads se analiza estabilidad
usando una funcién de Lyapunov. En ambos articulos, se ilustra la aplicabilidad del
esquema propuesto por el control de velocidad de un motor de D.C.. Otros resultados
[32,33] utilizan la representacion de un sistema no lineal SISO afin en el control, el cual es
aproximado por una red neuronal. Esta red es linearizada por un diseiio de un lazo intemo
basado en técnicas de Geometria Diferencial [34], y la ley de control externo es

implementada usando un controlador PID.

En [35] se analizan tanto identificacién como control de sistemas no lineales. Para
control se fuerza al sistema a que siga una sefial generada por un modelo no lineal. El
andlisis de estabilidad del error de identificacién y del error de seguimiento es formulado
por el método de Lyapunov. Es importante mencionar que la metodologia del andlisis de
estabilidad que aqui se usa es similar a una introducida por A.N. Mitchel and Coworkers
[36,37].

En este capitulo se extienden los resultados previos, a sistemas no-lineales -
perturbados y ademds se comsigue aprendizaje en linea de los parametros de la red
neuronal, los cuales son usados en el control de seguimiento. Este capitulo estd organizado
como sigue: primero la estabilidad del error de identificacion robusta es analizada, luego
una cota para el error de seguimiento adaptable es establecida. Finalmente, se ilustra la

aplicabilidad de estos resultados con un ejemplo, y se discuten las conclusiones respectivas.
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4.2.-Analisis de la estabilidad del error de identificacion adaptativa
robusta

Se supone la siguiente estructura de la r¢d neuronal, la cual incluye las redes
neuronales recursivas de alto orden como en [20]. Se adaptan solo los parametros de la

matriz de retroalimentacion no lineal, los cuales son variables ¢n el tiempo. Se adaptan

estos parametros usando los mismos algoritmos que en [20]:

= A,x, +B,,(Nolx,)+C, 8(x,)r{.,)

x, €W ,u, eR”, olx,)e R, d(x. )rle.) eR (4.1)
A,,B, eR™,C_eR™

donde todas las variables, parametros, y simbolos son definidos como en [13].

El sistema no lineal a ser identificado esta dado por:
1= folxut)+ fi(x,ut), x eR,ucR” 4.2)

donde fi{x,u,t) es el campo vectorial del sistema nominal y fi(x,%,¢) representa las
incertidumbres del sistema.

Se supone que el estado del sistema es completamente medible, y que la dimension

del estado y de la entrada iguales para la red neuronal y para el sistema no-lineal. Bajo estas

condiciones, se define el error de aproximacion como:
A=x-x., A=%-x, (4.3)
Sumando y restando el término Ax, se obtiene:
A=A+ [fo(x,u,t) + f,(x%,7)
Aux, - B, (do(x,) - C.o(x, )r(x) - ]

con A cualquier matriz Huwitz ,y u,, =u.

4.4)

Bajo estas condiciones, la ODE que describe el desempefio del error es:
A= AA + (A, x,u,1)
H(A, x,u,1)= by (A, x,u,t)+ f,(x,u,1) .
hO(Avx'u’t)‘:fo(xauJ)_Amx_(A_Am)A ’

- B, ()o(x-4)-C,¢(x - ) ()
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Se supone que las siguientes condiciones son satisfechas:

Suposicion No 4.1 — Como en [35], existen matrices definidas positivas no ¥ H Ao tal
que:
hy (A, x,0,0)H,oho (A, x,u,t) € £, (%, u,8) + &, (x, u,0)AT H, A (4.6)

para Eho(-,',...,') y ah‘ (,».--) funciones acotadas positivas, con eho y shl las respectivas
cotas, 1.e:
sup &, (x,u,6) =" <o0,i =0,

(4.7)
Vx eR",VueR” V20
Suposicion No 4.2 — Existe una matriz positiva definida Hyy tal que:
S u 0 H,, filsau,2) <& (x0,1) (4.8)

para &fg(ss..) ¥ €f](.,...) funciones positivas acotadas, con sf oy sf' las respectivas

cotas, 1.e:

supég (x,u,t) =g/ <e0,i=0,]

,, (4.9)
VxeR" VueR" V20

Suposicion No 4.3— El campo vectorial nominal ( f,) satisface la siguiente condicion de
"funcién en banda" [13]1:

Vil t) = Ax—(4- 4,) - B, (dolx-8) - C, 6(x- Ayl < L,

(4.10)
Vxe R, VxeR",Vr20
Suposicién No 4.4 Las funciones $(x) y o(x) son Lipschitz, p.e.
lox) - 8- < L1 [ot)-oa—a)] < L, i

Vx,A e R"

Suposicion No 4.5~ Como es usual en andlisis de identificacion, u(t) s€ considera acotada

para cualquier tiempo ¢ positivo; esto es:

TEn este trabajo: a) || | denota la norma euclideana para vectores, y para cualquier mattiz A se define como:

A (ATA), donde A__(.) es el méximo eigenvalor de la matriz respectiva; b)" ||,, es la norma
max max

euclideana pesada.



()] < L, (4.12)

Suposicion No 6 ~La matriz B_,(#) es acotada, esto es:

B"(t)” <B V¥:>0

En [20] se establecen condiciones que validan esta suposicion.

Suposicion No 4.7- Existe una matriz extrictamente definida positiva Q, tal que, para la
matriz 4 arriba definida , la siguiente ecuacién matricial de Riccati:
AP, + P, A+ RP, + 0=0

REH:D‘+H,}‘,,QES“HM+,Q,, (18}

tiene una solucién P,=P,

De acuerdo con [39] tal solucién existe st la matriz 4 es estable, el par (4, R1/2) es

controlable y el par (0172, 4) es observable. Facilmente estas condiciones son satisfechas si

se selecciona la matriz 4 sea diagonal,

Comentario No 4.1- Todas las matrices H, normalizan al vector respectivo a uno con

componentes adimensionales.

Comentario No 4.2- Las ecuaciones (4.6) y (4.8) representan restricciones del tipo

elipsoidal para los respectivos campos vectoriales.

Lema 4.1- En la desigualdad (4.6), para cualquier valor fijo H,, 7 > 0, y bajo las
suposiciones No 2 y No 3, se tiene:
&0, u,8) =1 +);1|fo(x,u,t)
- A,x = B, (o (x) - Cog Gl (),
H,

£" = sup&,o(x,u,1) < (1+ 2 )| Hool £ | (4.14)

x,u.l

& (x,0,t) =" = (1 +2” NIBM(tmLG' + “CM“L,L,,
- 4, |V
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Prueba- Definiendo h,(A,x,u,{) como:

ho(A’x’u’t) = h\(x’uft)"' hz(A,x,u)
h(eae,t)= f(x,u,t)- 4,.x — B, ()o(x)-C,(x ) u) (4.15)
h(A,x,1) = B, (o ()~ o(x - A)-C,, (¢(x)- ¢ (x - A)y )

y con kb, = hy(A,x,u,t), h =h(x,u,t), i = h(4, x,u), entonces:

2 2
bely,, =W+l <@+ 20, +l+ 27 Ml (4.16)
Asi:
&, (xu.0) =+ A, (4.17)
La cota sh" se obtiene inmediatamente.
Para el término A, 2 15 nosotros formulamos:
n
B, € BXol)-ox-5) )
+C,(0x) - p(x - A)p () - (4~ 4,)8° H,g
y:
h,% <(BLJA+C, L &L+ A-4, A) (4.19)
de:
h J L \
A = AT HZo Hay HEoA < X | Hig JAT Hpos < |5 1A (4.20)

Se sigue inmediatamente la cota £h‘

Qoo

Bajo las suposiciones antes establecidas y el Lema 4.1, se establece el primer

teorema.

Teorema 4.1

Para el sistema (4.2) y la red neuronal dada (4.1), las siguientes propiedades son
satisfechas:

hax !

mn P

donde Rp=P" 12 OoP 172y Amin(-) es el minimo valor propio de la matriz respectiva.
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Prueba-

Consideremos la siguiente funcidn escalar definida no negativa V(A) € R”,
V(A)=A"P,AP, =P >0,P, e R™ (4.22)

Calculando la derivada en el tiempo en las trayectorias de la ecuacién (4.5), obtenemos:
P(A)=247P,(AA +h)= 287 P{AA+ 1 + f))

_ AT T Tpd T (4.23)
=N (PA+ATP A+ 2N PH° + 2N P f,

donde las funciones s = h(A,x,u,t), hy = ig(A,x,ut), y fi = fi(x,u,t) son definidos en
(4.5)

Usando la desigualdad matricial (2.16) se obtiene lo siguiente:
24 Py < g Hpohy + AT P HG P

(4.24)
28 P fi < i Hpp fi + AT B HEBA

Aplicando ahora la suposicion No 4.1 y la suposicién No 4.2 (desigualdades (4.6), (4.7),
(4.8) y (4.9)), se formula:

20Ph, <A (Pl Ho P+ Em(x’u’t)H.so)A +£,,o(x,u,t)

(4.25)
28PN, < AT(PHIP + 6" H oy A + £
y:
20P, £, < AT(PH P A + & o5 ,1)
(4.26)
24P, f,<8T( P, H; P ) A+
Sustituyendo las desigualdades (4.25), (4.26) en (4.23), entonces:
P(A)= A (P A+ AP+ B(H; + HJ )P + 8" H oo A + 2° (4.27)
donde 80 =eh0 +sf 0
Considerando la suposicion No 4.5, de (4.27) se obtiene:
1 1 | ]
P(A)<-A"Q,A+£" = -ATP? [P, 20, P, 2 ]P,ZA +5° 428

v(a)<-i_ (R Jp(a)+ e

1 1
con R, = P, 20, P, ?
Resolviendo (4.28), obtenemos:
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V(A(t)) S V(AO)e-llmn (RP)I + 80 .[e")"mm(ki’)("t)d—c (4.29)
la cua] puede ser evaluada explicitamente como:

0
V(A(1) < V(Ag)e mmn (R +;\£—(R)(1 —eAmnlRr) (4.30)
P

mn

Tomando en cuenta la desigualdad:

va)za_(P)a’ (4.31)

finalmente, se llega a (4.21).

ooa

4.3 Analisis del error de seguimiento de trayectorias

Para facilitar el analisis, se supone ¢(x) = I. Aln si esta suposicién es restrictiva,
existe evidencia experimental de la capacidad de esta red para identificacidn y control de
sistemas no lineales [32]. El objetivo del control es forzar ¢l estado del sistema a seguir una
sefial de referencia, generada por un modelo de referencia no lineal:

i =p(x",t) (4.32)
Definiendo las siguientes seminormas:

||x||2Q = ‘Iirz sup% Exr(t)Qx(t)dt, "“Hie < ,’.’,’Ci sup% ‘[ur(t)Ru(t)dt

(4.33)
0=0">0,R=R">0
la medida del desempeiio a optimizar, puede ser formulada como:
o = minJ, J=|x—x"| +[a; (4.34)
Asi, para cualquier 1 > 0, entonces:
2 -1 o2 2 :
J<(l+n)x- xm“Q + (l +1M ]lx,m —x “Q + [l (4.35)

El minimo del término ]1x-x,,,,|[2Q ya ha sido resuelto para el andlisis de
identificacion. Asi, el objetivo del control es minimizar ”xn,, = I[zg

Se obtiene el error de las trayectorias (error de estado):
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Ad=x_-x (4.36)

Asi, la ecuacion diferencial que describe el error de las trayectorias es:
A=A4N+B, (oA +x)+C 1= +&°(0)

. . 4.37)
&)= A4,% ) -olx )

Para analizar la estabilidad del error de seguimiento, se propone la siguiente funcion

de Lyapunov:
V(8)= ATR (A P.()= BT () > 01 20 438)

cuya derivada en el tiempo es:

P(S)= 287 R4 + 47PN

=2A"P (IX AA+B, ({)d( A 4 x‘)+ . )& (t))+ NI (4.39)

Primeto se toma en cuenta la siguiente identidad:

AT P()A) a) =|

ar- <

CTPON +y(#) -aTR(C, C)POA -l (4.40)

L1 et xm T Am

Se supone también que:

o (x)Zo(x) < xT Agx + Mg,
Z=ZT>0A,=AL>0%,, >0 (4.41)
VxeR" V20

Se aplica (2.16) a 2( BZ(AP()A") o{A"+x') y se utiliza (4.41) para obtener:

ABI(NP(IA) A& +x) <
ATR(A(B,,(NZ'BL(A) (DA +(A + ) A (A +5) + 4,

’ (4.42)
2ABL(AP(NA) ofa +x) <
ATP(NB(NZ'BL(A)P(DA +287A A +25TA X + 4,
Luego, se emplea nuevamente (2.16) a Z(R(f)A')T§ “(#) y asi:
AP()a") & () < ATP(ATPAA +ET(DA () (4.43)

Sustituyendo (4.40), (4.42) y (4.43) en (4.39), y sumando y restando A'TQA', se

obtiene:
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r(a")< aT[R(0)4,, + AL P.)+ PONBL()Z 7 BL()+ A ~C,.CT )P (0 + 24, + ol
F2TALx +ETONE (- ) + CLPOA +y()’
—ATQA + A, + NP (ON

(4.44)
Lema 4.2

Si la ecuacidn diferencial de Riccati:

PANA, + AP+ P(AB, ()2 BL()+ K} -C,CL)P() +2A, + 0= P (#)

An A5

tiene solucién P.(#) = P'(#) >0, V¥r=0, entonces la derivada con respecto al tiempo de

la funcién de Lyapunov V(A") satisface la siguiente desigualdad:

Ha) <22TA, 2 +ETWAE ()~ Gl +]

CrP (A +7()|

LU (4.45)
~ATQN + A, +%"Re—u"Ru
Prueba-
Se deriva directamente de (4.44) sumando y restando el término u” Ru .
ooo
Definiendo la siguiente funcién ¥ (u) como:
2 ¥ > 2 T
Hx) = Jpla) +|cZP()A +y(x)] +4"Ra. (4.46)
Entonces, usando la igualdad (4.46), Ia desigualdad (4.45) puede ser escrita como:
V(A )<2xT A x" + W) - ATOA —u” Ru+ Aq + E7 (DA E" (). (4.47)

Para calcular la accion de control u(t), la cual minimiza el error de seguimiento, se
debe primero minimizar ¥(u), por lo que d¥(uj)/du tiene que ser igual a cero. Para lograr
esta minimizacion, se supone, en un tiempo ¢ (positivo) dado, x(t) y Xyp(t) son conocidas

y no dependen de u(?).

Comentario No. 4.3- se denomina u°(?)la seiial que minimiza a ¥%), como un control

optimo local, puesto que es calculado basandose en informacién estrictamente "local".
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Para realizar el procedimiento de optimizacién se usa e] siguiente esquema del

método del gradiente descendiente recursivo:

u, () =u, (1)1, d¥Y(u, ,(2))du, u,(t)=0.

donde el gradiente ¥ (u)/du es calculado como:;

&
AP () du = z(d’; (”)) CT P(t)A°(t) + 2Ru, (4.48)
u
y la secuencia de parametros escalares 7, satisface las condiciones:
7, 20, 7, = 00,7, >0 (4.49)
k=0
. . 1
Por ejemplo, podemos seleccionar 7, = (1 k)' , TE (0,1]
+

Concerniente a u"(f), establecemos el siguiente Lema.
Lema 4.3
u"(t) puede ser calculado como el limite de las secuencias {u . (1)}, ie
u, (1) = u (1), k> w.

Prueba- Se sigue directamente de las propiedades del método del gradiente, y tomando en
cuenta (4.32), (4.37) y (4.49).

ooo

ki d
Corolario 4.1 Si y(u) depende linealnente en u, entonces 49

=T, y se puede
compensar la sefial medible & en (4.37), seleccionando

U=ty +u

Donde u,,,, satisface la relacién
Conheamp () +& (1) =0
y u es seleccionado acorde a la ley de control 6ptimo cuadratico lineal.

«' (1) ==RT7CT P ()" (9). ity

an €
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Teorema 4.2
Para el sistema (4.2), dada la red neuronal (4.1) con ¢(x,)=1, el modelo de
referencia no lineal (4.32), y la ley de control (4.50), las siguientes propiedades son

satisfechas:

la ||; +e [, < _+limsup— {%{u (Ndr+ 4, + lim sup L ET (DN & (2)ar

(4.51)
Prueba- Conociendo el minimo W(u'(t)), (4.47) puede ser reescrita como:

P(a7)< 22T A"+ Pl () - ATON T ()Ru'(f) (4.52)
+ A0 +ET(OAL (1) |

lo cual se reformula como:

A.TQA‘ +2 (AR (£) < Zx'TAax' + W(u-(t))

D)+ 4+ ETAE () .

Entonces, integrando cada término de 0 to 1, y dividiendo cada término por 1, y

tomando el limite, para T — o, se obtiene:

1 !
lim sup— lA on dt-!-hmsup _[ T(ARu"(#)dr <

T

lim 2 sup L xTA X dt+ lim im sup— _[r wlu ())dr+ lim sup{—% [ V(A'(t))} (4.54)

r—o0

+l1msup ,[[/1 +&T(AAE7() ]dt

Analizaremos el tercer término, del lado derecho de esta desigualdad, entonces:

s - [¥(5(0) | = tms] -+ (7(2°(2) -V (5°0)
lim sup[— lr V(A'(r)) + %V(A‘ (0))} < lim sup[ ( (O))] (4.55)

7

Tomando en cuenta (4.55), 1a desigualdad (4.51) se sigue de (4.54)

mm]m]
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La ecuacion (4.52) fija una tolerancia para el error de seguimiento de las
trayectorias. La estructura final de identificacion y control basado en una red neuronal

dindmica es mostrado en la Figl7.

Nonlinear
Reference
Model

u Nonlinear
System

Yy
4

Vol

Dynamic
Neural
Network

/_’ Neural Network
Weights Updating o

Law

Control
Law

A

Fig.17: Esquema de identificacion y control
4.4-Aplicaciones

Para ilustrar la aplicacién del esquema propuesto, se incluye el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1- Dado el siguiente sistema no lineal:

%, = —ax; + fsign(x,) +u, e
Xy, = —@,X, + ,stign(x,) 1, '
el cual se presenta en la Fig.18, se selecciona la siguiente red neuronal:
5‘“,1 = -‘J:n,lxu.l + bu,llo-ln,l.(xu,l) ! bu.I?.O'uz(an ) + cn,llal h Cu,ll”z
(4.57)

x.y,z =—a .2 xrn,Z + baJ.ZIO-ll,l(xlm.l) + bﬂu.ﬂaan(xll.Z) T+ [,.,21"2 + [35,22”

Donde ¢ (.) indica una funcién sigmoidal. E]l esquema a bloques de la red neuronal
se presenta en la Fig.19.
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EN

>
L,

Fig 19. El esquema de la red neuronal

El sistema no-lineal (4.56), aiin cuando es sencillo, es interesante; ya que tiene
multiples puntos de equilibrio aislados.
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Se considera:
a,,=a,=5x(0)=10,x,,(0)=-1,8, =3
a,, =0y, =10,x,(0)=-10,x_,(0)=-5,8, =2

La funcién sigmoidal se selecciona como:

o 2 0%
‘y—1+e_ '

La estructura de la red neuronal es similar a la usada en [20]. Se elijen
Q=0Qy=H,,=H,=H,=H,, =1,6"=¢"" =3, y se obtiene la solucién P, (/) de la
correspondiente ecuacion diferencial de Riccati (ver Lema 4.2) iniciando con la condicién
inicial

084 0 ]
i =[ 0 036)

la cual corresponde a la solucion de la ecuacién matricial algebraica de Riccati cuando el

lado izquierdo de esta ecuacidn es igual a cero. En nuestro caso y(u)=w, asi ' =1.

005 0

Escogiendo C, =1 y R= [ } y aplicando la ley de control dada por (4.50), se

0 005

obtienen las curvas de desempefio presentadas posteriormente.

a) flustracion del proceso de identificacion.

Para adaptar en linea los pesos de la red neuronal dinamica se usa el mismo
algoritmo de aprendizaje que en [20]. Las acciones de control u,,u, se escogen como
senoides (#) y como diente de sierra (u;); los resultados se muestran en la Fig.20. Las

lineas sdlidas corresponden a la respuesta del estado de el sistema no lineal x,(#), % (2),y

las lineas punteadas a la red neuronal x:,,,’l(t),x,',,,,z(t). Los valores de la abscisa

corresponden al numero de iteraciones. Se puede ver que la evolucién del estado de la red

neuronal sigue al sistema no lineal.
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D 100 200 300
Fig.20 Resultados de la identificacién

El resultado de la adaptacion de los pesos de la matriz B,, se muestra en la Fig.21.

15 - ' - ,

b
mwww

0 50 100 150 200 250 300

Fig.21 Resultados de la evolucidn de la matriz de pesos.
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b) liustracion del proceso de control.

Para ¢l desempeiio del controlador, primero se sirnula la respuesta del sistema no
lineal con respecto a #,,#,, las cuales son las mismas que antes ( sin control de
retroalimentacion). La Fig22 presenta las respuestas respectivas x(7), x(#) ¥

%,.(9), x,,,(?). La linea solida corresponde a la sefial del modelo de referencia, y la linea

punteada a la respuesta del sistema no lineal.

-
Xy 5 Ko

ko
-4 i
0 100 200 300
X; > Xu V2
4 -

0 100 20 300

Fig.22 Respuesta sin contro] de retroalimentacién

El esquema del controlador es presentado en la Fig.23. Constituye un control de

retroalimentacion con una ganancia adaptable en linea.

57




4
To Workspace E_m.s_,
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Sums Gain4 out_3

Fig.23 Esquema para el controlador

La Fig,24 presenta las respectivas respuestas, donde la linea sé6lida corresponde a la

sefial del modelo de referencia x; (¢), x;(¢), y la linea punteada a la respuesta del sistema

no lineal

%0105 2%, 2(9)-
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3 .
0 100 200 300

Fig.24 Respuesta con control de retroalimentacion

La solucion P de la ecuacion diferencial es mostrada en Fig.25.

- N WA O N
T

o

0 50 100 150 200 250 300 350

Fig.25 Respuesta de la matriz P
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: ‘ i 1F ..
Las evolucion de las seminormas ||A I =limsupj?, j2=— [ AT (1) QA(Hdt y
T T T

1 [ . Y .
e, = liz_m_s;.lg]:, Ji= 2 .[ «'T(£) Ru(£)d: pueden verse en las Fig.26 y Fig.27.

19 : ;

Fig.26 Error de seguimiento J°

»w
T

0 160 . 20{.). T 500
Fig.27: Entrada al sistema no lineal ] ;

60




4.5-Conclusiones del capitulo

En este capitulo se desarrollaron e implementaron un identificador adaptable
robusto y un esquema de seguimiento de trayectorias para sistemas no lineales. Este
esquema esta compuesto de dos partes: una red neuronal para identificaciéon y un
controlador de seguimiento. Se establecen cotas tanto para el error de identificacién como
para el error de seguimiento.

La aplicabilidad del esquema se ilustra con un sistema nolineal; el cual tiene

multiples puntos de equilibrio y un campo vectorial diferenciable.
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CAPITULO V

CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

Como parte final de este trabajo de investigacion, en primer lugar se presentan las

conclusiones y aportaciones, y luego se establecen algunas sugerencias para investigaciones
futuras.

5.1 CONCLUSIONES.

La utilizacion de redes neuronales dinamicas en ingenieria, en particular en sistemas
de control automatico, es muy promisoria; no obstante, los resultados analiticos son muy
escasos. El presente trabajo de investigacion estd constituido por un conjunto de

aportaciones, que enriquece dicho analisis. Especificamente,estas aportaciones son:

a) Estabilidad Global Asintotica

Se establecieron condiciones suficientes sobre la matriz de pesos de una red
aeuronal tipo Hopfield, para garantizar la estabilidad global asintdtica.

El analisis se realizo utilizando el enfoque clasico de Lyapunov; las condiciones
obtenidas son menos reestrictivas que aquellas basadas en matrices diagonalmente estables.

b) Estabilidad Entrada-Estade

Para las matrices de pesos de un tipo de redes neuronales recurrentes de alto orden,
se establecieron condiciones que garantizan estabilidad entrada —estado.,

Esas mismas condiciones garantizan estabilidad asintotica global, extendiendo el

resultado previamente obtenido para redes tipo Hopfield, a un tipo de redes neuronales
recurrentes de alto orden.

¢) Identificaciéon y Control de Sistemas Nolineales

Basandose en un tipo de red neuronal recurrente de alto orden, se desarrollé un

esquema de identificacion en linea para sistemas nolineales.

Una vez que se obtuvo un modelo de sistemas nolineales por medio de éste

identificador neuronal, se desarrolld un esquema para garantizar el seguimiento de
trayectorias, aun si éstas son nolineales,
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Utilizando el enfoque de Lyapunov, se establecieron cotas tanto para el error de
identificacion como para el error de seguimiento.

5.2 Trabajos Futuros.
El presente trabajo de investigacion puede ser continuado en las siguientes
direcciones:

El andlisis de la propiedad de estabilidad entrada-estade puede ser extendido
para establecer condiciones de estabilidad entrada-salida para redes neuronales
dinamicas.

Una vez garantizada la estabilidad esntrada-salida, se pueden sintetizar
controladores neuronales basados en redes neuronales dinamicas.

El esquema basado en el identificador neuronal y el controlador para
seguimiento de trayectorias, puede ser extendido al caso cuando el estado del

sistema no es completamente medible; el identificador neuronal se convierte

entonces en un observador neuronal.
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PUBLICACIONES



APENDICE A

En esta parte se presentan algunos de los resultados presentados en esta Tesis y que

fueron aceptados en congresos internacionales y publicados en revista de arbitraje
internacional.

1) * Input to State Stability (ISS) Analysis for dynamics Neural Networks™ presentado
en la 1997 International Conference on Neural networks (ICNN 1997), Houston Texas,
USA. June, 1997.

2) “Robust Adaptative Nonlinear System Identification and Trayectory Tracking by

Dynamic Neural Networks” presentado en la 1997 American Control Conference (ACC),
Albuquerque, New Mexico, USA. June, 1997.

3) * Stability Analysis of Dynamic Neural Control”, Articulo publicado en Expert

Systems with Applications de la Pergamon Press, ISSN 0957-4174, Volume 14, Number Y4,
January/ February 1998.
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INPUT-TO-STATE STABILITY (1SS) ANALYSIS
FOR DYNAMIC NEURAL NETWORKS"'

Edgar N. Sanchez ™ and Jose P. Perez
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Apartado Postal 31-438, Plaza La Luna
Guadalajara, Jalisco C.P. 44550, MEXICO
Tel:(SZ)(3)684l580, Fax:(52)(3)6841708, e-mail:sanchez@gdl.cinvesiav.mx
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Apartado Pastal F-93, C.U.
San Nicolas de {os Garza, N.L., C.P. 66450,
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Controf, Stability, ISS Analysis, Lyapunov Functions.

Abstract: This paper presents the inpul-to-state (ISS)
analysis for dynamic neural networks. We determine,
using 2 Lyapunov function, conditions to guarantee ISS;
lhey also puarantee globally asymptotically stability
(GAS).

L. INTRODUCTION

The stability analysis for dynamic necural
networks has been intensively developed since late 80's.
First, conditions were established for local asymplotically
sability [1,2]; however there could exist mulliple
equlibria, which generate local minima. This praperty is
useful for associative memory or pallern recognilion, but
guarantee globally asymptotically stability (GAS) is
yery important for automatic control and/or optimization.
The analysis of GAS for Neural Nelwork is being
wngly studied since early 90°s; its importance is
signaled in [3]. Conditions for GAS are established in |4],
applying the cuntracting mapping approach: Matsuoka | 5]
generalized these results by means of a Lure type
Lyapunov fuhetion. Recent results [6.7] are based on the
concept of diagonally stable matrices.

Theré éxist two methodologies for the analysic
dynamic syStems: a) the input-output approach based
operator theory, which requires the operator,
resenting the system, to be bounded; b) the state space
roach, whose main tool is the analysis by means of a

1s work was supported by CONACYT Project 0652A9506 and
jally by the Schools of Mechanical and Flectrical I'ngineenng
Maihematics and Physic Sciences of the UANI,

1803-4522-8/97 $10.00©1997 IEEE

Lyapunov function. These two approaches are nol
equivalent for nonlinear systems [8}. The inpul- to-stale
(1SS) concept. introduced in [9], alfows to establish this
equivalence; it has been applied to derive important
results concerning nonlinear systems conlrol [10,11]. ISS
can be derived by different methods such as: dissipativity,
robust margins, or in the c¢lassical Lyapunov sense [[2].

As a continuation of our previous work related
with GAS [13]. we present in this paper the ISS analysis
for dynamic neural networks; to the best of the authors’
awaieness, this is the Nirst publication conceming this
kind of analysis. In our research, we follow the classical
Lyapunov sense. The paper is organized as follows: first
we present the mathematical model of the neural network;
then we state and prove a theorem, which constitutes our
main contribution, about the conditions to guarantee ISS.
I-inally we establish the relevant conclusions, Definitions
of important concepts, such as class K_  finction,
globally  asvmprotically  stahkility, and ISS Lvapunov
Sunction, are included in appendix.

ILMATHEMATICAL MODEL"

The dynamic neural netwark is described by the
following mathematical tnodel;

Y=A4,x+ I?,mc(r)+ C',md)(\')l" (u)
reR  uent” ol ) e rlu)en” Q2.1

4,.8,.C, en™ ¢(x)en™

"
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where A4 is the stale matrix, B _is the nonlinear

feedback matrix, C, is the input matrix, x is the neural

network state, o(x) and 1)(.r)are nonlinear functions,
and nn labels the model paramelers.

This mode! describes dynamic neural networks
as the ones discussed [14], which is generalization of the

Hopfield model. The elements of o{x) and ¢(x)are
usually selecled as

o, (x)= —2t

sigmoid, that is

B,x,

l+e

We consider A, Hurwitz (all its eigenvalues

have  negative  real parl), I'¢0)=0, and
()¢ (). F (u)globally Lipschitz? :
(e, -x)-ol) < 2. }o |
A —x)- <L A
b, - -4 < Lo | -

Irta, -x)-r @) <L fa

Vx.A, e Yu A, eR”

Selecting 4, Hurwitz is a common assumplion

for stability analysis of dynamic neural networks [5, 6,
7.

Following the same procedure as in (3], it is
trivial to demonstrate that (2.1) presents at feasl one
equilibrium point.

II1. 1SS ANALYSIS

Given
u=0, we define

x*, an equilibrium point of (2
y=x-x"

1) for
then:

y=i=A x+ B o)+ C, ()T (u) G.n

Bm,o(.t‘) +

Adding and subtracting

C,,,,du(x‘ )F (1) 10 (3.1), we obtain:

?In this paper a) u “ denotes the Eucludian norm for veclors and, (or a

matrix A, it is defined as: Jxmm (47 4) with 20 ) the

, . . T
maximum eigenvalue, b}is A (e trunspose of A

140

y=4,v+8, [o(y-r £ )—o(x' )]
+C,, [q)(_v +x )— 4)(1' )}l‘ (u)
*C,...‘f’(-“ )1' (u) + A,mx' + Bnnc(x')

Being the sym of the right part last two terms of
(3.2) equal to zero, and taking in account that " (0) = 0,
(3.2) can be rewritten as:

y=A4_v+8 [c(v+ <’ )-0(:’)
+C, [«b(r-r x )_ d)(r' )]l" (w)
+Cd (" Y () -1 (0)]

(3.2)

(3.3)

Al this sfage, we
contribution: a theorem about
equivalently for (2.1).

establish our main
ISS for (3.3), or

THEOREM - The system

(3.1), or equivalently the
system (2.1), is ISS if:

- 3iA
I . 1
< IIPII A< (3.4)
yeR', P=P >0
where P ;s solution of the Lyapunov equation
AP+ PA, =-yl. Such a unique solution exits

because A, is Hurwitz.
Proof - We consider the following function:

v(y)=y"Pv,P=P" >0 (3.5)

Its 1ime derivative along the trajectories of (3.3)
is given as:

V= Pis i Py=y PoavT By
veay+ 8, [o(ye ¥ )o(x")]
e foor -0 N 0
+C, (" Jr (w) -1 (0)]

(3.6)

which reduces to:



V- -3’_}'7)'-& Zyrl’B,m [o(r +x )- c(r')
+2y" e, [80+ ) -0 (=) () 3.7)
+ 2yTPCM¢(x‘ Il' (u)-r (0)]

We analyze the right part second, third and
fourth terom of (3.7), using the following wmatrix
inequality [15]:
ke x e xTax sy Ay,

This inequality is valid for any matrices
yeR™ vew™  and  for any  matrix
A=A >0, A e R™. In this paper, we select A = P .

For the second term of (3.7), we have:

2_;-r (PBM Ex(y +x° )- O'(I. )])S
s py+ (28, o+ )=o)
(B, [olrex") o))

ery+(PBm, [cr(y+ x )—0(:' )])r
(BM [o(y+x' )-o(x' )])

The right part of (3.8) is equal to:

= ey (B, e x)- o))

P(B,,,. [o(v +x")-sols )])
ALY +1A o, b G o x )=o)
<A LY + WAls,, [ A7 22

(3.9)

3.8

Bnn

So:

257 PB, [oly + x*)-o(x")] <
I+ c2tels, | 1

For the third term of (3.7), we obtain:

(3.10)

‘Bnn

14l

207 (PC,, [p ()= 6 () ()
7 rre (e, o )-GO @Y
r (PC..,. [¢ (v+ x )— ¢(x')}‘ Cee)

v oy, Blex )46 @)
Pl ox)-4G ()
@G.11)

Being ¢(x)globally  Lipschitz, then it is
uniformly bounded [16], so: ‘

ll't’(_nwx')-‘b(r'lsf(.,\#y eN” (3.12)

and the right part of (3.§) can be formulated as:

A+ 1A, Jo (e )-GO G <

el o + &2 22 WAt Tl

cnn

(3.13)
Finally:
sl (PC,,,, fo(v+x)-o G (u)2
el + &2 22 e, | d?
For the fousth term of (3.7), we have:
25" (P 8 (x* r () -1 (0)])<
v e+, o(c Nr ) -1 (o)])T
P (pc, 4 (" Jr W)-r(0)])
<
vieei(c, o M G)-r ])
Plc,.o (<" fr (w)-r 0])

<

el ] + 17l i, (e o ) - @

(3.15)



which can be rewritten as:

2y7 (P, ¢ (x* )r ()-T (0)])<

bl +1Ae, ) Jo G Y
1A + chlflc,] o G

(3.16)

Substituting (3.10), (3.14) and (3.16) in (3.7),
we finally obtain:

ve-(=aal-2ials, | o
(-9 1 jl B
+(K;L;||pnc "+ ZyllAlc

nu

Y

3.17

i

Defining the following functions;

al)= (¢ ~HA- 22| Alla,. | )
0= (22 WA, I+ 2 et Pl 1)
red

‘ 3.18)
then:
v < —a(x)+ 0 () (3.19)

V will be a ISS-Lyapunov function [12], if

a() and 6()are class K functions [2]. As defined,

9(.)salisﬁes this condition; hence, for the system (3.3)
(equivalently (2.1)) to be ISS, it is required:

¢ -1 ife. ] o

which implies;

(3.20)

1142

l2 P s “P“
LA

IBml

1A <

(3.2

Corollary - For the equilibrium point y =0 of (3.3)

(equivalently x=x" of (2.1) ) to be globally
asymptotically stable, (3.21) has 1o be satisfied:

Proof: Taking u =0in (3.19) then:

v < -a ()

¥ <0, VxeR” [2] guarantee that (3.3) is
globally asymptotically stable. To fulfill this condition, it
is required to satisfy (3.22).

(3.22)

|

See appendix, for definitions of class

K, functions, globally asymptotically stability, and ISS-
Lyapunov functions.

A very interesling appication of the ISS
property, to stability of interconnected nonlinear
systems, is discused in [11].

IV. CONCLUSIONS

As our main coniribution, we establish
conditions for the weights of the interconnection matrix
of dynamic neural networks, in order to guarantee input
to state stability. For inputs identically equal to zero,
these conditions also guarantee globally asympiotically
stability.

The ISS property allows the application of
dynamic neural network to nonlinear control. Work is in
progress to develop control schemes based on the
inteynal model countrol (IMC) technique,

V. APPENDIX

a) class K, function[2].
f:[0.a) - [0.20)is said to belong to class X if it is
strictly increasing and f (0)= 0 and it is said to belong

toclass K if a=o and lim f{r)= oo

A continuous function



b) Globally Asymptotically Stability (GAS) [2]. Let x=0

be an equilibrium point of.i=f(x) and I ¥1"be a union
of opened connected set, wilh none of its boundary
points, which contains x=0. Let /. D~ R be a
contingusly  differentjable  function, such  that

V(0) =0,7(x) > 0 and V(x) <0 in D- {0}, then x=0
is asymptetically stable. If the property is fulfilled for

p=a" , then it is global.

c) ISS Lyapunov function [12]. A function
V(x)m” = N'is defined as ISS Lyapunov il there

u(r) 9(r)class
V(x)s —aﬂ|x||)+ 9(“11") Vx e R VueR™
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Abstract

We analyze adaptive nonlinear identilication and tra-
jectory tracking using a dynamic neural network, with the
same state space diinension as the system We assune the
system space state completely measurable. By means of a
Lyapunov-like analysis we determine stability conditions
for the identification error. Then we analyze the trajec-
tory tracking error when the adaptive controller is utilized.
For the identification analysis we use an algebraic Riccati
equation and for the tracking error a dillerential one using
on-line adapted parameters ol the neural network. The
structure of our scheme is composed by two parts: the
neural network identifier and the tracking controller. As
our main contributions, we establish two theorems: the
first one gives a bound for the identification error and the
second one establish a bound for the tracking error,

1. INTRODUCTION

Recently, there has been a big interest in applying
neural networks to identification and control of nonlin-
ear systems, Nonlinear system identification can be ap-
proached as the approximation of the system behavior by
dynamic neural nelworks. In this direction there exists al-
ready some results. They may be classiflied in two groups:
The first one, as a natural extension, is based on the lunc-
tion approximation properties of static neural networks]1]
and is limited lor time belonging to a closed set. The sec-
ond one uses the operator representation of the system to
derive conditions for the validity ol its approximation by
a dynamic neural network; it has been extensively ana-
lyzed by I. W. Sandberg {2]. The structure proposed is
constituted by the parallel connection of neurans, with no
interaction between them: it is required that the nonlinear
system fulfills the approximately-finite memory condition.
In (3], a dynamic neural network, based on the Hopfield
model, was proposed [or nonlinear systems identification
using operator representation based on the fading mem-
ory condition [4]. Both of them, the approximately-finite

1T he rescarch, reported in this paper, was supported by CONA-
CYT Project 0652A9506 and partially by the Schools of Mechanical
and Electrical Engineering and Mathematims and Physics of UANL.

memory and the fading memory conditions, rexquire the
nonlinear systein to be stable.

The above mentioned results give just conditions [or
the existence of a dynamic neural network, which mini-
mizes the approximation error to the nonlinear systems
behavior; they do not determine the nunber of neurons
and/or the value of their weights to effectively abtain the
minimum error. A recently result [7] solves the problem
of the neuron number by means of recursively high-order
neural networks. There this number is selected to be equal
to the dimension of the nonlinear systems state, which has
to be completely measurable. This measurability condi-
tion is relaxed in [5] to singular perturbed systems.

There are not many stability analyses in neural con-
trol in spite of successful neural control applications re-
ported and that. even for neural inflormation storage ap-
plication, energy function studies are used [or proof of
convergence to desired final values [6]. To the best of
our knowledge, there are only a [ew results published re-
garding nonlinear systesus control by dvnamic neural net-
works. In our opinion, the most important are the ones
by M.A.Christodoulon and coworkers [5, 7| and relerences
therein. In [5] the neural network weights are on-line
adapted to minimize the identification error. Stab:lity of
the whole system is performed via a Lyapunov function;
as above mentioned their approach can deal with singular
perturbed systems. In (7], they develop a direct adaptive
regulation scheme and analyge its stability. Other results
(8] utilize a SISO affine control representation of the non-
linear system, which is approximated by a dynamic neu-
ral network. This neural network is linearized by an inner
loop designed using differential geometry techniques, and
the outer control law is implemented using a PID con-
troller.

In [9], we analyze bolh: nonlinear system identifica-
tion and control. First, the nonlinear system is identified
by means of a dynamic neural network; then, we force the
identified system to track a signal generated by a nonlin-
ear model using a nonlinear controller. The identilicalion
error and tracking error stability analysis is performed by
a Lyapunov like method. Jt is worth mentioning thal the

p.1



the one introduced by AN, Mitchel and coworkers for the
robustness analysis of neural information storage [10].

This paper extends our previous results i the [lol-
lowing ways: we consider on-line learning of the neural
nelwork parameters. and a slightly different adaptive con-
troller is used for the trajectory tracking.

2. IDENTIFICATION ERROR
STARILITY ANALYSIS

We assume the [ollowing neural network structure:
Znn = AnaZan + Ban(B)o(Tna) + Canylttn,) (1)

where Tyn € R Upn € R™, 0(Zhn) € R?, App, Ban €
X Crng € R™*™. Apn is a Hurtwilz matrix, Buy is
the matrix for nonlinear stale feedback. C, is the input
matrix, Tnn is the state of Lhie neural network,

o (.) is a nonlinear state feedback function, and v(.) is
an input function, and nn identifies parameters and vari-
ables relaled to the neural network mathematical model.

The neural network (1) can be classified as a Hoplield-
type one. o (.), 7(.) are usually represented as sigmoids.
We will adapt just the parameters of the nonlinear feed-
back matrix, so it is time-varying; the parameter adapta-
tion will be done using the same algorithm as in [5].

The nonlinesar system to be identified is given as:

i=[(zx,ut), rER", ueR™ (2)

We assume the system state completely measurable, and
the state and input dimension of the system equal to those

of the neural network. Under these conditions, we define
the state approximation error as:

A=< gl A= 2L E g, (3)
Adding and subtracting the term Az , we obtain:

A = AA + [f (z,u,1) — Apnnn
-B,,0 (Inn) = Cnn‘)’(u) _'AA]

with A any Hurtwitz matrix, and wnn = u.

Under these conditions, the ODE describing the error
behavior is:

A= flz,u.t) — AnnTan (4)
=Bun0 (Tnn) — Cany (v) — AA,
At this stage, let suppose the following assumptions are
fulfilled:

A1 - There exist positive delined matrices H,, and Ha
such that:

T (A, z,u,t) H,.h(A,:c,u.,t.) 5)
< eo(z,u,8) +& (:x:,u,t)AT Hal .
foreg(.,.,.) and g (., .,.) positive bounded functions, with

€% and ¢! the respective bounds, i.e., supe, (¢,u,t) =¢' <
,i=0,1,Yz€ R, Vuec R, vt > 0.

“strp funchon” eondition [11)":

/o (x,2.8) — AT = (A — Aun)
= Buno(x = 8) = Camy ()l < Ly

for Vr € R" Vue ®™ Vi 20,

A3 - The functions 0 (z) and ¢ (z) are Lipschitzian
with constant L, and L,-

A4 - o(z) satisfies:
0T (x) Zo (z) € " Az + Ao

where Z2=27 >0, A, = AT >0, 2,, >0, Vr € R".

A5 - There cxils a strictly positive defined matrix Qo
such that. for the matrix A above defined. the following
matrix Riceati equation:

ATP+ PA+ PRP+Q =0

where R:= H g +H,], Q = ' Hao+e¢/ ' Hap+Qo, has
a solution P; = P/ > 0. Such solution exits if the ma-
Lrix A is stable, the pair (A, Ré) is controllable and the

pair (Q,R%) is observable. These conditions are easily
Malfilled selecting A diagonal.

Comment I- All matrices H( y normalize the respective
vector Lo one with dimensionless components.

C'omment 2- Equation (5) represents an ellipsoid type
restriction for the respective vector fields.

Comment 3 - We use the same learning law as in [5];
therefore matrix B, (£) is bounded ||Bax (£)|} £ B.

Comment 4 - If o(x) is chosen as a sigmoid function,
A3 and A4 are fulfilled.

Lemma 1 /n inequalsty (5), for any fized Ha,x > 0,
and under Assumptions Al and A3, we have

m:U+fo@mJ)—Amx—Bmogbd%ﬂﬁmm{
g = (1 +X_l) (1Bunll Lo + 1A — Annll)” lHn]]
Ha=1,"=sup, , (€0 < (14 x) || Hnl| L?.

Proof: - It directly [ollows [rom:
h(A z,%,t) = hy (z, u,t) + ha (A, 1)
by (z,u,t) = [ (z,1,L) — AguT — Band () = Cany(1)
hy(A.z) = Bun{o(z) —o (z = A)) - (A— A,.) A
2 =
il < Q430 WAl + (1 +x7) el -

Under the above assumptions and Lemma 1, we establish
the first of our main contributions: (]

1o this article: a) |||| denotes the Euclidian norm for vectars, and

for any matrix A it is defined as \/Amax (AT A) , where Amar (.} 18
the maximum e¢igepvalue of the respective matrix; b) |||y 18 the

weighted euclidian norm.



T 0L I L L gr e Syhet R [2p il e

work (1), the following property holds:

Grae s an s N -

. 0y = £
Jim supl|A (D]l < A% (1) = \/,\mm ) o (1))

4 i
where R, = I’ 2Qnl’ * and Apyn () s the manimum
eigenvalue of the respective matriz.

Prooft - Let consider 1the nonnegative defined scalar
flunction V (A) = ATPA € R,. Calculating its time
derivative over the trajectories of equation (1), we obtain:

V (A)=2AT Py (AA + h) @
= AT (MA+AYP) A+ 20T Pih

where the funclion h = h (A, z,%,t) is defined in (4). Us-
ing Lhe matrix inequality given as:

XY +yTX < XTAX 4+ YTA 'Y (8)

which is true for all matrices X € R7*% vy ¢ §77%  and
for any matrix A = AT > 0, A € R*™" 35 demonstrated
in [11]. Applying A1l we formulate:

AT PR AT (PH'P+e' 1) A+ (9)
Substituting incqualities (9) in (7), then:
V(A)= AT(PA+ AP 4+ PiH, P+ ' HaD) + €0
Considering A5, we obtain;
V(8) < —Amin (Rp) V (A) + €.

[rom which we obtain (6).

(10)

3. TRACKING ERROR ANALYSIS

The conlrol goal is to [orce the system states to track
asignal, generaled by a nonlinear reference model as z° =

w(z*t). The state trajectory tracking can be formulated
ag Jm'm = millu(() J where

,
(12 —1
1=l ="+ Il el = T 2 [ a0z 0 at
0
So, for any 7 > 0, then:

J<(1+7) ||z - xnnuzq ¥ (l * 17_1) lzwn - I'”?Q + “u||2n

The minimum of the term ||z — znﬂlle has already been
solved for the identification analysis. So, the control goal
is to minimize |2y, — z° “2Q .We define the sate trajectory

error as A* = z,, — z'. So, the ODE which deseribes the
state trajectory error is:

A' = AnnA' + Bm.(i (A' + I.) + Cvm'Y(“) + {‘ (t)Q
£ (t) = Apnx” —p(x°,1).

(11)

10 iy o

troduce the following Lyvapunov Minetion:
AT (A ,wliose Lime derivative is:

') =

Vi (AY) = 28T B(1)(ApnA* + Buno (A* +2°)

o 12

+Co7 (0) £ €0 (1) + BT Pr (DA, t
We Lake into account Lhe [ollowing identity:

2((‘:,,[’13')1.')(14):I(‘I,,PA’ +7(u)|l2 (13)

-a'Tp (('nn(':n) P — lh ("’)“2 .

First. we apply (8) wo 2 (BT, (2) % (t) A‘)T o (A" + 1)
and then we utilize A4 to oblain:

2(BL, (6) - () A") o (A +2)
<SATP (1) (Ban () Z 'BL. (1) (1) A"
F2A'TALA 4+ 22T A2 + Moo

Then, we employ (8) in 2(P. (£) A*) € (t) so:
2(PAT) € (1) S ATPA PAT+ET (1) AE (). (14)

Substituting (13), (14) in (12), adding and subtracting
A'TQ.A* |, we formulate:

V(A) S A TP () Anp + AL Pe (1) +

P (0) (Bun (92 'BT,(0) + A;' = CanCL) P(0)
4280 + Qc + Pa(]A" 4+ 22T A 2" + £ T (1) Acl® (8) —
vl + T Pe (1) A* + ()| = ATQA" + Mo

let us cheose F. (1) such that [ollowing differential Riccati
equation is satislied:

PAnn+ AL P+ P(BnnZ "By + A

—CanCT )P +20, +Q = — P, (1). (15)

Taking into account Comment 3 (|| Bnn (t) < B, Vi > 0}}),

the term Bo.(t)Z 'BT (t) in the left side hand of (15)
can be estimated by

Bun(t)Z 'BY (1) € B*AmaxdZ ')I

that leads to a differential Riccati equation with constant
parameters. Starting with an initial condition P, (0) =
PT (0) > 0 close to the equilibrium point of this stationary
differential Riccati equation, we can conclude that under
conditions analogous to A5 the original one has a solution
P.(t)=PT(t) >0, Vi>0. If (15) is satisfied, then
the time derivative of the Lyapunov function 1 (A*) fulfills
the inequality:

V(A*) < 20T A z + €T (1) Ak (1) —

1y @I + |Can PLOA® + v (w)]* =
ATQA* + 2o+ u"Rau—-uTR.u

(16)
Let define the function W (u) as:

W) =—|ly (u)“2 + llCIn P.()A" + v (u)]l2 +u! R

p-3
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V(AY) < 257 T AL +llJ(u)—A QA

~uT Rt 4 Ao +E°T (1) AE* (1) (17

In order to calculate the control action w(t) | which mini-
mizes the Lracking error, let start by ininimizing ¥ (1), so
5%5‘3) has to be equal to zero. To perform this winimiza-
tion, we assumne thal, al the given { (posilive), »* () and
Zap (t) are known and do not depend on u{¢) .

Comment 5 - We name Lhe u' (t) signal, minimizing
Y (u), a locally optimal control, because 1t is calculated
based only on “local* informalion. 'To solve this optli-

mization problem, let us consider the following recursive
gradient, scheme:

ur(t) = e {t) —

Tk(—l—w up(t) = 0.

du ’
where the gradient %&9 is calculated as:

#hle)

d"y(u) ‘7' 1]
= =20 CTL P (1) A (1) + 2Reu

and the sequence of the scalar parameter 7 satisfies the
condition:
oo
Te 20, ZTk=OO, T — 0.
=0
For example, we can select 7x = “—4_',,—)7, 7 € {0,1). Caop-
cerning u° (f) , we state the following lemma.

Lemma 3 u* (¢) can be caiculeted as the limit of the se-
quence {ux (1)} , ie,

ue(t) = u'(t), &k —o0.

(18)

Proof: - It directly [ollows from the properties of
the gradient method, taking into account (11) and (18).
o

COROLLARY I - Il nonlinear input function to the
neural network {1) depends linearly on 1(2) , we can select

173(—1 =T, and we can compensate the measurable signal
£ (t) in (11) by the modified control law:

w(t) = toomp (1) + ¥° (1)
where U,my () satisfies the relation:
Chnlicomp(t) +£°(t} =0

and u* is selected according Lo the linear squares optimal
contro] law:

u' (t) = -R'TCL A () A" (1) (19)

It s worth mentioning the similarity between w*(t)
given by (19) and a linear least squares optimal control
law. At this stage, we establish our second inain contri-
bution

(1). the nonimcar reference model | and Jhe 6611,0‘0[ lnu!
(19), the following property holds:

42 nd = B el S »
: = Ao
1A NG+l < 2|l ||A"+rh!|;o1_ /n V(1 (1) di + Aea
(20)

Proof: - Alter knowing the minimmn ¥ (2* (¢)) (17)
can be rewritten as:

V(A <200 T AT + W (et (1) - ATTQAT—
w (1) Ru(t) + Ago + Aoo + €T (1) ALE™ (1)
Then. integrating each term from 0 to 7, dividing each

term by T, and laking the limil, for 7 — oo, of these
integrals’ supreme and Laking into account that

Ty -2 [ v o) < g 2 @ o] =0

(21)
we obtain (20). =

Equation (20) fixes a tolerance level for the trajectory
tracking error.

4. APPLICATIONS

'To illustrate the applicability ol our approach, we in-
clude the following example. Given the nonlinear system:

Ty = —onZo+ Pisign (Tysd) +wi, 3,5 =1,2. (22)
Let select the neural network as follows:
inn.t = ~0nn,iTnri+ bﬂﬂ,ll(r‘flu,l (-Tnﬂ,l)
+Bnn, 20002 (Tnn2) + Cani1 s + Conjigttz, 1=1,2.

where o (.) indicates a sigmoidal function. The given non-
linear systein (22), even simple, is interesting enouglt; it
has multiple isolated equilibrium. We consider:

Onnt =0 = 5,71(0) = 10,2, 1(0) = —1,8, =3,
Qnn 2 = g1 = 10,72(0) = =10, 24, 2(0) = =5,06, = 2.

The sigmoid lunction is chosen as: @ (r) = 2(1 +¢~7%)~1 -
0.5. The structure of the neural network is similar to
the one used in [5). We select Qc = Qo = Hy =
Hpp = Hap = Hay = 1,6 = /' = 3, and obtain
the solution F.(t) of the corresponding differential Ric-
cati Equation (15) starting from the initial conditions:
Iy = 084 0
0 084
the algebraic matrix Riccati equation when the left side
of this equation is equal Lo zero. Choosing Cy, = I and
Re = 0'35 (,%5 , and applying the control law given
by (19), we obtain the results explained helow.
a) Nonirnear identificalion

, that corresponds Lo the solution of



To adapt on-line the dynamic neural network weights
we use the same learning algorithmn as in 5. The input
signal ©. Uy are chosen as sine wave and saw-tooth func-
tion: the results are shown as Fig.2. and Fig.3. The sclid
lines correspond to nonlinear system state responses r(t),
r2(t), and the dashed line to neural network ones z,,,,.1(t).
Tnn2(t). The abscissa values correspond to the number of
iterations. It can be seen that the neural network state
time evolution follows the ones of nonlinear system.
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b) Trajectory Tracking,

We implement the control law given by equation (19);

it constitutes a feedback ¢ ntrol with an on-line adaptive

gain. Fig.4 and Fig.5 pi-- ent the respective responses,

where the solid line corresponds to reference model signals

Iy(t), z3(1) . and the dashed line to the nonlinear system
responses z1(t), za(t)
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The time evolution for the seminorins

*r

A2 =limsup J2. J2 = % f AT (QA()dt,
T
0

can be seen in Fig.6. The time evolution for the entries of
P. in (15) is shown as Fig 7.
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Figure 6: J&
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Figure 7. P,

5. CONCLUSIONS
In this paper we propose a new adaptive neural con-
troller, which is composed of two parts: a neural network
identifier and a tracking controlier. We establish bounds
for both the identification and the tracking error. It is

worth entioning that the reference model is nonlinear:
so the develaped structure allows the implementation of
many applications.

We tested the performance with an interest system; it
has multiple equilibrium and the vector field is not differ-
entiable. In the future we will develop the implementation
of this scheme for nonlinear systems presenting phenom-
ena such as: saturation. friction. and hysteresis.

As a continuation of our research, we were able to de-
velop and implement an adaptive identifcation and tra-
Jectory tracking scheme for nonlinear svsiems. Work 1s in

progress to relax the condition of complete measurability
of the system state.
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Abstract

In this paper, the authors summarize their research related 1o dynamic neural control In particular, results on nonlinear sysiem
identification. nonlinear trajectory tracking, and inpul-ie-state stability (I1SS) of dynamic neural networks are presented. The main

analysis tool utilized is the Lyapunov approach References for the delailed demonstrations are given. We illustrate the applicability
of the results by means of examples. © 1998 Elsevier Science Lid. Al rights reserved

1. INTRODUCTION

In spite of reported successful neural control application
(Agarwal, 1997), and that even [or neural information
storage application, energy function studies are used lor
proofl of convergence Lo desired values. there are nhot
many stability analysis in neural conirol (Lewis &
Parissini, 1195). Regarding nonlineas system control by
dynamic neural networks, ta the best of our knowledge,
there are only a few results published. In cur opinion, the
most important are Rovithakis and Christodoulou (1994,
1995), and references therein. They utilize a particular
version of recursively high-order neural networks. In
Rovithakis and Christodoulou (1994), they identify a
nonlinear system by means of dynamic neural networks.,
then calculate the control law, based on the neural
network medel, to force the system to follow a linear
model. The neural netwok weights are on-line adapted to
minimize the identification esmror. Stabilty of the whole
system is analyzed via a Lyapunov function; their
scheme can deal with singular perturbed systems. In
Rovithakis and Chnstodoulou (1995). they develop a

* Author for comespondence

direct adaptive regulation scheme for affine in the control
nonlinear systems: again they amnalyze stability using a
Lyapunov function. In both papers, they illustrate the
applicability of the respective approach by a D.C. moior
speed control. Other results (Delgado et al.. 1995) utilize
a SISO affine contral representation of Lhe nonlincar
system. which is approximated by a dynamic neural
neiwork. This neural network is linearized by an inner
loop designed based on differential geomelry techniques;
the outer conwrol law is implemented using a PID
controller.

There exist two methodologies for the stability
analysis of nonlinear dynamic systems: (a) the inpul-
output approach based on operator theory, which requires
the operalor, representing the sysiem, to be bounded: (b)
the state space approach, whose main toal the Lyapunov
approach. These two methods are not equivalent for
nonhinear systems (Varaiya & Liu. 1966). The input-1o0-
state stability (1SS} concept. introduced in Sontag
(1989), allows us lo establish this equivalence; it has
been applied to derive importanl new resulls conceming
nonlinear control (Jiang et al.. 1994; Tzimas, 1993). [SS
can be derived by different ways, such as: dissipativity,
robust margins, or 1 the classical Lyapunov sense

0957-4174/98/$19 00 Copyright © 1998 Elsevier Science Lid All nghts reserved.

Pil SORS7-4174(0™ 'YN)72.9
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{Sontag, 1995).

in this paper, we discuss bhoth nonlimear system
identilication and control For control, we force the
tdentfied system 1o track a sigpal generated by a
nonlinear model. The identification error and tracking
error stability analysis is performed via a Lyapunov-like
method. We establish, as theorems, the bounds for these
errors. We also present the ISS analysis for dynamic
neural neiworks: (o the best of our knowledge, this is the
first time such an analysis is performed.

The paper outline is as follows: in Section 2, nonfinear
identification is discussed. then in Section 3 we present
the monlinear tracking scheme. In Section 4, we establish
ISS conditions for dynamic neural networks; then in
Section 5 we include examples which illustrate the
applicability of the results. Finally, in Section 6, we state
the relevant conclusions.

2. NONLINEAR SYSTEMS IDENTIFICATION

In this section, we develop the analysis of nonlinear
system identification by means of dynamic neural
networks, We assume the following structure for the
neural network:

innz Antrxnn & B,,,,G'(Inn) + Cnn ‘b('rnnj K“nn’ (! )
X, €M, e R alx, ) e N M, )N, )eN"
ABeM™ C el

where: v, is the slate of the neural network, u,, is the
neural network input. A, is the state feedback matnx, 8,
is the nonlinear feedback matrix, C,, is the input matrix,
of.). @) are sigmoidal functions. 9.} is a bounded
nonlinear fuaclion. and nn labels the neural petwork
paramerers.

The nonlinear system is defined as:

k=frud), reM ueh™ (2)

where: x 1 the system slate, « is the input. [ is 2 vector
valued function, and 1 is time.

We assunie the system staie completely measurable.
and the neural pctwork state dimension equal to the
nonlinear system one. The identification error is defined
as.

A=x—x, A=k—x, (&)

Adding and substracting Ax. we obtain:

A=AA+[[(X.00,0) = Aghon = Bon0(100) = Coa(X,0) i)
—Ad4) “4)

with A any Hurtwitz matnix and «,, =u
The ordinary differential equation describing the eror

dynamic is given as:

A=AA+hB.cwt) (5)

h(Axu, i) =f(xut) ~A 1 —(A— A )A—- B o(x — A)
= C"n'f’(f— A)Ku)

We assuiie (hat the following assumptions are (ul-
filled.

Assumption 2.1. As in Poznyak and Sanchez (1995).
there exist matrices H,, H, positive defimie, such.

hT(Axu )H (A xu)<efxut)+ e, (xu)ATH A (6)

for €f...), €(....) bounded positive functions. with €.
€' the respective bounds, i.e:

supe(ru=g'<w, ¢=0),1 (N
YxeR " Yue"¥iz0
Assumption 2.2. f satisfies'
If(x.uu) = Agex — B.0(x) = C o) AuM=L;  (8)
VxeR Vel 120
Assumption 2.3. ¢(x) and a{x) are Lipschitz. i.e:
g} — v — AM=<L A0 — ofx — AN=L AN (9)
ViAe"

Assumption 2.4, As wsual in identificauon, u(r) is
bounded for V>0, so:

Iul<L, an))

Assumption 2.5 There exits @y Strictly positive

definite matrix such, for the previous defined A matnix,
the following matrix Riccati equation:

ATP+PA+PRP+ Q=0 (1)
R=H,'0=c'H,+ 0,

has a solunon P=PT>0

This solution exists if the matrix A is stable. (A.R'?) is
controltable. and (Q "%.A) is observable (Willems. 1971).
These condilions are easily fulfilled, selecting A diago-
nal.

At this stage, we establish the following lemmna.

Lemma 2.1 In inequality equation (6), for any H,,

"tn this paper (a) Il denotes the Euclidian norm for veciors, and for
any matrix A 15 defined as VA (ATA) wilh A,,() its maximum
eigenvalue, (b) Nl 1s the weighied Euchdian norm
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x>0 fixed, and under asswnptions 2.2 and 2 3. thea:

e )= (1 + M) A,v— B o(x)
= Con®(x) VN, (12)

&) =1+ OB L, AUC, ML, 1A AW DH R
Hasi
%=1+ YN}
Proof. I follows direculy from:
h(x,u,4,0) =h,(cu.0)+ hyix..d) (13)

by () =l wa) ~ A x — B otx) — C . d(x) An)

hylx.u.4) =8B, (o(x) — olx— A))
+C (P — dx - dANAe)y (A — AL)A

Al 5 = Wy + G, SCLE M, + (14 x DIV,

Under the above mentioned assumptions and Lemma
2.1, we establish the following theorem.

Theorem 2.1. Eor the nantinear syvscem equation (2)
and the neural network equation (1), the dennfication
error s bounded hy:

0

& -
§ A=< 4%(P)= 14
42 SNSRI ) Airir) B

where R =P TR0 and A, 80 i the  minimian
eigenvalue of Lhe respecrive malrix.

Proof. Let consider thc non-ncgauve deflined scalar
function V(4) e, as (ollows:

V(AY=ATPA, P=P >0 PeR™" (15)

Calculating its time denvative along the trajectones of
equation (5). we obtain:

V(A =24TP(Ad+ y=AY(PA+ATP) A+ 2ATPh (16)

where the function A=h(dxut)is defined n
equation (5).
Using the matrix ineguality given as:
XY+Y'=XTAX+Y'A 'Y (n

which is true for all mairices Xe ™ Ye R ™, and for
any matrix A=A7>0, AeR™" as demonstraied in (11}
we derive.

2IATPh=hTH h+ A'PH, ‘'PA (18)

Applying assumptions equadon (1)equation (5). we

obtain

) ql ] @
V()= —A'YQ‘,A-g»;-“____Afp;([’ 2 QP ;)p 1d+€
(19

VIAYS — Ao (RIV(A) + £°

] !
with R =P QP "2
Solving equation (19), we derjve

VIA)SV(Ae =y g” [ P07 (20)

which can be explicitly evalualed as:

0

VAP SVidge e S ¢

—_e A,..tR,u) (2”
Amin(R,.)

Taking into account the inequalily:
V(A= Al PNAIE (22)

finally, we obtatn equation (15). @

fn Poznyak and Sanchez (19962). we discuss the
stability analysis for the identification error, when the
components of B, are adapted on-line. In this case,
because we use the same learming {aw as in [3]. so B,.(1)
is bounded, i.e. (B ()I=8. Vi=0.

Regarding the above mentioned results, we slate the
following comments.

Caomment 2.1. equation (14) sets a bound for lhe
rmaximuam of the identification ermror.

Comment 2.2. equation (14) 1s valid even il the
nonlinear system is unstable, the imitial condihions are
different for the nonlinear system and the neural
nctwork, or the time goes o anfinity. This is a big
improvemcnt over existing results.

3. NONLINEAR SYSTEMS TRAJECTORY
TRACKING

We consider ¢¢x)=1, for the neural network equation (1),
The goal is 1o force the sysiem states of the nonlinear
system equation (2) to track a relerence signal, which is
generated by a nonlinear reference model

k=% 1) 23

Defining the following semi-noms:

el g, = !_1_['2 sup lr Ix'(l)Qx(l)dl, (24)

) 1
Ne)2 = lim sup ~ lu‘(nRu{J}d(
7
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O=0'>0.R=R">1
.the state trajectory tracking is formulated as.

- e 2 !
Fin = min JoI=le—x 5+ ullg (25)

For any >0, then:
J=(1+ pix - J.m||2,+(l +7 g, — M+ 12 (26)

The minimum of llx — x,mllé has been obtained (or the
identification analysis. So the control goal is (o minimize
I, —x"I1%: we definc the stale trajectory error as
A*=x,,~ x*.

The erdinary differential equation which describes this
error dynamics is:

A=A, A"+ B, (A + 1)+ Covu)+ E()  2T)
§(=Anx" = @lx"1)
We define the (ollowing Lyapunov function:
V(A")=A""PA". P=P">0 (28)

whose time denvative, along the tracking ervor trajec-
tory, is:

V(4 )=4"TPA
=24""P(A, A"+ B, (A" +x")+ CoaHu)+ &1))
2%

V(A" )Y =4 (PA, + A PYA + 2BI PA") 04" +x")
+2(CLPA YY)+ 2(PA Y E'(1)

Considering the following inequality

2CT PAY ") =NC I PA" + H)II?
= A7P(CCLIPA = (IKalll? (30)

assuming that:
T N)Zo(N)=xTAx+ Ay 30
Z=">0,A,=AT>0.4,,>0,
YieM" 120

and using the matrix inequality cquation (17). we
obtain:

V(A Y=AT(PA, +ALP+2A,+OP(B,Z 'B),
+A, = C, O+ 4’ (32)

+2TAX T+ £ AL AU +1C, LA+ Kl
o A ’TQA + A,o

Related (o this Lyapunov (unction derivative, we
establish the foliowing Lemma
Lemma 3.1. The tme denvative of the Lyapunov

Juncion equartion (28) satisfies the mequaliy:

V(A Y=2xTT A+ 5'7(1)/1‘;-"(!) ~Nyu)IZ ¢ M1, PA*
+ 7 — ATOS "Ry u'Ruv Ay

(33
Proof. 1t directly follows if the matrix Riccau
equation-

PA+ALPAPBZ 'Bot A, '~ C CrIP+2A,4+0=0
(34)

has a solution P=PT>0. and adding and subtracling
« Ru.
Defining the function ¥qu«) as:

W) =€ (AL (1) = W +1C, PA" + HeI* + u "Ry
(35)

then:
VIAY=S2 TA "+ Yu) — 404" —u"Ru  (36)

To determine the control action u(t), which minimizes
the tracking error; we start by minimizing ¥Au), s0
(d Yu)dw)=0. We assume that for a fixed r (positive).
x(r) and x,,(1) are known and do not depend on u(r).

Comment 3.1. We name u*(1). mimimizing ¥u). a
local optimal control. because il is denived based only on
‘focal” information.

d¥1u)/du is caleulaled as:

aEn ' L f dn) )T
2(—811 )/llf(l) 2( du )7{“)
T
+2( dz;{_u]) {C PA™ + Uu))+2Ru
u

37

Related to u*(s). we state the following
Lemma 3.2. u*(r) is givern by

d T
w'()=—R '( A ) c.Pa (38)
du
Proof. 1t directly follows from £ (1)=A, ¥ — @x*.1).
]
Corollary 3.1. lf Yu) depends linearly on u, then:

SR 39
du
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u'(N=—R ', 14"

We establish, now, a theorem about the tracking error.

Thearem 3.1. For the nonlinear system equanon (2),
the neural neiwork equation (1), with ¢{x,.)=1 1he
nonlinear reference madet equation (23) and the control
law equation (38), the following property holds:

t
AU+l =2 W+ tim sup [ V' (0)de+ A,
@0)

Froaf. After knowing the miniimum Ylu*(r)), equation
(37) can be rewritten as:

V(A)S2 T A"+ Tu'(1)) — A'QA4° -~ u T(NRu (0
+ A 41)

which can be reformulated as:

404" +0 (DR ()=2x"" A"+ VAU (D) — V(A" ) + A,
(42)

Then, intcgrating each of these term. from O to 7,
dividing them by 7. and calculating the limit. for r—co,
of the integrais suprema. we obtain equation (40).

The global structure for the dynamic neural idennfier
and controller is shown in Fig. |.

The detailed demonstrations are included in Poznyak
and Sanchez (1996b).

AU this stage, we extend the previous analysis 1o
consider nronlinear systems with uncertainties modelled
as:

k=t n+f (et ae R peN (43)

where {(...,.) is the nominal system and {,(.....) represents
the uncertainties.

To develop the respective analysis, which is very
similar 10 the one above explained, Assumption 2.1 has

Noglinest -
Refereme |[————
Model

Y || Neafieenc x
/ Syrtem 1

yd

4 Dywsuic
Neoral b

Network

i Mrery Netwert
Wighae Upd stiny

Lav

Coatrel
Lsw

FIGURE 1. ldentitication and camtrol scheme.

1o be modified as follows.
Assumption 3.1. As in Poznyak and Sanchez (1995),
there exist matrices H,,, H , positive definite such:

h (A DH ph{ Ax )< 60l x s, () + & (x.e,1) AT H 5 (44)

for €,( ....). €il.....) bounded positive functions, with €™,
1 [
£ , LE;

supg{xun=e"<o, i=01 (45)
VYie R VYueN" V=0

Additionally. we assume the following:
Assumptions 3.2. There exist matrices H,, . H,
positive defined such:

ff(x.u,!)H,,f [ (x,06,) < Bl xa) + £ (x .00 A TH A (46)

for €qf...v. ). €{.,-..) bounded positive functions. with €,
£ e
e e

supgplxu)=g"<e, i=0,1 (47
VxeN"YueN"¥i=0

From this point the analysis [ollows as the one above
discussed. The detailed demonsirations are presented in
Poznyak et al. (§997).

The analysis. when B,, is on-line adapted, is again
very similar. The most important difference is the matrix
Ricatti equation (35), aow becomes a diflerential matrix
Ricatti equation as follows:

PAﬂﬂ+AIﬂP+ P(B'I"Z .BIB+AE . - Cnnc:n)P+ 2A0+Q
=18 (48)

For this case, we establish the following corolfary.

Corollary 3.2. ¥ for neural network equation (1),
Nu) depends linearly on u, then %‘—) =I and the
signal &Xt) is compensated by the modified input
U() = Vo) U (1), whete () fulfills Cu 0+
EN=0and u'()=— R:'T'CLP.(N4"(1).

In Poznyak et al. (1996c), all the demonstrations are
included.

Comment 3.2. The scheme shown in Fig. ! is very
wmnovative; it allows to track a reference signal generated
by a nomlinear model, and is robust in presence of
uncenainties.

4. INPUT-TO-STATE STABILITY (ISS) ANALYSIS

The dynamic neural network is described by equation
(1), with A,, Hurwitz, 110)=0, yo(.), ¢X.). Mu) globally
Lipschitz:
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ot d, - x) — oM=L A (49)
g 4, — x) ~ =LA
14, — x)— Nuli=LAMA

Ved, e N Yul, eR™

Following the same procedure as in Matsouka (1992),
it is tovial to demonstrate that equation (1) presents al
least one equitibrium point (Perez & Sanchez, 1997).

Given x* an equilibrium point of equation (i) with
u=0, we define y=x — x* then:

5?=1=Am'f+Bm.U'(X)*'CMd’(X)nu) (50)

Adding and substracling B,,0(x*}+ C,,${x*) 1) (0
equation (50), and laKing in account that y=x —x* we
obtain;

y=Ay+B loly+x") = o(x")]
+C Ay +x7) — PxH )+ Coudlx ) M) = TTOY)
51

Once this mode! id defined, we proceed with the 1SS
analysis; we use the following definitions.

Definition 4.1 (Class K. function) (Khalil. 1996) A
continuous function f{0.a)—[0. o) is said to belong 1o
class K if it is strictly increasing and f(0) =0; and it is said
to belong to class K. if 2= and !_1_n;1 f(r)==.

Definition 4.2 (ISS Lyapunov function) (Sontag.
1995). A function V(x)N"—MN* is defined as 1SS
Lyapunov if therc exist a{r).&r) class K, [unctions such
that:

V(,ﬂs — a(lxlly+ Kllell), Vae N YueN™

We establish the following theorem about iSS
dynamic neural networks.

Theorem 4.1. The system equarion (50). or equiva-
lently the system equation (1). is ISS if:

— 31PN
I8, %< ZL_Q_}lE’_u JPl< g,yem‘,PzPT>0. (52)

where P is solution of the Lvapunov equation A P-
+PA,.=vyl. Such a unique solution exisis because A, 15
Hurwitz,

Proof. We consider the following [unction:

VOI=y Py P=PT>0 (53)

its ume derivative along the (rajectories of equauan
(51) is given as:

V== y+ 2y "PB fo{y+ ) — ofx’)|
+ 2y TPC o $+x") — plx ")) M)
+ 2y PC ) Iy — O] (54)

We analyze the right part, the second, third and [ourth
term, of equation (54) using the matrix nequality
equation (7), with A=P Taking in account that ¢Xt) is
globally Lipschite, then it is uniformly Louuded. ic:
gy +x*) — eHI=<K, Vye R, we finally obiain:

V= — (y= 31— LAPIIB, N )Hyh?
(KL PIHC, N2
+ LWPILIC, 12N gh(a I HHleall 2 (59)

Defining the following functions;
a(r)=Cy— WPt~ LAei g, 1y’ (56)
Kr)=(KLLHPINC )+ LUPHUC, Wi x )
rei
then:
V= — ot llell) + &lledl) (57)
V will be an 1SS-Lyapunov function, if e ) and &)
are class K. functions. As defined &.) satisfies (his
condition; hence, for the system equation (50) (equiva-
lently equation (1)) to be ISS, 1t is required:

(y— 3PN~ L2IPINB_ 1% >0 (58)

which imples:

»— 3Pl ¥
< " 3
1B, J1*< LA AIPll< 3 (59)

Corollary 4.1. For the equilibrium point y=0 of
equation (50) (equuvalently x=x* of equation (1)) to be
globally asvmpotically stable (GAS). equation (59) has
1o be satisfied.

Proof. 1t directly follows from equation (59). with
u=0.

The detailed demonstrations are discussed in Perez
and Sanchez (1997), and Sanchez and Perez (1997).

Comment 4.1. The ISS result for dynamic neural
networks is very impodant; it allows to utilize this type
of neural networks for new schemes of nonlinear control
[8.9].

5. EXAMPLES

To itlustrate the applicability of our results, we nciude
the following examples.

5.1. ldentification and Trajectory Tracking

Given the nonlinear system:

X == apxy+ Bisign(x;) +u, (60)
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Xy= = ayx,+ Bysign(r, ) + 1,

Let us select the neural petwork as follows:

Xoa1 =~ GunaXan + bnn.l 1 (Tnn.l(xnn.l)+ hnn lzonn.l'('xnnj) FCon 11l

+Can 2ty (61)

T2 ™ = o 2% 2+ Ban 20000 101 ) Ban 20T e (X0 2) + Can 212

+Can 224

where g(.) indicates a sigmoidal function.
The given nonlincar system equation (23), even
simple, 15 interesting enough; it has multiple isolated

equilibrium, and the right parl of the differenual equation
is not smooth,

We consider:

ann.I:al.‘_'

5.x(0)=10,x,,,(0)= = 1.8,=3

@p 2= 0 = 10X (0) = — 10,x,, ,(M=—5,8,=2

Cm\ N :0

Canit1 = Canaz= LiCay12=

The sigmoid function is chosen as:

2
o(x)= 3

1 oy =5

We select Qp=H,=H,=1, ¢'=3. To adapt on-line the

dynammic ncural network weights we use the samc
lcaming algorithm as in [}1]. The signal e, are
chosen as sine wave and saw-tooth function; ihe results
are shown as Fig. 2. The solid lines correspond to
nonlinear sysitem state responses X,(f), X,(¢). and the
dashed line 1o neural network ones X, (). X, (). The
abscissa values correspond to the number of ilerations. It
can be seen that the neural network state time evolution
follows the ones of nonlinear system.

The ume evolulion for the entnies of the nonlinear
feedback matrix B,, is shown at Fig. 3.

Then, we implement the control law given by equalion
(40). with an on-line adaptive gain. Figure 4 presents the
respective responses, where the solid line corresponds to
reference_model signals x;(r), x5(f), and the dashed line
to the nonlinear sysiem responses X {(f). x,(¢).

The time evolution for the seminorms IAI= limsup

g2 goe! | 470,080 and ull= limsup 74, 14
T —~—%

I u*T(1)Ru "(1)dr can be seen in Fig. 5

Comment S.1. This example has an unstable equilib-
num point. Unstable equilibria could exist in industrial

applications such as chemical processes or electric power
systems.

5.2. ISS Analysis

We present two cases: the first one fulfills equation (59).
and the second one violates this condtion.
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FIGURE 2. Identification results.
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FIGURE 3. Time evolution of the nonlinear feedback matrix entries.
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FIGURE 4. Response with feedback control.
where A(.) are the eigenvalues of the respective matnx,
and o1(.) are the corresponding singular values.
-2 o0 \/x 03 08\ {canhie)\ ([« This neural neetwork fulfills the ISS conditions.
+ + > < 3
o =3k 04 03\ iy & Figure 6_shows the respective phase plane and the input
to state time response of this neuron.
Case 2.
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FIGURE 5. Time evolution of the seml-norms: {3) tracking error J.*; (b) nonlinear system input J,.
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This neural network does not satisfy the 1SS condi-
tions. Figure 7 shows the respective phase plane and the
input 1o state time response.

6. CONCLUSIONS

As conclusion, we state the following.

We are able to implement nonlinear system identifica-
tion by means of a dynamuc neural network: a bound for
the identification error is established. We do require
neither the system to be stable nor the tume o be
constrained to a closed interval This is a big improve-
ment over existing results, which ask for one of these two
requirements (o be satisfied. We only need the control
actions to be bounded and the right pant of the
differential equation. describing the behavior of the
nonlinear system. to satisly a kind of sector condition.

Regarding trajectory tracking, we derived a control
law to guarantee a bound {or the respective error. under
the assumptions that the Irajeciories generated by the
reference model are bounded. To establish the idenufica-
tion error bound and the trajectory tracking error bound.
we utilize a Lyapunov like analysis. In both cases, it is
required that a matnix Ricati equation has a solution,
which can be easily solved with existing software. Our
approach includes time varying systems

In relations to 1SS, we establish conditions for the
weights of the interconnection matrix of dynasnic neural
networks, in order (0 guarantee this property For inputs
identically equal to zero. these conditions also guaraniee
globally asymptotically stahility. The 1SS property
allows the applicavon of dynamic neural network to

nonlinear control schemes such as intemal model control
(IMC).
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APENDICE B

En esta parte se incluye la costancia de un premio internacional en
investigacion tedrica que se obtuvo con la presentacion de este trabajo de

investigacion.
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