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RESUMEN

Publicacién No.
Luis Fernando Sanchez Gémez, M. C. en Ingenieria Eléctrica

Universidad Auténoma de Nuevo Leoén, 2012

Profesor Asesor: Jose Antonio de la O Serna

Para facilitar el andlisis de los sistemas de distribucion de energia o cualquier otro sistema cuyo
comportamiento dependa de sefiales sinusoidales, los ingenieros han simplificado las matemaéticas que
se aplican; dicha simplificacién matematica es llamada fasor. La mayoria de los algoritmos disefiados
para determinar los fasores consideran una sefial sinusoidal con amplitud y fase constantes por lo
que llegan a presentar desventajas cuando estas caracteristicas son funciones variantes en el tiempo.
Una manera de solucionar este problema y obtener mediciones confiables del fasor es aplicando una
matriz de transicion de estados del K-ésimo orden de Taylor para aproximar el fasor dindmico y
sus primeras derivadas. Esto conduce a una pluralidad de representaciones en espacio de estados del

modelo aproximado de la sefial pasabanda de una oscilacién de potencia.

Mediante estos modelos truncados de la sefial, pueden ser aplicados distintos algoritmos a sus vec-
tores de estado con el fin de encontrar observadores capaces de estimar el fasor dindmico y sus prime-
ras derivadas, uno de ellos es el algoritmo del filtro de Kalman. Bajo estos principios, recientemente
se ha descubierto el filtro Taylor-Kalman-Fourier para estimacion de fasores oscilatorios con tiempos
de respuesta de dos ciclos aproximadamente. En el presente trabajo se aplica el principio de optima-
lidad de control 6ptimo para el disefio de ganancias, dando lugar a nuevas clases de filtros, entre ellos
los filtros Taylor-LQG-Fourier. Dichos filtros reducen las ganancias interarmdnicas y las frecuencias
de resonancia alrededor de la frecuencia fundamental vistas en el filtro Taylor-Kalman-Fourier. El

filtro T'aylor® — LQG — Fourier es equivalente al filtro T'aylor® — Kalman — Fourier, mientras



VI

que el filtro Taylor? — LQG — Fourier puede calcular el filtro Taylor? — Kalman — Fourier al
hacer bastante grande el peso del control. El trabajo de investigacién también contempla el disefo
un algoritmo de estimacion en el cual se aplica el principio de Ackermann para obtener el vector
de ganancias de acuerdo a pardmetros variantes preestablecidos con el fin de acelerar el tiempo de
respuesta. Los estimados obtenidos mediante esta técnica no solo son instantaneos (sin retardo) sino
que también son medio ciclo mas rapidos que el filtro Taylor-Kalman. Después del transitorio, dichos

filtros reducen el error vectorial total a un valor similar a los filtros Taylor-Kalman.
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Capitulo 1

Introduccion

El objetivo principal en la teoria de estimacion es lograr un estimado lo mds preciso del valor real,
bajo diversas condiciones tales como: sefial contaminada por ruido o con cambios abruptos, etc. Para
esto, el disefio de un método que pudiese obtener mejores resultados bajo estas ultimas condiciones,
seria de gran utilidad. También considerando que la teoria de estimacion es requerida en diferentes
dreas como sistemas de comunicacion, procesamiento digital de sefiales, control, entre muchas otras
y con diferentes aplicaciones como medicion por adquisicion de datos, filtrado y otros; es sumamente
importante que dicha teoria brinde las herramientas suficientes para la obtencion de resultados cada

vez mas satisfactorios.

Por lo tanto, la posibilidad de determinar los fasores a lo largo de sistemas de distribucién de
energia o cualquier otro sistema cuyo comportamiento sea sinusoidal, en un momento dado abre una
posibilidad para tener una supervision mejor y mas precisa de éstos. Para la estimacion han sido desa-
rrollados diversos algoritmos; uno de ellos es el método de minimos cuadrados (Least square "LS")
desarrollado por Gauss en 1795, y fue inspirado por la observacion de cometas. Una desventaja de es-
te método es que es necesario cierta cantidad de observaciones para obtener buenas estimaciones, esto

es una desventaja mds clara cuando es necesario no tener retardos en la medicion de las estimaciones.



1.1. Planteamiento del Problema

Los principales métodos utilizados en la estimacién fasorial como la FFT y LS, tienen la des-
ventaja de necesitar una gran cantidad de muestras para obtener buenas estimaciones (tal y como lo
mencionamos anteriormente). Ademads la mayoria de las técnicas usadas son basadas en el modelo
clasico de una sefial sinusoidal para la medicion de las estimaciones del fasor, es decir, el viejo mode-
lo del fasor con amplitud y fase constantes, lo que representa una desventaja. La restriccién constante
impuesta en la amplitud y fase constituye una severa limitacion, que impide el monitoreo y control

eficaz y eficiente de los sistemas, especialmente cuando se encuentran en condiciones transitorias.

Los estimados del fasor mediante un modelo de la sefial con amplitud y fase como funciones
variantes en el tiempo limitadas en banda, son més flexibles y adecuados ante fluctuaciones en la
sefal. Mediante los polinomios de Taylor es posible aproximar el modelo variante en tiempo de la
sefal; dichos polinomios y sus derivadas nos permiten construir una matriz de transicién de estados y
por ende el estado de transicion. Con esta técnica no solo se obtienen mejores estimaciones del fasor,
sino también sus derivadas. Ademads los estimados obtenidos mediante esta técnica logran llegar al

estado estable ante cambios abruptos, méas rapido que aquellos obtenidos con el modelo estético.

En [15] y [17] se expone el algoritmo del filtro de Kalman con el propdsito de estimar tanto
el fasor dindmico como sus derivadas, sin embargo, a diferencia de viejos trabajos realizados, en
este caso el algoritmo de Kalman emplea el modelo que incorpora las funciones de amplitud y fase
variantes en tiempo de la sefial, en espacio de estados obtenido mediate los polinomios de Taylor.
Bajo estas consideraciones se busca realizar una exploracion en la aplicacion de diferentes algoritmos
con el objetivo de obtener nuevos vectores de ganancias capaces de mejorar de manera mas eficiente
el tiempo de respuesta de los filtro Taylor® — Kalman. Ademds este desarrollo permitird llevar a

cabo un andlisis comparativo entre las metodologias abarcadas, resaltando la importancia de cada una.



El disefio de los nuevos algoritmos se basara primordialmente tanto en el Principio de Optimali-
dad de Bellman asi como en la Formula de Ackermann desarrollada para la asignacion de polos. La
aplicacion de estos algoritmos en la estimacion fasorial y arménica implica el cdlculo de la envolvente
compleja asi como el de sus derivadas en cada una de las frecuencias armodnicas de las sefales, para

ofrecer estimaciones mas precisas.

1.2. Objetivos

El objetivo general que se pretende alcanzar es encontrar “filtros de estimacién fasorial con tiem-
pos de respuesta menores a un ciclo”. Por lo que, para cumplirlo se llevaron a cabo una serie de

objetivos especificos:

» Aplicar la férmula de Ackermann para obtener las ganancias de acuerdo a pardmetros preesta-

blecidos, con el fin de acelerar el tiempo de respuesta de los algoritmos disefiados.

= Aplicar el Controlador Lineal-Cuadrético basado en el principio de optimalidad de Bellman

para construir un vector de ganancias que serd aplicado al estimador fasorial.

» Estudiar y aplicar unas de las metodologias desarrolladas para la estimacion de fasores. Estas

son el filtro 7% — K yel filtroTX — K — F.

= Mediante el andlisis detallado, determinar las ventajas y desventajas de las metodologias pro-

puestas.

= Obtener filtros que bajo oscilaciones suaves, cambios abruptos y cuando la sefial es contaminada
con ruido proporcionen estimados factibles y de ser posible presenten tiempos de respuesta

cortos.



1.3. Metodologia

Para efectuar el desarrollo de este trabajo de tesis, se establecidé una metodologia a seguir, la cual

se comprende de los siguientes pasos:

Llevar a cabo una revision de la bibliografia referente al anélisis de Fourier y procesamiento

digital de sefiales.

= Implementar un programa en MATLAB que lleve a cabo el anélisis de sefiales mediante Taylor® —

Kalman — Fourier.

= Disefiar ¢ Implementar algoritmos basados tanto en el principio de optimalidad como en el

criterio de Ackermann para la construccién de vectores de ganancias.

= Analizar sefiales bajo oscilaciones suaves y contaminadas, mediante los algoritmos de estima-

cion fasorial disefiados previamente utilizando el programa en MATLAB.

= [levar a cabo un andlisis comparativo entre los nuevos algoritmos de estimacion desarrollados

y los filtros T'aylor® — Kalman y Taylor® — Kalman — Fourier.

1.4. Descripcion de la Tesis

El trabajo de tesis a continuacion desarrollado esta comprendido de la siguiente manera:

Capitulo dos, Control Lineal-Cuadrdtico LQ. Presenta una breve descripcion de los métodos en
estimacion fasorial desarrollados anteriormente, tales como el método de la DTFT, el filtro TX — K
y el filtro extendido 7% — K — F. De igual manera que los métodos mencionados, también se da un
breve recordatorio de los principios basicos del control 6ptimo; posteriormente se describe el modelo
de sefial adoptado para la oscilacion. La importancia del capitulo se centra en la descripcion del disefio

de un algoritmo basado en el principio de optimalidad de Bellman.



Capitulo tres, Introduccion al diseiio del controlador LQG. En este capitulo se presenta una
descripcién del Controlador Lineal-Cuadratico-Gaussiano y el uso de sus caracteristicas para la apli-
cacion en la estimacion del fasor dindmico. Se presenta el disefio y construccion de una propuesta que
consiste en una modificacion del algoritmo tradicional del LQG. Por ultimo se presentan las respues-
tas en frecuencia del filtro y se sefialan puntos comparativos entre los filtros desarrollados mediante

esta metodologia y los filtros T — Ky T — K — F.

Capitulo cuatro, Diserio de ganancias mediante Formulacion de Ackermann. Se presenta la apli-
cacion de la "Férmula de Ackermann'para la obtencion de un vector de ganancias mediante un criterio
de asignacién de polos en el plano z. El objetivo principal de este capitulo es presentar un algoritmo
cuyo tiempo de respuesta sea lo mas rapido posible ante cambios abruptos que la sefial pudiese pre-
sentar. Este capitulo también presenta ligeras explicaciones sobre la técnica de asignacion de polos

asi como del observador de estado.

Capitulo cinco, Conclusiones y Trabajo futuro. Se exponen las conclusiones generadas a lo largo
del desarrollo de este trabajo de tesis obtenidas mediante los resultados analizados, lo que nos lleva a

presentar sugerencias para trabajos futuros.

Apéndices, en este trabajo se incorporan cuatro apéndices, de los cuales dos contienen ligeras
explicaciones y desarrollos de metodologias alternas en el desarrollo de algoritmos presentados mas
adelante. Los otros dos apéndices contienen herramientas matematicas necesarias a lo largo de este

trabajo.



Capitulo 2

Control Lineal-Cuadratico "LQ"

2.1. Introduccion

Este capitulo se basa en la metodologia presentada en [7], en la cual se aproxima al fasor osci-
latorio de una sefial paso banda. La metodologia consiste en expresar la envolvente compleja [9] de
la sefal paso banda por su serie de Taylor, para después estimar los mejores coeficientes de Taylor
mediante el uso del algoritmo del filtro de Kalman. En dicha metodologia se consideran las primeras
derivadas del fasor, cuando se propuso la nueva técnica la norma para medicién de fasores [1] con-
sideraba el fasor en estado estacionario, y los estimados del mismo se obtenian mediante el filtro de

Fourier [4], lo cual provocaba numerosos errores importantes en las estimaciones fasoriales [8].

El filtro Taylor® — Kalman mostrado en [15], se desarrollé con el fin de solucionar el proble-
ma presentado por la transformada Taylor-Fourier (TFT) la cual usa minimos cuadrados ponderados
(WLS). La TFT aunque mas adecuada bajo condiciones dindmicas que la Transformada Digital de
Fourier (DFT) contiene un retardo sistematico en los estimados del fasor. El filtro Taylor® — Kalman
otorga estimados instantdneos bajo este tipo de condiciones, lo que hace posible su verdadera sincro-

nizacién, importante en aplicaciones de control. Dicho filtro se basa en la representacion en espacio



de estados del modelo de senal, la cual incorpora las derivadas de la envolvente compleja de la os-
cilacion. Otra ventaja de esta metodologia es que puede estimar no solo el fasor, sino también sus
primeras K derivadas, ademds su respuesta en frecuencia ayuda a evaluar el comportamiento de sus
estimaciones cuando la sefial de entrada contiene componentes no consideradas dentro del modelo de

la senal.

El comportamiento en frecuencias distintas a la fundamental del filtro Taylor® — K alman puede
mejorarse, si dichas frecuencias son incorporadas al modelo de la sefal, es decir, extender la matriz
de transicién de estados para todo el conjunto de arménicos. El filtro extendido es conocido como

Taylor® — Kalman — Fourier [17]

El tiempo de respuesta presentado por el filtro Taylor® — Kalman — Fourier para estimacién
de fasores oscilatorios es de aproximadamente dos ciclos. Aqui se propone reducir este tiempo de
respuesta y mejorar sus desempefio mejorando las ganancias de Kalman con el algoritmo de Control

C)ptimo Lineal Cuadratico (LQ).

2.2. Antecedentes

El fasor ha sido considerado como un concepto esencialmente de estado estacionario desde su
invencion, por lo que hasta ahora la mayoria de los algoritmos de estimaciones fasorial estdn confor-
mados bajo esa suposicion. Los principales métodos utilizados en las estimaciones fasoriales como
la FFT, tienen como desventaja que necesitan una cierta cantidad de muestras para tener una buena
estimacion, también si se considera que la sefial podria tener pequefias perturbaciones o que el sistema
eléctrico cambie su dindmica, podria ser mds conveniente que la estimacion se realizara mediante un

algoritmo dindmico.

El concepto de fasor oscilatorio fue propuesto en [19] para encontrar las dindmicas de las des-

viaciones del comportamiento periédico de sefiales de corriente y voltaje en sistemas de potencia,



sin embargo, esto fue definido como la estimacion sucesiva del primer coeficiente de Fourier en un
periodo corto de la transformada de Fourier de un ciclo, la cual usa el mismo modelo de sefial estatica

(una sefal con amplitud, fase y frecuencia constante) como el filtro de Fourier propuesto en [22].
2.2.1. Transformada Digital Taylor-Fourier

La posibilidad de aproximar el fasor oscilatorio con un polinomio de Taylor a través del método
de minimos cuadrados conduce a la inclusion de términos de Taylor en la transformada de Fourier.
Esta técnica, referida como Transformada Taylor-Fourier [14], utiliza la aproximacién mediante mi-
nimos cuadrados ponderados (WLS). Esta transformada provee un banco de filtros FIR mejorado para
la estimacion de armonicas oscilatorias. Los nuevos filtros en cada armdénica no solamente tienen ga-
nancias lisas de diferenciacion més amplias (lo que elimina las distorsiones de amplitud y fase), sino
que también rechazan la interferencia interamonica, con ganancias lisas nulas junto a las armoénicas
restantes, lo que asegura su rechazo. Ademads de estimar los coeficientes de Fourier, la nueva trans-
formacion proporciona los mejores estimados (en el sentido de WLS) de los coeficientes de Taylor,

correspondientes a las primeras derivadas de las envolventes complejas de cada arménica.

La Transformada Digital Taylor-Fourier expande la base de la FFT con una matriz extendida B
B=|By, B B, B
= [ Tuv T3 T Fx @2.1)
Donde la k-ésima submatriz estd dada por:
By = TyFy (2.2.2)

donde la matriz rectangular Fy contiene M matrices de Fourier de 4N x N

Wy
Wy

Fy (2.2.3)

Wy




La matriz T contiene las muestras del m-ésimo término de Taylor, la composicion de la sefial queda

de la siguiente forma:

L (wy Wy Wy wal | [ Xy |
WN WN WN WN XN
BX = Iy |Wx | Tn|Wn| T2 | Wyl ... T Wy Xy (2.2.4)
Wy Wy Wy Wy X]]\\?_l

Aplicando la solucién de minimos cuadrados se obtiene
Xy = (B"B)™ Bz = By (2.2.5)
donde la matriz B es conocida como la pseudoinversa. La composicién de la sefial estd dada por
i =BX (2.2.6)

De esta forma, la DFT se ha extendido agregando los términos de Taylor-Fourier, ya que a maés
componentes agregados mayor es el subespacio. Estos componentes dan cabida a fluctuaciones con
posicion, velocidad, aceleracion, etc. Debido al agregado de dichos términos la reconstruccién de la
TFT es mas precisa que la de Fourier para el tipo de fasores oscilatorios. En general, la FT nunca
tendrd errores de reconstruccién menores a los de la TFT, debido a que el subespacio de la TFT

contiene al subespacio de la FT [28].
2.2.2. Filtro Taylor® — Kalman

El filtro de Kalman es usado en [13] como un observador capaz de construir (estimar) la sefial de
entrada con los instantdneos del fasor oscilatorio y sus derivadas en un vector de espacio de estados.
Esto se basa en el hecho de que el filtro de Kalman proporciona estimados muy cercanos de la sefal
si su modelo se ajusta a la entrada. El modelo en espacio de estados de la sefial usada en el algoritmo
del filtro de Kalman es obtenido de las derivadas del polinomio de k-ésimo orden de Taylor mode-

lado sobre la oscilacién. La sefial paso banda es obtenida mediante un proceso de modulacién de la
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rotacion de la frecuencia fundamental sobre el plano complejo. La principal contribucion del filtro es
proporcionar una matriz de transicion de estados con un modelo de sefial sinusoidal relajado por un

k-esimo polinomio de Taylor para aproximar las fluctuaciones de amplitud y fase.

Filtro de Kalman

Resumiendo, el proceso recursivo de Kalman se define por la siguiente secuencia para el n-ésimo

ciclo:

1. Actualizacion del estado

a) Prediccion del estado

7 (n) =dx(n—1) (2.2.7)
b) Error de covarianza a priori
P~ (n) = ®P(n — 1)®" + T s> (2.2.8)
2. Actualizacién de la medicién
a) Ganancia de Kalman
L(n) = P~(n)H" (HP~(n)H" +02)"" (2.2.9)
b) Correccion del estado
Z(n) =2~ (n) + L(n) (s(n) — Hz (n)) (2.2.10)
¢) Error de covarianza a posteriori
P(n)=(I—L(n)H) P (n) (2.2.11)

Notese que el concepto de filtrado es debido a que los valores del estado ptimo 2~ (n) y de la

observacion se producen en el mismo instante.
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2.2.3. Filtro Taylor® — Kalman — Fourier

El filtro T'aylor® — Kalman es propuesto en [13] para estimar tanto al fasor oscilatorio como a
sus derivadas, brindando estimados instantaneos del fasor bajo este tipo de condiciones. Sin embargo,
dicho filtro alcanza ganancias Optimas solo alrededor de la frecuencia fundamental. Para obtener
estas ganancias alrededor de cada armonica, la matriz de transicion de estados del modelo de la
sefal requiere ser extendida para todas aquellas arménicas de interés. La principal contribucion del
filtro Taylor® — Kalman — Fourier es proporcionar su respuesta en frecuencia usando la matriz
de transicion de estados, y mostrar como puede ser extendido para todo el conjunto de armdnicos.
Esto se describe como el andlisis espectral, incluyendo sus derivadas, con el filtro de Kalman, con un

esfuerzo computacional mucho menor que la tradicional FFT.

2.3. Introduccién al Control Optimo

El método de estimacion usando el filtro de Kalman es una herramienta fundamental en el estudio
del fasor oscilatorio. El tiempo de respuesta que presenta dicho método es de dos ciclos lo que se

pretende disminuir mediante el uso o introduccién de un controlador 6ptimo.

El criterio particular que veremos es un funcional cuadratico del estado y la entrada de control,

J (x(t),u(t)) = /t'tf (27 (£)Qux(t) + u” (t)Ru(t)] dt (2.3.1)

donde Q y R son las matrices constantes (aunque no necesariamente) semi-definida y definida
positivas respectivamente. El control que se obtiene al minimizar este criterio es lineal y ya que el
criterio se basa en funcionales cuadraticos el método se conoce como lineal-cuadrdtico (LQ: linear-
quadratic). Criterios similares de optimizacién se siguen para el disefio de observadores, sélo que el
funcional depende del error de estimacion, y se basa en una caracterizacion estadistica de los ruidos

que afectan al sistema. Este estimador 6ptimo lineal-cuadritico se conoce como el filtro de Kalman
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(visto anteriormente). Cuando se combinan la ganancia de realimentacion de estados LQ con el filtro
de Kalman, obtenemos lo que se conoce como un controlador lineal-cuadrdtico-gaussiano (LQG).

(Gaussiano viene de la caracterizacion estadistica del ruido empleada.)

2.3.1. El Principio de Optimalidad

El estado de un sistema discreto describe una trayectoria haciendo transiciones discretas de un
estado a otro, bajo el efecto de una entrada también aplicada en tiempo discreto. Cuando se asocia
un criterio de optimizacion al sistema, cada transicion de estado tiene asociado un costo o penalidad.
Por ejemplo, pueden penalizarse las transiciones de estado que se alejan demasiado del estado final
deseado, o las acciones de control de valores demasiado elevados. A medida que el sistema evoluciona

de estado en estado, los costos se suman hasta acumular un costo total asociado a la trayectoria.

Figura 2.1. Posibles trayectorias de 1 al 8

La figura 2.1 representa 8 estados de un sistema discreto con sus transiciones posibles; el estado
inicial es el 1, y el final el 8. El sistema pasa de un estado a otro en cada tiempo n determinado por la
entrada u(n) y las ecuaciones z(n+1) = Az(n)+ Bu(n). Las transiciones posibles se representan por
los arcos que conectan el estado inicial al final a través de los estados intermedios. El costo asociado
a cada transicién se representa con la letra .J; por ejemplo, el costo de moverse del estado 3 al 5 es

J35.
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Asumiendo que los costos se acumulan en forma aditiva, vemos que la trayectoria marcada en rojo,
por ejemplo, tiene un costo total J;3 + J35 + J56 + Jgs. De forma general el costo queda determinado

por la siguiente ecuacion:

Iy =Y =a"(n)Q(n)x(n) + u” (n)R(n)u(n) (2.3.2)

Donde N es finito, ()(n) es positiva semidefinida, y R(n) es positiva definida. Como hay varias
rutas alternativas del estado 1 al 8, el costo total dependerd de la trayectoria elegida. La sefial de
control u*(n) que determina la trayectoria de menor costo es la estrategia dptima ya que segtn el

criterio de optimabilidad de Bellman [2]:

Si el control de lazo cerrado u*(n) = f[xz(n)] es 6ptimo dentro del intervalo 0 < n < N,

también lo sera en cualquier subintervalo m < n < N,donde 0 < m < N.

Este obvio principio nos permitird resolver desde otra perspectiva los elementos necesarios para

obtener, de ser posible, una buena estimacion del fasor oscilatorio.
2.4. Interpretacion de la Senal

Las técnicas de estimacion fasorial asumen una sefial senoidal con amplitud y fase constante (con

suposiciones de estado estacionario)
s(t) = ag cos (27 fot + o) (2.4.1)

Sin embargo, en sistemas de potencia las oscilaciones de amplitud y fase pueden ser modeladas com-

pletamente por una sefial pasabanda de la forma

s(t) = a(t) cos (2w f1t + ¢(t)) (2.4.2)
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siendo a(t) y ¢(t) la amplitud y fase de la sefial s(t) respectivamente. Estos pardmetros son ahora
sefiales reales. El contenido frecuencial de una sefial pasabanda se encuentra confinado dentro de una
banda estrecha alrededor de la frecuencia fundamental f;. En términos de funciones exponenciales

complejas, el modelo de la sefial puede ser simplificado como:

1 | o
() = 5 [p(B)*™ - p(t)e 2] (2.4.3)

= Re{p()eV*™9)},

N | N

<t<

no| N

donde p(t) = a(t)e?®) es la envolvente compleja de la sefial pasabanda s(t), mejor conocida como
fasor oscilatorio de la oscilacion. Dicho fasor es representado por una funcién compleja expresada en

forma polar, en la cual a(t) y () son modulaciones de amplitud y fase de s(¢).

La funcién compleja del fasor oscilatorio p(t), puede ser aproximada por un K -ésimo polinomio

de Taylor centrado en %:

(t—to)X

T T
R N 244
K to 2_t_t0+2 ( )

pr(t) = p(to) + plte)(t —to) + - + p" (to)

a partir de las derivadas de sus curvas del polinomio de Taylor, es posible obtener la matriz de transi-

cién de estados. Para 7 = ¢t — t; tenemos:

. L\ Ko, (T)E
px(t) = p(to) + p(to)T +P(t0)§ + -+ p"(to) 1%
. . .. K (T)K_l
P (t) =p(to) + Plto)T + - +p (to>m
pic(t) =p" (to) (2.4.5)
Note que la transicion de estados esta dado por:
pK(t) = (I)K(T)p[(<t0) (246)

donde pgk(t) es el vector de estado, y la matriz de transicién de estados se compone de la siguiente
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forma:

Sp8
=%

(2.4.7)

Establecido el grado del polinomio de Taylor, esta aproximacion es mas exacta cuando ¢ — ¢ si
p(t) es una funcién suave. El modelo truncado puede ser aplicado en cualquier instante de tiempo ¢
con precision suficiente, siempre que el intervalo de tiempo 7 sea corto. Esta condicion se logra entre

dos muestras de la sefal ya que generalmente los muestreadores se aplican con periodos de muestreo

muy cortos con respecto al periodo fundamental 77 = %
El modelo de la sefial truncado es dado por:
si(t) = Re{hTpg(t)eV?™ 19} = Re{hTry (1)} (2.4.8)

donde r(t) es el fasor rotado, y h” extrae su primera componente, i.e. el vector A = [1 0---(], con

K
un 1 en su primer elemento, seguido de K ceros. Asumiendo ty = (n — 1)7 y t = nr, tenemos la

transicion de estados rotados discretos:

ri(n) = ®g(7)1rg(n — 1) (2.4.9)

donde ), es el factor de fase 1/, = e/%1, correspondiente a la frecuencia fundamental en radianes

(01 = 527 f7 = 727 /N). Finalmente, obtenemos la ecuacion del estado de transicion discreto:

[rK(n)] _ [¢1®K(T> 0 ] [TK (n — 1>] (2.4.10)

T (n) 0 1Px(7)

rr(n—1)

y el modelo truncado de la sefial:

2

i (n)

si(n) = S [RTRTT [TK(m] 24.11)
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Esta ecuacidon muestra la dependencia instantdnea del modelo de sefial en el fasor oscilatorio. Las
mejores estimaciones del vector de rotacion serdn proporcionadas cuando alcance el valor més pe-
quefio del error de estimacion de la sefal, lo que ocurrird cuando la sefial de entrada esté contenida
en el subespacio generado por el modelo de la sefial. La matriz de transicion de estados en (2.4.10) es
compleja 2(K + 1) x 2(K + 1) y trabaja con los fasores rotados, asi que para obtener los estimados

del fasor oscilatorio, deben anti-rotarse.

Note que el modelo de espacio de estados en (2.4.10) contiene la informacion genética del desa-
rrollo de la trayectoria compleja de una muestra a la siguiente. E1 modelo en estado estable de la
sefial (/{ = 0) obligaria al fasor a moverse en circulos de una muestra a la siguiente. Con la ma-
triz de transicién de estados de Taylor (ec. (2.4.7)), se permite a los estimados del fasor moverse en
trayectorias mas flexibles, acotadas por el termino de Taylor de mayor orden en el polinomio. En la
siguiente seccion, se muestra como es que los modelos truncados de la sefial se incorporan dentro del
controlador Lineal-Cuadratico. Este filtro con base en el controlador, descompone la sefial de entrada

en las componentes de un vector de estados

2.5. Controlador LQ

Durante el desarrollo de estd seccién se introducird el método propuesto, el controlador lineal-

cuadrético (linear-quadratic: LQ). Considerando que el modelo de vector de estado es:
z(n) =®x(n—1)+Tu(n—1) xeR" (2.5.1)

en el cual, la matriz de transicion de estados es definida en (2.4.10). Por otro lado, el modelo de
observacion (o medicion) es

s(n) = Hzx(n) +w(n) (2.5.2)

Asumimos que la sefial es afectada por ruido blanco gaussiano w(n); para ambos modelos, tenemos

H = (h"h™) y T es un vector de unos de 2(K + 1) x 1. Por otro lado, requerimos determinar una
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matriz de ganancias K que nos permita encontrar una secuencia de control u,, = — Kz que lleve a
(2.5.1) de la condicion inicial x; = xq al estado final xy = x ¢, minimizando el funcional cuadrético

Jy = %xT(n)P(n)x(n) + = Z ' (n)Q(n)z(n) +u’ (n)R(n)u(n) (2.5.3)

n=0
donde N es finito, Q(n) es una matriz de dimension 2(K + 1) x 2(K + 1) definida positiva (o
semidefinida positiva), y R(n) es definida positiva; sin embargo, en esta aplicacion R es una escalar r.
El funcional (2.5.3) puede interpretarse como el costo total de la transicion de z; a zy y, en particular,
el termino 27 (n)P(n)z(n) penaliza el error en alcanzar el estado final deseado. dicho funcional se

puede obtener al resolver la ecuacion de Riccati por medio de la ecuacion (2.5.4) de forma algebraica.
TP+ Pd— PTR'TTP+Q =0 (2.5.4)
donde P es una matriz hermitica definida positiva.

Dado el modelo del sistema a controlar, el problema de disefio en LQ es la determinacién de K (n)
a partir de una matriz Q y R dadas arbitrariamente; la matriz () y el escalar r determinan la importancia

relativa del error y el gasto de energia en (2.5.3). El proceso de disefio avanza hacia atrds en el tiempo

desde n = N, generando las siguientes ecuaciones recursivas paran = N, N —1,...,2,1,0:
u’ (n) = —K(n)z(n) (2.5.5)
K(n) = [[TP(n+ )T +7] ' TTP(n+ 1)® (2.5.6)
P(n)=®"P(n+1)[® —TK(n)]+Q (2.5.7)

Note que la ecuacién en diferencias (2.5.7) se resuelve hacia atrds, por lo que el proceso comienza
conociendo el valor final de la matriz P, es decir, P(N) = Q y K(N) = 0. El costo éptimo de n a N
es J*(n, N) = 327 (n)P(n)z(n).

Para la aplicacion del controlador es necesario estimar cada uno de los coeficientes del polinomio

de Taylor, por lo que se necesita de un observador y debido a que requerimos que la estimacion se
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realice a partir de la medicion actual en lugar de una medicion anterior, se emplea el modelo de

observador actual, el cual se describe mediante las ecuaciones:

» Prediccidn del estado estimado

=

“(n) =®zx(n+1) (2.5.8)
m Correccion de la estimacion

&(n) =&~ (n) + K(n) [s(n) — Hi™ (n)] (2.5.9)

Donde K (n) es la ganancia del controlador Lineal-Cuadratico que minimiza el funcional (2.5.3),
y forma parte del conjunto de ecuaciones (2.5.5), (2.5.6) y (2.5.7) las cuales representan el controlador
LQ completo para el sistema discreto (2.5.1). La ecuacién en diferencias (2.5.7) se conoce como la

ecuacion matricial en diferencias de Riccati.

El hecho de que se resuelva hacia atrds en el tiempo, le da a K (n) la peculiaridad de que los

transitorios aparecen al final del intervalo [n, N], en vez de al principio.

2.6. Solucion Numeérica

2.6.1. Senal de analisis

De acuerdo con la sefial pasabanda (2.4.2) construimos una sefial de prueba mediante las siguien-
tes funciones de amplitud y fase:
a(t) = ag + a1 sin(2m f,t) (2.6.1)
o(t) = o + 1 sin(2m f,t) (2.6.2)
cuyos pardmetros son: ag = 1, a; = 0,1,y f, = 5Hz, para la amplitudy ¢9 = 1, o1 = 0,1,y

f, = DBHz, para la fase. Otras caracteristicas de la sefial son 02 = 0,01 y 02 = 10™%, en otras

palabras las varianzas de entrada y la medicién de ruido, respectivamente.
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Esto corresponde a una relacion sefial-ruido de 37 dB, equivalente a la producida por un converti-

dor andlogo-digital de 6 bits.
Modelo Taylor Orden Cero

Los resultados mostrados a continuacion son aquellos obtenidos mediante el modelo truncado de
orden cero, ®(; cuya estructura es basada en un polinomio de Taylor de orden cero el cual corresponde
al modelo tradicional de amplitud y fase constante. Tal y como se visualiza en la figura 2.2, el modelo
de orden cero nos otorga buenos estimados de la sefial de interés, con un error en el orden de 1072 en
estado estable, ya que durante el transitorio presenta un error mds grande. Debido a la peculiaridad de
la ganancia K (n) (mencionada en la seccion anterior), el transitorio no se observa en la figura ya que

este ocurre al final del proceso, sin embargo, puede ser apreciado en la figura 2.4.

Estimacién de la Sefal

g il

Sefal
Estimado
5 10 15 20 25 30

o

Amplitud (pu)

Error de EStimacion

L L
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado (ciclos)

Figura 2.2. Sefial y error de estimacién (Modelo de orden cero)

Las componentes ideales de amplitud y fase del fasor se muestran en la figura 2.3 siendo repre-
sentadas por las lineas azules mientras que los estimados de éstas son representados por lineas rojas.
Como puede observarse en dicha figura, existe un pequeiio desfasamiento de los estimados con res-

pecto a las sefiales de amplitud y de fase, lo que indica la presencia de un retardo en la funcién de
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transferencia del filtro. El transitorio puede ser reducido, aumentado el peso del control (r), sin embar-
go, ésto ocasiona mayor error en los estimados ya que el peso del estado es disminuido. Ademas, los

estimados presentan un comportamiento indeseado, es decir, pequefias ondulaciones sobre si mismos

similares a las infiltraciones del filtro de un ciclo de Fourier [11].

Estimacioén del Fasor

T T T
1.1
3 1.05
=
ke]
g 1
=
€ 095
< a(t)
0.9 ‘ ‘ : ; Estimado
0 5 10 15 20 25 30
T T
1.1
m
8 1.05
IS
-
~ 1
[
@
0.95
[
— o)
09 I | | o Estimado
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo normalizado (Ciclos

Figura 2.3. Estimacién de Amplitud y Fase (Modelo de orden cero)

Trayectoria compleja del fasor

Fasor
Estimado

0.5

Figura 2.4. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden cero)
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Total vector error
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Tiempo normalizado

Figura 2.5. Error vectorial total (Modelo de orden cero)

Este comportamiento puede ser apreciado con mayor claridad en la figura 2.4, en la cual se visuali-
za la trayectoria compleja que siguen los estimados. Como se puede observar, el filtro LQ proporciona
una buena estimacién de la sefial mediante el modelo de orden cero; sin embargo, los estimados fa-
soriales no son tan buenos como se desea. Ademads, usando el modelo de orden cero es imposible
estimar la velocidad y aceleracion del fasor. En la siguiente subseccion los estimados obtenidos con

el LQ usando el modelo de segundo orden de la sefial son mostrados.
Modelo Taylor Orden Dos

Los resultados a continuacién mostrados, son aquellos obtenidos con el modelo de segundo orden,
®,, para el cual la matriz de transicidon de estados es de 6 x 6. Tanto las caracteristicas de la sefial
como la matriz () permanecen semejantes a las mostradas en el primer caso. Es decir, 02 = 0,01 y
02 =107*, y la matriz final P(N) = Q, siendo @ simétrica. Como puede observarse en la figura 2.6
al incrementar el orden del modelo los estimados de la sefial son mejorados ya que el efecto transitorio
es reducido, lo que conlleva a un decremento en la magnitud del error. El incremento en el orden del

modelo también mejora los estimados del fasor, los cuales ahora son mds cercanos a las funciones de
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amplitud y fase ideales; sin embargo, al igual que en el modelo de orden cero, los estimados siguen
presentando un comportamiento indeseado de corrugacion, como lo muestra la figura 2.7. A pesar de
que los estimados son mejorados, atn existe un retardo en la funcién de transferencia del filtro lo que

implica no obtener estimaciones instantaneas mediante este orden polinomial.

Estimacion de la Sefal

o

T T T
—_ U
2 I
Losf
o)
20 |
gos B
< -1 Senal
Estimado
15 L L L L
0 5 10 15 20 25 30
x10°
2
c
i
& 1 1
£
7]
w o a
[
ko]
s I
I
) 1 1 1 1 1
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15 20
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Figura 2.6. Sefial y error de estimacién (Modelo de orden dos)
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Figura 2.7. Estimacién de Amplitud y Fase (Modelo de orden dos)



23

Trayectoria compleja del fasor

Fasor
Estimado

Figura 2.8. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden dos)

Los efectos de corrugacién mencionados, son claramente visibles en la figura 2.8, la cual muestra
la trayectoria compleja que sigue el fasor; por otro lado, dicha trayectoria es mas suave en compara-
cion a la obtenida mediante el modelo de orden cero. Finalmente la figura 2.9 muestra el comporta-

miento del TVE, el cual es reducido un poco con respecto al caso anterior.

Naturalmente se espera que mediante el modelo de segundo orden sea posible estimar no solo el
fasor sino también sus primeras dos derivadas, es decir, velocidad y aceleracion. Pero a diferencia
de los resultados obtenidos con el filtro de Kalman en [15], el filtro diseniado en base al controlador

lineal-cuadratico no logra estimar dichas derivadas tal y como se puede observar en la figura 2.10.

Esto es debido a la estructura de las ecuaciones que conforman al controlador LQ, particularmente
la ecuacién (2.5.6), la cual computa el vector de ganancias Optimas. Seguin el vector de ganancias
K =1[1,2289 —1,2238 —1,1049 + 1,0996: 0,7975 — 0,7935: 1,2289 4 1,2238; — 1,1049 —
1,0996: 0,797540,7935i], podemos observar que los elementos del vector que influyen directamente
sobre los estados x5 y x3 (asi como en sus conjugados =5 y xg respectivamente) son pequeios en

magnitud, lo que afecta la posibilidad de estimar tanto la velocidad como la aceleracion del fasor.
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Total vector error
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Figura 2.9. Error vectorial total (Modelo de orden dos)

La figura 2.11 muestra la evolucién de las ganancias del controlador lineal-cuadrético para el

modelo de segundo orden de la sefial.
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Figura 2.10. Estimados de velocidad y frecuencia obtenidos con el modelo de segundo orden de la sefial
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Elementos del vector de ganancias del LQ
T T

2 T T

K

0.4 q

0.2 4
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Tiempo normalizado u=t/T

Figura 2.11. Magnitud de las ganancias del controlador lineal-cuadratico

Analisis del Total Vector Error (TVE)

Analizaremos el comportamiento del TVE cuando la frecuencia de muestreo o el orden del poli-
nomio de Taylor usado en el modelo de la sefial, cambian. La figura 2.12 muestra la media cuadrética

del TVE en porcentaje como una funcién de estos pardmetros. El valor rms es definido como:

rms(TVE) = (2.6.3)

sobre las muestras en un numero entero de ciclos de oscilacion. Esto es una buena medicién del nivel
medio del error (dado en %). Como puede observarse en la figura, los niveles de error con el K = 0
son, por poco, mayores a los niveles mostrados con el KX = 2. Estos resultados indican que los altos
niveles de error, son debidos principalmente a una distorsion de la fase (retardo), por lo que estos

filtros no son capaces de formar ganancias planas de fase en la frecuencia fundamental.



26

rms(TVE)
100 T T

—K=0
sor |

80 q

700 7

60 q

50 7

rms[TVE(%)]

401 : 8

301 : E

20 : R

L L L L L L
2 3 4 5 6 7 8 9 10
Logz(Numero de muestras por ciclo)

Figura 2.12. Media cuadratica del TVE( %) como una funcién de la frecuencia de muestreo (M = 2™ muestras
por ciclo) y grado K del polinomio de Taylor

Esta insuficiencia para formar ganancias planas también se ve presente en el filtro de Fourier, el
cual tiene un retraso constante. Como la frecuencia de muestreo aumenta, la forma de onda del error
TVE se hace mds fina. En el caso de X' = 0 las ganancias del LQ convergen rdpidamente a valores
constantes, sin embargo en el caso de K = 2, las ganancias presentan pequefios periodos en estado

estable, tal y como lo muestra la figura 2.11.

2.7. Conclusiones

Mediante las matrices de transicion de estados es posible representar las aproximaciones de Taylor
de la envolvente de una oscilacién de potencia como una combinacién lineal del fasor oscilatorio y
sus primeras K derivadas. El filtro disefiado mediante la inclusién de las ganancias del controlador
optimo lineal-cuadratico, es decir, el filtro Taylor-LQ); puede ser aplicado en sefiales de potencia bajo
condiciones oscilatorias proporcionando buenos estimados del fasor. Sin embargo, este filtro no ofrece
resultados tan determinantes como los observados en [15], ya que no proporciona estimaciones de las

primeras K derivadas del fasor, que como se menciono anteriormente, se debe principalmente a que
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las ganancias Optimas sean casi nulas. Este filtro presenta varias complicaciones en su disefio, ya que
la asignacion de la matriz de ponderacion () es arbitraria. Los métodos de diseflo estandar parecian
no proporcionar una matriz capaz de satisfacer las necesidades del modelo por lo que no se obtuvo
un método especifico de seleccién en base a éste. Por lo tanto, esto implicé una cuestion de disefio

basada tnicamente en las cualidades basicas: simétrica y definida positiva (o semidefinida).

Por otro lado, se extiende la posibilidad que el modelo truncado de la sefial no satisfacia las cua-
lidades del controlador, ya que sin importar el grado polinomial de las aproximaciones de Taylor los
resultados no varian significativamente entre ellos. Para solucionar este problema y comprobar que el
controlador lineal-cuadratico puede representar mds ventajas que desventajas para esta metodologia,
se propone el disefio de un algoritmo que combine al controlador LQ con el filtro de Kalman lo que
nos lleva a emplear el controlador lineal-cuadrdtico-gaussiano (LQG), el cual se explica con més

detalle en el siguiente capitulo.



Capitulo 3

Introduccion al diseiio del controlador LQG

3.1. Introduccion

La formulacién de la retroalimentacion de estado del controlador lineal-cuadrdtico mostrada en

el capitulo 2 tiene como inconveniente que la ley de control éptima:
u*(n) = —Kz(n) (3.1.1)

requiere que el proceso de medicién del estado sea completo. Una posible aproximacién para superar

esta dificultad es estimar el estado basado solamente en la medicién de la salida y, usando
u*(n) = —Kz(n)

en lugar de 3.1.1, donde z(n) denota el estimado del estado x(n). En el capitulo previamente visto, los
estimados del estado son obtenidos aplicando un observador actual, cuya estructura es representada
por las ecuaciones (2.5.8) y (2.5.9). El observador requiere del vector de ganancias éptimo del con-
trolador lineal-cuadrético K (n), para proporcionar los estimados y entonces aplicar la ley de control
haciendo posible la retroalimentacién del modelo, sin embargo como ya se pudo apreciar los resulta-
dos no fueron los esperados. Por esta razon, a lo largo de este capitulo consideraremos el problema de
construccién de estados por el filtro de Kalman, para luego incluir las ganancias de retroalimentacion

del LQ.

28
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3.2. Propiedades del Filtro de Kalman

El filtro de Kalman provee una solucién al problema de estimacién en el contexto de una evolucién
de los parametros que se estiman de acuerdo con una ecuacién de estado (2.4.10). Hay varias formas
de derivar el filtro de Kalman. En este trabajo se opto por una variante basada en el observador de
orden completo modificado, llamada observador actual, el cual permite una simplificacién en las
derivaciones y considera los efectos de los ruidos v(n) y w(n) por separado. La mejor prediccion del

estado que podemos hacer cuando hay ruido es el valor esperado.

2 (n)=®x(n—1)+Tu(n — 1)+ Tv(n)

=®z(n—1)+Tu(n —1), v(n) =0. (3.2.1)

Esta suele denominarse la estima a priori, porque se realiza antes de medir la salida (sin correccion).
Una vez disponible la salida en el instante n, terminamos de armar el observador actualizando la

estima, obteniendo la estima a posteriori:
Z(n) =2~ (n) 4+ L(n) (s(n) — Hi ™ (n)) (3.2.2)

En observadores deterministicos, L se selecciona para asignar la dindmica del error de estimacién. En

este caso, ademas, trataremos de minimizar el efecto de los ruidos.

Para modelar el problema de modo que el filtro Kalman puede ser utilizado, es necesario escribir
una ecuacion de estados para los parametros que se calculan en la forma (3.2.1). El modelo requerido
para la estimacién de los parametros se obtiene mediante aproximaciones de Taylor, lo que quiere
decir que en lugar de usar el tradicional filtro de Kalman, se empleara el filtro T'alor® — Kalman
visto en [15]. El algoritmo necesario para computar el filtro de Kalman asi como el modelo truncado

de la sefial a estimar, fueron presentados en el capitulo 2.
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3.3. Estimador LQG

Como bien lo mencionamos con anterioridad (Capitulo 2, seccion 2.3), el control Lineal-Cuadrdtico-
Gaussiano (LQG) es simplemente la interconexion del filtro 6ptimo de Kalman (estimador lineal cua-
drético) con la ley de retroalimentacion de estados del LQ. El control LQG puede ser aplicado tanto
en sistemas lineales invariantes en el tiempo, asi como en sistemas lineales variantes en el tiempo. Es-
ta ultima caracteristica permite el disefio de controladores lineales de retroalimentacién para sistemas

no lineales inciertos.

v

]

Y u =| MODELO DE LA
o/ SENAL (TAYLOR¥)

CONTROLADOR
LINEAL

CUADRATICO
e

FILTRO

DE KALMAN (\‘

Figura 3.1. Diagrama de Bloques del Controlador Lineal-Cuadritico-Gaussiano

Cualquier eleccién de la matriz de ganancias de Kalman L en (4.3.10) para la cual ® — LH es
asintticamente estable, hard converger 2 a x a lo largo de las dindmicas del proceso dadas por (2.5.1).
Sin embargo, en general la salida y es afectada por mediciones de ruido y las dindmicas del proceso
también se ven afectadas por perturbaciones. En lugar de esto, un modelo mas razonable para el

Pproceso es:

z(n) =ox(n—1)+Tun—-1)+Tv y=Hzx(n—1)+w, (3.3.1)

donde v denota las perturbaciones y w la medicién del ruido. En este caso necesitamos reescribir las
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dindmicas de error de estimacion para (3.3.1), las cuales son:

é = dx(n) +T'v— dz(n) — L(n) (s(n) — Hi(n))

=(d—-LH)e+Tv+ Lw

ya que, generalmente el error de estimacion de w y v no converge a cero, pero mediante la elecciéon

de la L correcta se mantienen pequefias.
Por otro lado, la ecuacidn en diferencias de Riccati
P(n)=®P(n—1)+ P(n— 1" + o’ I — P(n — )H'r'HP(n — 1) (3.3.2)

es necesaria en el disefio del filtro de Kalman ya que resuelve el problema de estimacién lineal-

cuadrética, mientras que la ecuacion:
Pn)=Pn+1)®+0"P(n+1)—Pn+DIr ' TTPn+1)+Q (3.3.3)

conocida de igual manera que (3.3.2) (ecuacion en diferencias de Riccati), representa la solucion al
problema de obtencion del vector de ganancias Optimas del controlador lineal-cuadratico LQ; ademds

dicha ecuacion tiene la peculiaridad de que es resuelta hacia atrés, tal y como es mencionado en 2.5.

Al observar ambas ecuaciones puede apreciarse una similitud entre ellas, lo que es denominado
como dualidad. En otras palabras, se trata de dos problemas o esquemas diferentes que juntos resuel-
ven el problema de control lineal-cuadrético de Gauss (LQG), por lo que este puede ser separado y

resuelto de manera independiente bajo el principio de separacion.

3.3.1. Principio de Separacion

El principio de separacion es la propiedad mas elegante que puedan tener los sistemas lineales

bien determinados. Esta propiedad se obtiene a partir de combinar un observador con un sistema de
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control retroalimentado. Considerando:

z(n) = ¢x(n — 1)+ Tu(n — 1), y=Hzx(n—1) (3.3.4)

T(n)=(®—-LH)Z(n—1)4+Tu(n—1)+ Ly, un—1)=—-Kz(n—1) (3.3.5)

Para checar la estabilidad del sistema es mas conveniente considerar las dinamicas de error de esti-
macion e = x — = en lugar del estado de estimacién Z. Por lo que reemplazamos las ecuaciones & por

T —e,

z(n)=dx(n—1)+Tun—-1)=(® -TK)z(n—1)+I'Ke, y=Hzx(n—1)

e(n)=(®—LH)e(n—1), u=—K(z—e)
En notacién matricial tenemos.
x(n) d-TK TI'K z(n—1)
- . y=1H 0
e(n) 0 ®—-LH e(n—1)
Principio de Separacion. Los eingevalores del sistema en lazo cerrado (3.3.4) son da-
dos por las dindmicas del regulador de retroalimentacién de estado ¢ — I'K junto con

las dindmicas del estimador de estado ® — LH. En caso de que ambas matrices sean

asintéticamente estables, entonces también lo sera (3.3.4) en lazo cerrado.

3.3.2. Acoplamiento entre LQ y el Filtro de Kalman

El principio de separacion garantiza que tanto del controlador como el observador (Filtro de
Kalman) pueden ser disefiados y calculados de forma independiente. En contraste con dicho principio
y con la solucién cldsica del LQG la cual involucra un par de ecuaciones separadas de Riccati, en
este trabajo se propone un acoplamiento de ambos problemas mediante la ecuacion en diferencias de

Riccati (3.3.2), substrayendo del algoritmo la ecuacién (3.3.3).

La solucién estabilizaste de Riccati, se emplea una sola vez por la inclusion de la matriz H en

(3.3.2), la cual extrae la primera componente de la sefial estimada (2.4.11) (que puede interpretarse
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como 7)), de esta manera la ecuacion de Riccati nos proporcionara la matriz P necesaria para calcular
tanto L(n) como K (n) basados en el comportamiento de la sefial de salida mediante la matriz H.
A pesar de esto, las cualidades del algoritmo nos permiten considerar al filtro de Kalman en estado
estacionario a partir de un instante nq, es decir, una vez que sus ganancias han alcanzado su maxima
magnitud constante; luego de estabilizar las ganancias de Kalman y obtener los estimados instan-
tdneos, como lo visto en [13], se aplica la retroalimentacion de estados del LQ mediante la ley de
control (3.1.2), haciendo:

d=(®—KI)" (3.3.6)

El motivo por el cual ® es la transpuesta de la matriz de retroalimentacién se debe a un problema
numérico presentado en los cédlculos llevados a cabo por MatLab para obtener las simulaciones reque-
ridas, por lo que se optd por cambiar ligeramente la estructura de la matriz sin necesidad de cambiar

alguno de sus términos.

Como bien lo mencionamos, las ganancias de Kalman L;, son adoptadas una vez que convergen
al valor mdximo constante (estado estacionario) y es a partir de este instante en que la matriz de
retroalimentacién juega un papel importante. Las ganancias K; del controlador LQ, son forzadas a

converger a un valor constante en el instante n4, es decir, mismo instante que Kalman.

Finalmente el proceso recursivo del LQG disefiado, se define por la siguiente secuencia para el
n-ésimo ciclo:

1. Actualizacion del estado

a) Prediccion del estado

7 (n) =dx(n—1) (3.3.7)
b) Error de covarianza a priori

P~(n) = ®P(n — 1)®" + T o> (3.3.8)
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2. Actualizacién de la medicion

a) Ganancia de Kalman
L(n) = P~ (n)HT (HP~(n)HT + ¢2)~" (3.3.9)
b) Correccién del estado
&(n) =&~ (n) + L(n) (s(n) — Hz (n)) (3.3.10)

¢) Error de covarianza a posteriori

P(n)=(I—L(n)H) P~ (n) (3.3.11)
d) Ganancia LQ
K(n) = [[TP()T +7] " TTP(n)® (3.3.12)
3. Retroalimentacién del estado
a) Ley de control
u(n) =—-K(n)x(n—1) (3.3.13)
b) Prediccion del estado
27 (n) = ®z(n — 1) + Tu(n) (3.3.14)
¢) Correccidn del estado
Z(n) =2~ (n) + L(n) (s(n) — Hz" (n)) (3.3.15)

donde o2 y o2 son la varianza de la entrada y la medicién de ruido, respectivamente; y r el peso del
control. El proceso comienza con z(0) = 0,y P(0) = I x 10° para la matriz de error de covarianza
inicial desconocida del estado. Note que una vez que las ganancias de Kalman son constantes, el

proceso algoritmico se reduce al conjunto de ecuaciones (3.3.13)-(3.3.15).
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3.4. Modelo de la Senal y LQG

El modelo de la sefial del filtro T'aylor® — LQG viene de la aproximacién de Taylor del modelo
de la sefial pasabanda propuesta en [7] para sistemas con oscilaciones de potencia. En esta seccion
reescribimos las ecuaciones principales para establecer como fue implementada la notacidn en nuestro

algoritmo y facilitar la lectura. Este material es mostrado en las secciones 2.4 y 2.5.
3.4.1. Seial de analisis

De acuerdo con la sefial pasabanda (2.4.2) construimos una sefial de prueba mediante las siguien-

tes funciones de amplitud y fase:

a(t) = ap + ay sin(27 f,t)

©(t) = o + @1 8in(27 f )

cuyos parametros son: agp = 1, a; = 0,1,y f, = 5Hz, parala amplitudy g = 1, p; = 0,1,y
fo = DBHz, para la fase. Otras caracteristicas de la sefial son 02 = 0,01 y 02 = 107%, en otras
palabras las varianzas de entrada y la medicién de ruido, respectivamente. Esto corresponde a una

relacion sefial-ruido de 37 dB, equivalente a la producida por un convertidor andlogo-digital de 6 bits.
Modelo Taylor Orden Cero

Al igual que en el capitulo anterior, a continuacion también se mostraran los resultados obtenidos
mediante el modelo truncado de orden cero, ®(. Para ilustrar mejor el comportamiento del estima-
dor LQG empleando este modelo, se observa la figura 3.3, la cual muestra un comportamiento de

estimacion factible.
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Figura 3.2. Sefial y error de estimacién (Modelo de orden cero)
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Figura 3.3. Estimacién de Amplitud y Fase (Modelo de orden cero)

En comparacién con los estimados obtenidos mediante el controlador lineal-cuadratico (capitulo
2), el LQG presenta una mejora considerable, ya que el error de estimacién alcanza una magnitud en
el orden de 10, viéndose claramente reducido en un factor de 10. Y si bien se sigue apreciando una
magnitud de error mayor que a la otorgada por el filtro de Kalman, esto no deja de representar un

buen resultado.
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Trayectoria compleja del fasor

Fasor
Estimado

Figura 3.4. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden cero)

Total vector error
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Figura 3.5. Error Vectorial Total (Modelo de orden cero)

A pesar de exhibir un mejor comportamiento que los estimados obtenidos mediante el controlador
LQ, estos resultados muestran un pequefio desfasamiento en las estimaciones de amplitud y de fase
(figura 3.3). De igual manera al observar la figura, puede notarse la presencia de un retraso aproxima-

damente de un cuarto de ciclo en dichos estimados, indicando la presencia de un grupo de retardos
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en la funcion de transferencia del filtro. Unido a esto, los estimados también exhiben un comporta-
miento indeseado de corrugacidn, que como ya lo mencionamos anteriormente, son similares a las
infiltraciones del filtro de un ciclo de Fourier [11]; dicho comportamiento es claramente apreciado en

la figura 3.4.

Las ganancias de Kalman son reales y convergen a 0,9903 después de los 2 primeros ciclos fun-
damentales por lo que la retroalimentacion del estado es aplicado en ese instante. El error vectorial
total (TVE) se visualiza en la figura 3.5, cuyo comportamiento es muy parecido al visto en [13].
Al analizar los resultados presentados podemos concluir que las estimaciones proporcionadas por el
LQG mediante el modelo de orden cero son buenas, mds no como las que esperamos obtener con
el modelo de orden 2; ademds como detalle adicional y, como ya se explicé en el capitulo anterior,
mediante el modelo de orden cero sera imposible obtener estimaciones tanto de la velocidad como
de la aceleracion del fasor debido a que este modelo es insuficiente, por lo que esperamos lograrlo

mediante el modelo de orden 2.

Modelo Taylor Orden Dos

Una vez analizados las estimaciones del fasor obtenidas con el modelo de orden cero, estudiare-
mos aquellos resultados obtenidos ahora mediante el modelo de segundo orden, ®,. Los pardmetros
de la sefal previamente presentada conservan los mismos valores para un andlisis directo entre ambos

modelos de Taylor.

Como era de esperarse, los estimados son mejorados ya que con este modelo la magnitud del error
de estimacion es reducida considerablemente, tal y como puede apreciarse en la figura 3.6. Ademads
como lo mencionamos anteriormente, con el incremento del modelo también se mejoran los estimados
del fasor, los cuales ahora son mds cercanos a las funciones de amplitud y fase ideales y, a diferencia

de los estimados fasoriales del LQ, el efecto de corrugacion presente parece desaparecer (3.7).

El adelanto-atraso de las estimaciones anteriores también desaparece, indicando que la respuesta
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de fase de este filtro presenta un cero (o muy cercano a cero) plano alrededor de la frecuencia funda-
mental. Entonces, en este caso, los estimados no tienen distorsiéon de amplitud y fase, y por lo tanto
son instantaneos. La desaparicion del efecto de corrugacién puede confirmarse en la figura 3.8. Con
el modelo de segundo orden es posible obtener los estimados de las primeras derivadas del fasor, las

cuales pueden ser vistas en 3.10, estas corresponden a las derivadas de amplitud y fase.
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Figura 3.6. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden dos)
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Figura 3.7. Estimacién de Amplitud y Fase (Modelo de orden dos)
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Trayectoria compleja del fasor

Fasor
Estimado

Figura 3.8. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden dos)

Dichas derivadas corresponden a la velocidad de oscilacion de la amplitud y a la frecuencia de
offset (respecto a la frecuencia fundamental), respectivamente. Las estimaciones de las derivadas no
son suaves como los estimados del fasor, debido a su aparente comportamiento ondulatorio, y en un
andlisis comparativo con los resultados mostrados en [15], las estimaciones de las primeras derivadas

proporcionadas por el LQG son de menor calidad.

Este efecto es mds evidente en la figura 3.11, la cudl ilustra el error de los estimados normalizado
por los valores pico. Debido al hecho de que las derivadas del fasor cruzan por cero, el TVE no pue-
de ser aplicado. El vector de ganancias de Kalman de este ejemplo es tomado en su primer periodo
de estado estacionario ocurrido al final del primer ciclo fundamental. Se observo que en los prime-
ros cinco ciclos fundamentales, las estimaciones se comportan como los mostrados en las figuras
anteriores, pero después de ese intervalo de tiempo, las ganancias se degradan adoptando un compor-
tamiento muy similar al del modelo de orden cero. Por lo que el periodo de estado estacionario del
vector ganancias de Kalman que puede verse en la figura 3.13 es congelado para obtener los resulta-

dos mostrados. El vector de ganancias para la primera mitad del vector de estado es el siguiente: L =
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[1—2i,121 — 562¢, —1404 — 61117:], donde la segunda mitad del vector es el conjugado de la prime-
ra. El vector de ganancias del controlador LQ, que también es congelando a partir del mismo instante

n que el vector de Kalman, es el siguiente: K = [0,00 — 0,00, 0,0028 — 0,00124, 0,5444 — 0,01337].

Total vector error
1 T

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado

Figura 3.9. Error Vectorial Total (Modelo de orden dos)
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Figura 3.10. Estimados de velocidad y frecuencia obtenidos con el modelo de segundo orden de la sefial
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Error normalizado en derivados de amplitud y fase
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Figura 3.11. Error normalizado de velocidad y frecuencia obtenido con el modelo de orden dos

Analisis del TVE

Al igual que en el capitulo anterior, también se analizara el comportamiento del error fasorial
total cuando la frecuencia de muestreo o el orden del polinomio de Taylor cambian. El valor rms es

definido en (2.6.3), mientras que la media cuadrética del TVE es apreciada en 3.12.

El comportamiento observado en la figura, indica que el elemento cuadratico de Taylor en el mode-
lo de la sefal es importante para reducir el error en los estimados del fasor. Tal y como ya se mencion6
anteriormente, los resultados indican que los errores de estimacion en los filtros para K = 0,1 son
debido a que el modelo es insuficiente para estimar fluctuaciones generanda una distorsién de fase,
ocasionando que sean incapaces de formar ganancias planas de fase en la frecuencia fundamental, en

contraste con los filtros para K > 2.

Las estimaciones proporcionadas por el LQG muestran que al aumentar la frecuencia de muestreo,
la forma de onda del TVE se vuelve mds continua y fina, lo que podemos corroborar en las figuras
2.9y 3.9. Por otro lado, también se observé que las estimaciones de las derivadas se mejoran cuando

el orden del polinomio de Taylor aumenta. Todos los observadores de Kalman utilizan las ganancias
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alcanzadas en los periodos de estado estacionario determinado por un indice de muestreo que a su vez

depende de la frecuencia de muestreo; sin embargo, casi es igual para cada uno de los tres diferentes

ordenes.

rms (TVE)

data1
—o— data2 {
—&— data3
—+—data4 ||
—&— data5

rms [TVE (%)]

Log, (Numero de muestras por ciclo)

Figura 3.12. Media cuadrética del TVE( %) como una funcién de la frecuencia de muestreo (M = 2™ muestras
por ciclo) y grado K del polinomio de Taylor

Al observar el comportamiento de las ganancias del controlador LQ mostradas en la figura 2.11
y analizarlas de forma paralela con las de la figura 3.13 (grafico inferior), podemos darnos cuenta
facilmente que hay una gran mejora, esto es debido al acoplamiento entre el filtro de Kalman y el

LQ, es decir, ya que la ecuacion estabilizaste de Riccati modifica el vector de ganancias de ambos

elementos.

Es perfectamente 16gico que el comportamiento sea distinto. A pesar de que el vector de ganancias

del controlador LQ es relativamente pequeiio, es suficiente para afinar la trayectoria optima impuesta

por el filtro de Kalman.
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Figura 3.13. Magnitud de las ganancias de Kalman (grafico superior) y Magnitud de las ganancias del contro-
lador LQ (gréfico inferior)

3.5. Respuesta en Frecuencia Taylor-LQG

La respuesta en frecuencia del filtro Taylor-LQG puede ser obtenida a través de la transformada z

de la ecuacion de estado
z(n) = dx(n— 1) + L(n) (s(n) — H®z(n — 1)) (3.5.1)
con la ganancia de Kalman L en estado estable. La transformada z de (3.5.1) es
#(2) = d2ti(2) + L <s(z) . Héz%(z)) (3.5.2)
y resolviendo para z(z), tenemos
[I et LHi)z_l} #(2) = Ls(2) (3.5.3)

Entonces la funcién de transferencia entre los estados del modelo de la sefial y la sefial de entrada esta

dada por
G(z) = [1 +(LH —1) i)z_l} L (3.5.4)
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y las respuestas en frecuencia de los estados del filtro se obtienen evaluando la funcién de transferen-

ciaen G(z)az = e/, para — < 0 < 7.

3.5.1. Respuesta en Frecuencia del Modelo de Orden Cero

En la figura 3.14 muestra la respuesta en frecuencia del filtro T'aylor® — LQG para diferentes
frecuencias de muestreo. Note que las respuestas son asimétricas, lo que indica que pertenecen a filtros
complejos. Esto puede apreciarse claramente cuando la sefial de entrada corresponde a una sefial
de estado estable, la cual trabaja apropiadamente con una ganancia de magnitud 2 en la frecuencia
fundamental positiva y una ganancia nula en la negativa. El comportamiento frecuencial exhibe una
resonancia en la frecuencia nula, indicando la presencia de un polo cercano a z = 1 en la funcién de

transferencia. El polo se aproxima cada vez mas conforme la frecuencia de muestreo aumenta.

Respuesta de Magnitud del Filtro °-LQG
‘ h ‘ ;f =16 m/c
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T

Fase

0
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Figura 3.14. Respuesta en frecuencia del filtro Taylor’ — LQG a diferentes frecuencias de muestreo

La respuesta de la fase no presenta magnitud nula y plana en la frecuencia fundamental, indicando
un pequefio retardo en los estimados. La respuesta en magnitud del filtro T'aylor® — LQG visto en la

figura anterior resulta ser equivalente a la analizada en [17]. La resonancia en la frecuencia nula puede
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ser resuelta afadiendo un cero en z = 1. Esto se obtiene al introducir una componente de corriente

directa en el modelo rotatorio de la senal.

10 0
=10 v 0|, h=[1 4 4 (3.5.5)
0 0 4

Note que en la figura 3.15, la respuesta de magnitud ahora contiene una ganancia cero en la frecuencia
fundamental; ademds el filtro pasabajas es obtenido de la variable del primer estado, es decir, la
componente de directa. La respuesta de magnitud es mostrada en la figura 3.16. Al analizar esta
ultima figura podemos darnos cuenta de que se trata de un buen filtro pasabajas debido a la ganancia

plana en la frecuencia fundamental.

Respuesta de magnitud del filtro T°-LQG +dc
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Figura 3.15. Respuesta de magnitud del filtro Taylor’ — LQG — dc para diferentes frecuencias de muestreo

Como bien se menciona anteriormente tanto las estimaciones como su respectivo comportamiento

frecuencial resultan ser equivalentes a los mostrados en [17], al menos para el modelo de orden cero.
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Respuesta de magnitud del filtro de dc
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Figura 3.16. Respuesta de magnitud del filtro de corriente directa para diferentes frecuencias de muestreo

3.5.2. Respuesta en Frecuencia del Modelo de Orden Dos

El filtro Taylor? — LQG provee no solo los estimados del fasor sino también de las dos primeras
derivadas. La figura 3.17 muestra las respuestas de magnitud y fase del estimador del fasorial. Note
que las ganancias alrededor de las frecuencias fundamentales (positiva y negativa). A diferencia del
comportamiento frecuencial presentado por el filtro de Kalman, el filtro LQG no exhibe frecuencia de
resonancia cercana a la frecuencia nula, sin embargo, tiene altas ganancias (mayores que uno) en los

armonicos.

Por lo tanto el filtro trabaja solamente cuando el espectro de la sefial esta confinado dentro de los
intervalos de las ganancias planas. Una caracteristica importante al igual que en el filtro de Kalman,
es la respuesta de la fase ya que puede observarse un intervalo de fase casi nula alrededor de la
frecuencia fundamental, lo que significa que los estimados del fasor proporcionados por el filtro, son
cuasi-instantdneos, es decir, sin un retardo significativo cuando el espectro de la oscilacion es la sefial

pasabanda asumida en nuestro modelo de sefial
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Figura 3.17. Respuesta en frecuencia del filtro T'aylot?> — LQG para diferentes frecuencias de muestreo
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Figura 3.18. Respuesta de magnitud del primer y segundo diferenciador del filtro 7% — LQG

El cambio de fase abrupto en la frecuencia fundamental negativa es insignificante debido a la
ganancia nula en ese intervalo. Por otro lado, la figura 3.18 muestra la respuesta de magnitud de la
primera (gréfico superior) y la segunda (gréfico inferior) derivadas estimadas. Ambos filtros tienen

ganancias nulas en la frecuencia fundamental negativa, lo que significa que rechazan esa componente
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que provoca la corrugacién en los estimados del modelo K = 0 de la sefial y como podemos perca-
tarnos, dichos filtros siguen exhibiendo altas ganancias en los arménicos lo que quiere decir que son

muy sensibles al ruido.
3.6. Filtro Taylor™ — LQG — Fourier

El filtro T'aylor? — LQG otorga las ganancias ideales solamente alrededor de la frecuencia funda-
mental. Para obtener dichas ganancias alrededor de cada armdnica, la matriz de transicién de estados
del modelo de la sefial requiere ser extendida para todas las armoénicas de interés. Por ejemplo si la
sefial es muestreada a N = 2! muestras por periodo, y todas las arménicas son incluidas, entonces la

matriz de transicion es de la forma:

D ()90

P(7) = exli¥ . (3.6.1)

Dpe ()N

La matriz extendida es (K + 1)N x (K + 1)N; sin embargo, el costo computacional para calcular
la transicion de un estado no es [(K + 1)N]?, sino [(K + 1)?]N/2 debido a su diagonalidad, y la
forma triangular superior de ® . Esta reduccion es importante porque una ves que las ganancias de
Kalman son estables, el algoritmo del LQG es ejecutado solo con las ecuaciones de prediccion del
estado (3.2.1) y la actualizacion del mismo (4.3.10). El vector H de la ecuacién de salida (2.5.2), para

K = 2, es de la forma

1
H=-11 00 1 00 --- 1 0 0 (3.6.2)
2 ~~ ~~—~ ~—~
K K K

entonces requieres solo N productos para estimar la sefal del vector de estado. Durante esta seccion
mostraremos que cuando son incluidas las armoénicas de interés dentro del modelo, la respuesta en
frecuencia del 7° — LQG — F es la misma que la 7° — K — F y la DFT, y que la respuesta de

T? — LQG — F presenta ciertas mejoras en comparacién ala 7% — K — F.
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3.6.1. Senal de Analisis

La evaluacién de los filtros 7° — LQG — F y T? — LQG — F se efectuara mediante una sefial
oscilatoria a la cual se le han agregado una 3% y 5% arménica en un cierto instante de tiempo. La sefal
es muestreada a N = 16 muestras por ciclo; entonces el desempeiio de los filtros en la estimacién del

fasor sera analizado.

s(t) = a(t) cos(2m f1 + (1))

+ u(t) [% cos(2m3 fit + @3(t))

+%> cos(2m5 f1t + g05(t))] (3.6.3)
donde
u(t) :{ 0. para ¢ <3 (3.6.4)
1, para t> P
a(t) = ag + ay sin(27 f,t) (3.6.5)
o(t) = @o + @1 5i0(27 f 1) (3.6.6)
@3(t) = 0,9¢(t) (3.6.7)
@5(t) = 0,8p(t) (3.6.8)

cuyos pardmetros de amplitud son: a9 = 1, a3 = 0,1,y fo = bHzy oo =1, p1 = 0,1,y
f, = bHz, para la fase. Mientras que la varianza y la medicién de ruido de la sefial son 02 = 0,01 y

02 = 107, respectivamente.
3.6.2. Taylor® — LQG — Fourier

Para comprender mejor lo explicado anteriormente, mostraremos el filtro Taylor’® — LQG —
Fourier para una frecuencia de muestro de N = 16 muestras por ciclo. La matriz de transicion es una

matriz diagonal con factores de fase rotatorios {1* k = 0,1...,15} descendiendo por la diagonal.
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Su respuesta en frecuencia es visualizada en la figura 3.19, la cual aparece junto con la respuesta
en frecuencia del filtro T'aylor® — Kalman — Fourier. Lo que se alcanza a apreciar es que ambos
comportamientos frecuentases son exactamente iguales. Esto indica que Taylor® — LQG — Fourier
permite el calculo tanto del 7° — K — F asi como de la DFT. También podemos darnos cuenta al
checar la respuesta de fase que los estimados de Taylor® — LQG — Fourier tienen exactamente el

mismo retardo que los estimados de 7° — K — F.
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Figura 3.19. Respuesta en frecuencia del filtro 70 — LQG — F
3.6.3. Taylor? — LQG — Fourier

Una ves analizado el filtro Taylor® — LQG — Fourier, ahora veremos los resultados obtenidos al
incrementar el orden del modelo, es decir, estudiaremos el filtro T'aylor? — LQG — Fourier. La nueva
matriz de transicion, es una matriz diagonal cuyos elementos son la submatriz ®, multiplicada por las
factores de fase rotatorios {1/* k = 0,1...,15}. La figura 3.20 muestra la respuesta de magnitud y
fase del filtro 7% — LQG — F para las primeras arménicas. La figura mencionada también muestra la
respuesta del filtro 72 — K — F para apreciar de una manera mas clara el comportamiento frecuencial

de ambos. Note, que el filtro 72 — LQG — F tiene un comportamiento similar al 7% — K — F ya que
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se comportan como un filtro valla, es decir, un filtro que extrae una armoénica oscilante rechazando
el resto de las armodnicas. Ademads los niveles de los 16bulos laterales cercanos al 16bulo principal
son reducidos considerablemente; y si bien, el intervalo de plano de las ganancias en las bandas de

arménicos se ve reducido en comparacion con el filtro 7% — K — F, sigue existiendo.
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‘
O T?-LQG-F|
A - - - T2KF

Magnitud (fasor)

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Respuesta de fase T-LQG-F
T Y \ T
N \ I
! "W

T
I
i

1

i

L " 1\
| i
! ]
i
|

{

\
1

|
1
|
|
I
|
|
|
L]

I
[
[
[
[
I \
|

Fase (fasor)

1

1

1

1

|

1

[

M | DY
by 1\ I T )

-4 -2 0 2 4

Frecuencia normalizada

1 '
W

T
I
’\
i\
I
1
1
|
1
!

i {¢

| I
I I
| I
I I
| I
IS L
| I
| I
L L]

Figura 3.20. Respuesta en frecuencia del filtro 72 — LQG — F

Como podemos apreciar en 3.20 el filtro reduce las ganancias interarménicas de Kalman y sus
frecuencias de resonancia junto a la frecuencia fundamental. Note en la respuesta de la fase que la
fase bajo la banda de paso es casi plana sobre cero, lo que indica un retardo demasiado pequefio en los
estimados del fasor. Una de las ventajas mas sobresalientes de estos estimados es que son muy utiles
en aplicaciones de control. Como ya lo explicamos anteriormente, con el modelo de segundo orden
de Taylor también es posible obtener la primera y segunda derivada de la oscilacion. 3.21 muestra las
respuestas de magnitud de la primera y segunda derivada del fasor. Se puede notar que cercana a la

frecuencia fundamental la respuesta de magnitud exhibe ganancias ideales en los diferenciadores.
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Figura 3.21. Respuesta de magnitud del primer y segundo derivador asociado con el filtro 72 — LQG — F

El desarrollo del filtro Taylor® — LQG — Fourier para incluir una por una el conjunto completo
de armoénicas muestra que el subespacio del filtro T'aylor® — LQG, cuya respuesta en frecuencia se
visualiza en la figura 3.14, crece hasta llegar al subespacio completo de Fourier, con respuesta en
frecuencia vista en 3.19. De la misma forma, el filtro T'aylor? — LQG visto en la figura 3.17 con la
de 3.20. Es por ello que es posible realizar la 7° — K — F mediante la 7° — LQG — F, y aumentando

la ponderacién del control (escalar r), calcular el filtro 72 — K — F con el filtro 7% — LQG — F.

3.7. Conclusiones

Tras haber analizado los resultados presentados a lo largo de este capitulo, pudimos percatarnos de
la clara mejora que existe en las estimaciones realizadas mediante el Controlador Lineal-Cuadratico-
Gaussiano; sin embargo, el controlador usado no es exactamente el planteado en la literatura ya que
segtn las cuestiones de diseflo que nos interesaban y los resultados esperados, se modifico la es-

tructura de éste, fijando una dependencia entre observador (Kalman) y controlador (LQ) a través de
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la ecuacién en diferencias de Riccati (3.3.2); lo que nos llevo a suprimir una de las caracteristicas
del LQG convencional, me refiero al principio de separacion. Las respuestas en frecuencia del filtro
Taylor® — LQG desarrollado en este capitulo indican que este filtro es muy sensible al ruido y su buen
desempefio en la estimacién del fasor dependera de la concurrencia de la sefial de entrada con el mo-
delo de la sefial. La inclusion del conjunto completo de arménicos dentro del modelo de la sefial nos
conduce al filtro T'aylor® — LQG — Fourier. Fue mostrado que el filtro Taylor® — LQG — Fourier
tiene el mismo comportamiento en el andlisis arménico que la T'aylor® — Kalman — Fourier y por

lo tanto que la DFT.

Por otro lado, el filtro Taylor? — LQG — Fourier tiene dos particularidades dependiendo de la
importancia del estado retroalimentado, es decir, como ya lo mencionamos anteriormente al hacer
bastante grande el peso del control, es posible obtener el filtro T'aylor? — Kalman — Fourier, por
el lado contrario (es decir, disminuyendo el peso del control), obtenemos los resultados mostrados.
La inclusion del polinomio de Taylor de segundo orden en el modelo de la sefial alcanza una res-
puesta plana en magnitud y fase alrededor de cada arménica produciendo armonicas oscilantes en las

estimaciones del fasor con una clara disminucidn en la distorsiéon de magnitud y fase.



Capitulo 4

Diseiio de ganancias mediante Formulacion
de Ackermann

4.1. Introduccion

En los capitulos anteriores se utilizaron métodos de disefio basados en criterios de optimizacion,
tales como el controlador lineal-cuadrético y el filtro de Kalman. El propdsito es encontrar el vector
de ganancias Optimas (L en el caso de Kalman y K para el LQ) que nos permitan realizar mejores
estimaciones del fasor dindmico, apoyados en el modelo aproximado de Taylor de la sefial pasaban-
da (2.4.1). Las ganancias son requeridas para asignar la dindmica del error de estimacion y ademds
minimizar los efectos de los ruidos. Bésicamente la resolucién de los vectores L(n) y K(n) se lleva
a cabo tras solucionar la ecuacion en diferencias de Riccati (3.3.2), lo que implica el uso de ciertas
matrices iniciales como lo vimos anteriormente. Durante el desarrollo de este capitulo se explicara la
propuesta de un método de disefio, distinto a los dos anteriores para la obtencion del vector de ganan-
cias. Dicho método se basa en la formula de Ackermann, la cual en forma general consiste en una
asignacion de polos; al aplicar esta metodologia puede ser que estemos sacrificando el factor éptimo
pero esperamos obtener cualidades que aceleren el tiempo de respuesta. La Formula de Ackermann

es comuinmente usada en disefios de controladores y observadores debido a su sencillez y eficiencia.

55
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4.2. Asignacion de polos

En esta seccion se presenta un método de disefio conocido comtiinmente como ubicacion de polos
o asignacion de polos. Se supone que todas las variables de estado son medibles y que estan dispo-
nibles para su retroalimentacion. El método de disefio comienza con la determinacién de los polos
en lazo cerrado deseados a partir de la respuesta transitoria y las especificaciones de la respuesta
en frecuencia, tales como velocidad, razén de amortiguamiento, o ancho de banda, al igual que los
requisitos en estado estacionario. Supdngase que se decide que los polos en lazo cerrado deseados
esténen z = 1,2 = lo,...2 = u, (En la seleccion del periodo de muestreo, debe tenerse cuidado
de que el sistema deseado no requiera de sefiales de control excesivamente grandes, de lo contrario
ocurrirdn fenémenos de saturacion en el sistema). Seleccionando una matriz de ganancias apropiada
para la realimentacién del estado, es posible hacer que el sistema tenga los polos en lazo cerrado en

las posiciones deseadas, siempre y cuando el sistema sea de estado completamente controlable.
4.2.1. Diseiio mediante asignacion de polos

A diferencia de los métodos del lugar geométrico de las raices y Bode donde se busca ubicar
unicamente los polos y ceros del controlador o compensador, en el enfoque actual de asignacién de
polos, es decir, en los sistemas de control de espacio de estados se ubica cada uno de los polos del

sistema en lazo cerrado.

Con esto se puede asegurar que el sistema tenga la respuesta deseada y se evita la incertidumbre
que ocurre en los métodos de control cldsico como LGR y Bode, en donde después de diseiiar el
controlador o compensador hay que esperar que los polos y ceros de mayor orden se cancelen o
queden lo suficientemente lejos de los polos dominantes para que no afecten al comportamiento. Sin
embargo, hay un costo asociado con colocar todos los polos en lazo cerrado, porque hacerlo requiere

tener buenas medidas de todas las variables de estado, o bien incluir un observador de estado en el
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sistema. También existe un requisito por parte del sistema (modelo de Taylor) para que los polos en
lazo cerrado se puedan situar en posiciones elegidas de forma arbitraria; la exigencia es que el sistema
sea de estado completamente controlable. El ajuste de las ganancias de realimentacion de estado se

pude hacer de distintos modos. Retomando la ecuacion (2.5.1), es decir:
z(n) = dx(n—1) + Tu(n —1)

Generamos la entrada de control u(n — 1) = —Kx(n — 1). Los valores caracteristicos deseados para
de <<I> -I'K ) son fi1, [a, - . ., [n; cualesquiera valores caracteristicos complejos deben presentarse
como pares conjugados. Si observamos que la ecuacion caracteristica del sistema original dado por la

ecuacion (2.5.1) es
| 2] —® |==2"+a12" "+ a2 2+ Fap12+a, =0

puede definirse una matriz de transformacién Tx como sigue

Te =MW
donde
M= : & ¢ ... + oI (4.2.1)
que es de rango completo, y donde
_an—l p—g -+ A1 1_
ap—2 Gp-3 1 0
w=| L (4.2.2)
aq 1 0 0
1 0 0 0

La ecuacién | zI — ® + I'K | se convierte en
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10 0 0 1 0 0 0 0
01 0 0 0 0 0 0 0
|21 —O+TK |=|z|: : - : L+
0 0 0 0 0 1 0 0 0
_O 0 1_ | —n —Gn —aq | _6n On_1 51_
z —1 0
0 z 0
0 0 ~1
p+0n Apo1+0p—1 -+ z4+a+0;
=2"+ (a1 +61)2" "+ A+ (Apo1 + On1)z A + 0, =0 (4.2.3)

mientras que la ecuacion caracteristica con los valores deseados, esta dada por

a(z) =| 21 =@+ TK | = (2 — )z — ) -~ (= — pn)
="t " 4t a, 2+ a, =0 4.2.4)
Igualando los coeficientes de potencias iguales de z correspondientes a las ecuaciones (4.2.3) y
(4.2.4), obtenemos

a; =a; + 0

Qo =ao + (52

Qp =0y, + 6n

Por lo tanto

~

K=la,—a, ' ap1—apn1 : - ‘ag—ay|Tx™" (4.2.5)

donde las a; y las «; son coeficientes conocidos, y Tx es una matriz conocida.
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4.3. Formula de Ackermann

Otro de los métodos usados en la asignacion de polos es la Féormula de Ackermann. Conside-

rando el modelo completamente observable definido como:
z(n) = dx(n —1) (4.3.1)
y(n) = Hz(n) + w(n) (4.3.2)

Para el disefio del observador (nuestro caso), determinamos la matriz L de tal forma que su ultima

ecuacion caracteristica sea idéntica a la ecuacidn caracteristica deseada para el vector de error; ésta

es:
|2l =@+ LH | = (2 — )z — pta) -+~ (= — )

="t a2 "t a2+, =0 (4.3.3)

donde i1, fig, . . ., i1, son los valores caracteristicos de la matriz ($ — LH ). Para sistemas fisicos los

valores caracteristicos complejos siempre aparecen en pares complejos conjugados. En el andlisis pre-
sente, supondremos que todos los valores caracteristicos complejos se presentan en pares complejos
conjugados, de tal forma que los coeficientes o, s, . . ., o, de la ecuacion caracteristica son reales.
La formula de Ackermann también es usada para la determinacién de la ganancia de retroalimentacién

del estado K, de tal forma que la ecuacion caracteristica es:
| 2] —® +TK |

la cual seria la misma que la ecuacidn caracteristica (4.3.3), por lo que es claro que estos dos pro-
blemas son uno dual (es decir, matematicamente la determinacién de Les igual a la determinacion
de la matriz de ganancia K del problema de ubicacion de polos). Por lo tanto es posible utilizar los
resultados obtenidos en [21] con respecto a la determinacién de la matriz L. La matriz deseada K se

obtiene mediante Ackermann de la siguiente forma:

~ -1

K=10 0 --- 0 1} [r > AR LU N Iy (4.3.4)
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Por lo que la matriz deseada [: puede obtenerse de la manera similar a la ecuacién (4.3.4), como

sigue:
— - -1 ~ -~
H 0
. H® 0
L=o@)| " . 4339
_H(ID”_l_ 1]

H(P)=P"+ayPn—1+ 4+, 1P+ a,l

donde ¢(®) es el polinomio caracteristico deseado de la dinamica del error. La expresién L dada
por la ecuacién (4.3.5) se trata de la formula de Ackermann para la determinaciéon de la matriz de

ganancia de realimentacion del observador L.
4.3.1. Criterio de seleccion de polos

En los sistemas de control continuos, la ubicacién de polos y ceros en el plano s es muy impor-
tante, ya que mediante tal procedimiento podemos predecir la dindmica del sistema. De igual manera,
determinar la ubicacién de polos y ceros en el plano z cobra gran importancia en los sistemas discre-

tos. Las variables complejas s y z quedan relacionadas mediante la siguiente ecuacion:
z=els = ¢ (4.3.6)

Esto significa que un polo en el plano s puede quedar localizado en el plano z mediante la transforma-
cién z = €”°. Dado que la variable compleja s estd formada por una parte real o y una parte imaginaria
w, tenemos

§=0+jw

entonces

5 = 67(0+]w) — ¢TI — eTaej(Tw—l-an)
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Dado que o es negativo en el semiplano izquierdo del plano s, el semiplano izquierdo del plano s

corresponde a

2| =€ < 1

El eje jw en el plano s corresponde |z| = 1. Esto es, el eje imaginario en el plano s (la linea ¢ = 0)
corresponde al circulo unitario en el plano z, y el interior del circulo unitario corresponde al semiplano
izquierdo del plano s. Debe observarse que el comportamiento dindmico del sistema de control en
tiempo discreto depende del periodo de muestreo 7; o 7. La localizacion de los polos y los ceros en el
plano z, depende del periodo de muestreo 7. En otras palabras un cambio en el periodo de muestreo
7 modifica las localizaciones de los polos y de los ceros en el plano z y hace que el comportamiento
de la respuesta se modifique. Para el disefio del vector de polos deseados consideramos dos factores
importantes: factor de amortiguamiento relativo constante ( y frecuencia natural w,; de acuerdo al

esquema del plano z visto en la figura 4.1, seleccionamos los factores de disefio para ubicar los polos.
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Figura 4.1. Lineas de frecuencia natural y amortiguamiento constantes
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Como bien ya lo mencionamos anteriormente las lineas de pardmetros constantes de la figura an-
terior se pueden usar para elegir la localizacion de los polos en lazo cerrado de un sistema de control
para asegurar un determinado comportamiento. Cuando se usan periodos de muestreo muy pequefios
(es lo habitual), los polos se van a encontrar siempre muy proximos de la unidad (que corresponde
al origen de coordenadas del plano s), ademds al cambiar el periodo de muestreo, automaticamen-
te cambia la anchura de la franja primaria (Esto se aprecia en la figura 4.2. Note también que, si la
frecuencia de muestreo es por lo menos dos veces mayor que la componente de frecuencia mas alta in-
volucrada en el sistema, entonces cada uno de los puntos del circulo unitario del plano z representaran

frecuencias entre — 1w, y twy).

Im(s)
w
Plano s

rrrrrrIITITTIrrry 4 W2 WS
Franja complementaria
J3/2Ws
Franja complementaria
;\;;;;}\%;;\;;;\;\}\% j % Ws
FRANJA Re(s)

PRIMARIA
% Ws o

Franja complementaria
JURCIRTRINVACR A
1177777707 77777 | ] H2Ws

Franja complementaria

FELLLS TS TIL TSI
- 5/2 Ws

Figura 4.2. Franjas periddicas en el plano s

Por tanto la posicidn relativa del polo, en el plano complejo s, cambia respecto a dicha franja, de
esta manera cambia la posicion del polo en el plano complejo z. Sin embargo, el dngulo que forma
respecto al origen no cambia con el periodo de muestreo. Por ese motivo los polos y ceros en el plano

complejo z se mueven o cambian de posicioén con diferentes periodos de muestreo segun trayectorias
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de amortiguamiento constante. Para el mapeo entre los planos s y z se pueden usar las siguientes

relaciones:
S =—0 % jwg = —Cwn + jun/1— 2 4.3.7)
2| = e7™ = In|z| = —1Cw, = —TO (4.3.8)
Lz = TwHMrads = Twy rads 4.3.9)

4.3.2. Observador Actual del Estado

El tema del observador actual ya se ah manejado bastante en los capitulos anteriores por lo que
en este apartado solo se expondrd de manera muy superficial. El observador como en los casos ante-
riormente, es utilizado para estimar el estado requerido para la estimacién fasor y como resultado el
comportamiento de la sefial pasabanda. Para manera de recordar la estructura se presentan nuevamen-

te las ecuaciones del observador junto con un diagrama de bloques:
7 (n) =®x(n—1)+Tuln—1)
Que suele denominarse estimacion a priori; mientras que la estimacion a posteriori es definida como:
&(n) =2~ (n)+ L (s(n) — HZ ™ (n))

donde L es la ganancia del observador obtenida mediante la formula de Ackermann vista anterior-

mente.

s(n)

i -~ MODELO DE LA : i )

i SENAL (TAYLOR¥)

OBSERVADOR

Figura 4.3. Diagrama de Bloques de la Estimacién de la Sefial mediante un Observador Actual
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4.4. Solucion Numérica

4.4.1. Senal de analisis

Para obtener resultados numéricos y analizar el comportamiento de los estimados, dicho andlisis
se efectuara sobre la misma sefial pasabanda (2.4.2) vista en los capitulos anteriores, asi mismo las

especificaciones de cada elemento de la sefial, es decir:
a(t) = ag + ay sin(27 f,t)
o(t) = o + @1 8in(27 ft)
conservan las caracteristicas ya establecidas con anterioridad.

Modelo Taylor Orden Cero

Como ya es propio del avance que lleva este documento, a continuacion se muestran los resultados

obtenidos mediante el modelo de orden cero del polinomio de Taylor, .

Estimacion de la Sefal
15 T T

: ' i

Sefal
Estimado
0 5 10 15 20 25 30

Amplitud (pu)

—5H

Error de Estimacién
o
T

1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado (Ciclos

Figura 4.4. Sefial y error de estimacién (Modelo de orden cero)
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Al igual que los resultados anteriores, estos se obtuvieron al muestrear la sefial a Ny = 16m/c.
Lo que difiere, obviamente es el método de disefio del vector de ganancias, para este caso se disefo
ubicando los polos mediante los siguientes pardmetros: un coeficiente de amortiguamiento de ¢ = 0,5

y una frecuencia natural de w,, = 0,3, lo que genera los siguientes polos

s = —0 +wyj = —452,3893 % 783,5613

z=e€"" = 10,4276 £ 0,4548j

con un periodo de muestreo de 7 = T /N;. La ubicacién puede verificarse en la figura 4.5. Por lo que
respecta a los estimados obtenidos mediante este modelo, puede observarse que resultan presentar
un mejor comportamiento que los obtenidos en los capitulos anteriores ya que presentan un error de
estimacion en el orden de 10~°. Una region que podemos establecer para obtener buenas estimaciones
es comprendida por la relacién: 0,5 < ¢ < 0,6 y 0,3(%) < w, < 0,4(%) . Hay que aclarar que con
esto no se quiere decir que cualquier valor fuera de estas regiones ocasionaria no obtener estimaciones,

sin embargo, dentro de esta region se producen magnitudes de error de estimacién de menor magnitud.
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1 I I I T 05T I I I
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Figura 4.5. Ubicacion de los polos deseados en el plano z
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Estimacién del Fasor
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Figura 4.6. Estimacién de Amplitud y Fase (Modelo de orden cero)

Trayectoria compleja del fasor

Fasor
Estimado

Figura 4.7. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden cero)

Se ve claramente que las estimaciones realizadas a través del modelo de orden cero son en general



67

buenas. Esto resulta ser particularmente bueno ya que el algoritmo destinado para la obtencién del
estimado, comprende solamente un observador actual cuyo vector de ganancias es obtenido median-
te la formula de Ackermann, en otras palabras su disefio es relativamente sencillo. A pesar de esto,
los estimados para este modelo, y como en los casos anteriores, presentan el mismo comportamiento
indeseado de corrugacion asi como un desfasamiento en los estimados de amplitud y de fase; esto es
claramente visible en las figuras 4.7 y 4.6 respectivamente. Aunado a esto también existe la presencia
de un retardo en la funcién de transferencia del filtro. Es f4cil notar que las ganancias debido a la
forma en la que se calculan, no presentan dinamismo y siempre se comportan de manera constante a
diferencia de los casos anteriormente vistos; dichas ganancias exhiben para los polos seleccionados
una magnitud de 1,276. Siguiendo el procedimiento habitual mostrado en este documento, la figura
4.8 muestra el error vectorial total (TVE). En general las estimaciones proporcionadas por este mé-
todo para este orden, son buenas, a decir verdad, las estimaciones usando el modelo de orden cero
proporcionadas con cualquiera de los métodos vistos resultan ser buenas, la diferencia cae cuando se

emplean modelos de mayor orden, como es el caso del orden dos que analizaremos a continuacion.

Total vector error

TVE (%)

0.4

0.2 i

0 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo normailizado

Figura 4.8. Error vectorial total (Modelo de orden cero)
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Modelo Taylor Orden Dos

Como ya se sabe con seguridad, al elevar el grado del polinomio las estimaciones mejoran consi-
derablemente debido a que el numero de componentes en el modelo de la sefial es mayor. Al usar un
modelo de orden dos, es decir, ®, se presentan cambios de suma importancia tanto en el comporta-
miento frecuencial del filtro asi como en las estimaciones del fasor. Veamos los siguientes resultados

para corroborar lo dicho.

Estimacion de la Sefal
15 T T

: T

-1 Senfal
Estimado

15 | | | |

0 5 10 15 20 25 30

Amplitud (pu)

Error de Estimacion
o

L L L L
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado (Ciclos)

Figura 4.9. Sefial y error de estimacion (Modelo de orden dos)

Para el caso de este modelo, los pardmetros de disefio asignados para conocer los polos deseados
fueron: (¢; = 0,5,w,, = 0,18), (¢ = 0,6, w,, = 0,2) y (¢ = 0,36, w,, = 0,15), lo que da lugar al

siguiente vector de polos deseados:
zq4 = [(0,6651 + 0,35455), (0,6011 + 0,33045), (0,7637 + 0,35927)]

con un periodo de muestreo 7. En este caso, el comportamiento de los estimados presenta un error
mayor que en el caso de orden cero y los estimados obtenidos mediante el filtro de Kalman, sin
embargo como lo mencionamos al principio del capitulo, se pens6 en obtener una respuesta rapida

haciendo aun lado la precision (Mas adelante visto). El error cobra tal magnitud debido al estado
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transitorio inicial de los estimados, lo que podemos ver en las estimaciones de amplitud y fase del
fasor en la figura 4.11. Para el caso de 16m /¢ al manipular los pardmetros de disefio se debe tener en
cuenta que al menos un polo debe ubicarse en la frecuencia natural w,, = 0,15 ya que aseguramos un

decaimiento exponencial en el comportamiento oscilatorio de los polos.
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Figura 4.10. Ubicacion de los polos deseados en el plano z

Pese al error mostrado por los estimados, en ellos es ausente el comportamiento de corrugacion,
lo que se aprecia en la figura 4.12. Otro aspecto importante que resalta al observar los resultados
es que los estimados ya no presentan un desfasamiento respecto a las sefiales de amplitud y fase
ideales, indicando que la respuesta en frecuencia de fase de este filtro presenta una ganancia nula
plana alrededor de la frecuencia fundamental, por lo que los estimados son instantdneos. Como lo
vimos en [15] y en el capitulo 3 el modelo de orden dos ademds de proporcionarnos los estimados del

fasor también nos da los estimados de las dos primeras derivadas de este.
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Figura 4.11. Estimacién de Amplitud y Fase (Modelo de orden dos)
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Figura 4.12. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de orden dos)
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Total vector error
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Figura 4.13. Error vectorial total (Modelo de orden dos)

La figura 4.13 muestra el comportamiento del error vectorial total (TVE). Como ya lo mencio-
namos con anterioridad, las derivadas representan la velocidad de oscilacién de la amplitud y la fre-
cuencia de offset (respecto a la frecuencia fundamental), respectivamente. Una caracteristica de las

estimaciones de las derivadas es que no son suaves a diferencia de los estimados del fasor.

El error es del mismo orden que el observado en las estimaciones proporcionadas por el filtro de
Kalman y por el LQG, lo que es causado debido a su estado ondulatorio. La figura 4.14 ilustra el
comportamiento de dichas derivadas mientras que la figura 4.15 el error de estimacién normalizado.
En el caso del vector de ganancias de Ackermann para el modelo de orden dos, es constante en

A

L =[1— 14, 187 — 328i, 5853 — 25635i].
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Figura 4.14. Estimados de velocidad y frecuencia obtenidos con el modelo de segundo orden de la sefial

Error normalizado en derivados de amplitud y fase
0.15 T T T T T T T

01 :

0.05 [ 4

Velocidad

0.2

0.1

Frecuencia
o

L L L L L L
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tiempo normalizado (Ciclos)

02 I I I
0

Figura 4.15. Error normalizado de velocidad y frecuencia obtenido con el modelo de orden dos



73

4.4.2. Estimados de paso en Magnitud y Fase

Para ilustrar la respuesta transitoria de los filtros, los pasos de magnitud y fase de la referencia
de prueba en [1, Anexo G.2 y G.3] son mezclados con la sefial analizada. La figura 4.16 muestra los
transitorios de magnitud y fase obtenidos con los estimadores de cero y segundo orden de Ackermann
de la sefial de prueba. Esto corresponde a la respuesta a una funcién escalén por los estimadores de
Ackermann y son formados por los polos dominantes de la funciones de transferencia correspondien-
tes. El modelo de orden cero produce un sobrepasé de amplitud durante un periodo muy corto de
tiempo. Este transitorio dura alrededor de un cuarto de ciclo mientras que el estimador de segundo
orden presenta un transitorio mucho mas largo, alrededor de 1 ciclo, debido a la presencia de mayor

numero de polos, esto se puede apreciar de mejor manera en la figura 4.17.
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Figura 4.16. Estimados de magnitud y fase obtenidos con el estimador Taylor* — Ackermann de cero y
segundo orden para la magnitud y fase del paso de sefial

En esta subseccion en particular, la sefial fue muestreada a 64m/c, para realizar una evaluacién

comparativa con los datos obtenidos en [15] mediante el filtro Taylor® — Kalman. Los estimados
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de las primeras derivadas del fasor otorgadas por el estimador de segundo orden son mostradas en la
figura 4.18. Podemos apreciar que las respuestas transitorias de la magnitud y fase de las derivadas

tienen una duracién aproximada de un ciclo.

Trayectoria compleja del fasor

Figura 4.17. Trayectorias del fasor del estimador de cero y segundo orden
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Figura 4.18. Estimados de las primeras derivadas de amplitud y fase obtenidas con el estimador de Ackermann
de segundo orden de la amplitud y fase del paso de sefial
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4.4.3. Estimados de Paso de Frecuencia

Los estimados de la prueba en el paso de frecuencia (+5H z) en [1, Anexo G.4] son mostrados en
la figura 4.19. Dicha figura muestra la magnitud y fase de los estimados obtenidos con el estimador
evaluado. Puede observarse claramente que ambos estimadores presentan un comportamiento similar

en los estimados de fase, lo que difiere en los estimados de la magnitud.

La figura 4.20 muestra la trayectoria compleja que siguen los estimados del fasor, lo que nos ayuda
a visualizar mejor la diferencia entre ambos estimadores. Finalmente las derivadas del fasor obtenidas
mediante el estimador de orden dos son mostradas en la figura 4.21; al analizar dicha figura, note que

la frecuencia de los estimados converge a la frecuencia ideal aproximadamente después de 1.2 ciclos.
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Figura 4.19. Estimados de magnitud y fase obtenidos con el estimador Taylor® — Ackermann de cero y
segundo orden para el paso de frecuencia de la sefial de prueba
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Trayectoria compleja del fasor

Figura 4.20. Trayectorias del fasor del estimador de cero y segundo orden para el paso de frecuencia de la sefial
de prueba
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Figura 4.21. Estimados de las primeras derivadas de amplitud y fase obtenidas con el estimador de Ackermann
de segundo orden del paso de frecuencia de la sefial de prueba
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4.5. Respuesta en Frecuencia

Al igual que en el capitulo anterior, la respuesta en frecuencia de Taylor-Ackermann puede ser

obtenida a través de la transformada z de la ecuacién de estado

A

z(n) = ¢z(n—1)+ L (s(n) — H®z(n — 1)) (4.5.1)

con la ganancia de Ackermann L constante. De acuerdo a los célculos vistos en 3.5 tenemos que la

funcion de transferencia entre los estados del modelo de la sefal y la sefial de entrada estd dada por
. -1,
Galz) = [I v (LH _ 1) cbz*l} L (4.5.2)

y las respuestas en frecuencia de los estados del filtro se obtienen evaluando la funcién de transferen-

ciaen Ga(z)az = el para—7m < 0 < 7.
4.5.1. Respuesta en Frecuencia del Modelo de Orden Cero

La figura 4.22 nos permite observar la respuesta en frecuencia de T'aylor® — Ackermann para
distintas frecuencias de muestreo. Al igual que en los filtros analizados anteriormente, note que son
respuestas asimétricas, lo que indica que pertenecen a filtros complejos. Esto es ocasionado cuando
la sefial de entrada corresponde a una sefal de estado estable. Dicha sefial trabaja con una ganancia
de magnitud 2 en la frecuencia fundamental positiva y una ganancia nula en la negativa. Note que
las respuestas en frecuencia no exhiben resonancias en la frecuencia nula como el caso anterior, en
lugar de ello presentan una tendencia lineal, debido a la ubicacion de sus polos en la funcién de
transferencia. Dicha funcion presenta un cero cercano a z = 1 y conforme la frecuencia de muestreo
aumenta, el cero se aproxima mas a 1. El comportamiento frecuencial de la fase no presenta ganancias
planas nulas alrededor de la frecuencia fundamental por lo que existe un pequefio retardo en los
estimados. A diferencia del caso del LQG y del filtro de Kalman, las respuestas tanto en magnitud y
fase difieren considerablemente, que como ya se menciono es debido a que el objetivo del estimador

es ser rapido.
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Figura 4.22. Respuesta en frecuencia del filtro T'aylor® — Ackermann a diferentes frecuencias de muestreo

4.5.2. Respuesta en Frecuencia del Modelo de Orden Dos

Mediante la figura 4.23 analizaremos las respuestas en frecuencia obtenidas mediante el modelo

de orden dos. Claramente se puede observar que las respuestas exhiben una frecuencia de resonancia

cerca de la frecuencia nula y altas ganancias en los armdnicos, sin embargo también presenta ga-

nancias notoriamente planas alrededor de la frecuencia fundamental (positiva y negativa) lo que nos

indica (igual que en el caso del filtro de Kalman) que el filtro solo trabaja cuando el espectro de la

sefial se encuentra dentro de los intervalos comprendidos por las ganancias planas. Una caracteristica,

la cual es importante resaltar es que aparte de ser rdpidos, los estimados son instantdneos ya que al

analizar la respuesta de la fase, note que alrededor de la frecuencia fundamental la fase es nula. Lo

que significa que los estimados no presentan retardo cuando el espectro de la sefial es asumida dentro

de nuestro modelo de senal.
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En la respuesta de fase también ocurre un cambio dréstico en la frecuencia fundamental negativa,
sin embargo se puede decir que el cambio es insignificante debido a la ganancia nula en ese preciso
intervalo. La figura 4.24 ilustra la respuesta de magnitud de la primera (grafico superior) y la segunda
(grafico inferior) derivadas estimadas; la grafica nos deja apreciar que las respuestas que a pesar de

ser muy sensitivas al ruido también presentan ganancias nulas en la frecuencia fundamental negativa.

4.6. Conclusiones

A través del capitulo se describié el disefio del estimador fasorial Taylor® — Ackermann, el
cual consiste en el empleo de dos técnicas bésicas en el area de control: férmula de Ackermann
y observador actual. Estas caracteristicas implican que el calculo del algoritmo sea relativamente
sencillo ademads de tener cierta flexibilidad en su comportamiento dependiente de la asignacion de
los polos deseados. A diferencia de los filtros vistos en los capitulos anteriores asi como en el filtro
Taylor® — Kalman, el criterio 6ptimo cobra menor importancia debido a que lo que se buscaba
era obtener un tiempo de respuesta mds corto y como se observo en las secciones 4.4.2 y 4.4.3,
dicho filtro presenta un tiempo de respuesta de un ciclo, lo que resulta ser aproximadamente mitad
de ciclo mas rdpido que el filtro T'aylor® — Kalman visto en [15]. Sin embargo la respuestas en
frecuencia del estimador T'aylor® — Ackermann indican que es més sensible al ruido dependiendo
de los parametros que especifiquen los polos deseados, pero a pesar de esto las respuestas entre ambos
algoritmos (modelo de orden dos) son muy similares. El buen desempefio en la estimacion del fasor
dependerd de la concurrencia de la sefial de entrada con el modelo de la senal. Al igual que en los
filtros Taylor® — Kalman, la inclusién del polinomio de Taylor de segundo orden en el modelo de
la sefal alcanza una respuesta plana en magnitud y fase alrededor de la frecuencia fundamental, con

una clara disminucién en la disposicion de magnitud y fase.



Capitulo 5

Conclusiones y Trabajo Futuro

5.1. Conclusiones

En este trabajo de investigacién se han descrito diversos algoritmos de estimacion fasorial los
cudles trabajan sobre un modelo de sefial que maneja funciones de amplitud y fase variables, lo que
es algo mds cercano a lo que realmente ocurre en las oscilaciones presentadas por las sefiales en la

vida cotidiana.

» La aproximacién de Taylor para el fasor dindmico provee de una matriz de transicion de estados

para modelar con mejor precision una oscilacién de potencia.

» Usando el Controlado Lineal-Cuadrdtico basado en el principio de optimalidad de Bellman se
calcula un vector de ganancias 6ptimo con el fin de estimar el fasor dindmico. Dicho algoritmo
demostré obtener buenas estimaciones del fasor bajo condiciones dindmicas, sin embargo, el
disefio requiere de la aplicacién de un matriz de ponderacién () cuya eleccion resulta ser ar-
bitraria; esto nos conduce a disefiar dicha matriz bajo un modelo de prueba y error. Ademas
el vector de ganancias obtenido resulta ser insuficiente para la estimacion de las primeras K

derivadas del fasor dinamico.

81
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» Usando el modelo de la sefial pasabanda con el algoritmo del Controlador Lineal-Cuadrdtico-
Gaussiano el cual es la interconexion del algoritmo del filtro de Kalman con el algoritmo del

controlador lineal-cuadrético, es obtenida una nueva técnica (T% — LQG).

» Los estimados T — LQG (para K > 2) y sus derivadas, son estimados cuasi-instantdneos
(retardo muy pequefio), presentando una sincronia con la sefial. También presentan un error
despreciable cuando la sefial es contaminada por oscilaciones suaves de ruido blanco gaus-
siano, y con pequefios lapsos para alcanzar el estado estable cuando la sefial es afectada por

transiciones.

= En el dominio de la frecuencia, la principal ventaja del filtro 7% — LQG es que no presenta
resonancia en la frecuencia nula. Mediante la extension del modelo de la sefial al incluir el
conjunto completo de arménicos nos conduce al filtro T — LQG — Fourier. El filtro T° —
LQG — Fourier tiene el mismo comportamiento que el filtro 7° — K — Fourier y por lo
tanto que la DE'T. Por otro lado es posible calcular 72 — K — Fourier mediante el filtro

T? — LQG — Fourier al hacer muy grande .

= En el dominio de la frecuencia el filtro TX — LQG — Fourier (para K > 2) reduce tan-
to las ganancias interarmodnicas asi como las frecuencias de resonancia junto a la frecuencia

fundamental vistas en el filtro 72 — K — Fourier , lo que se aprecia en la figura 3.20.

= El uso del observador actual y la férmula de Ackermann junto con el modelo de la sefial, dan
lugar al estimador 7% — A. La férmula de Ackermann que se basa en la técnica de asignacién

de polos es usada para calcular un vector de ganancias para las dindmicas del error.

= La principal ventaja de los estimados 7% — Ay sus derivadas es que son instantidneos (sin
retardo), preservando su sincronia con la sefial. Ademads presentan un periodo de tiempo mas
corto que los filtros 7% — K y los filtros T — LQG en alcanzar el estado estable cuando la
sefal es afectada por una transicién. También presentan un error despreciable cuando la sefal

es contaminada con oscilaciones suaves y ruido blanco gaussiano.
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Trabajo Futuro

Mediante los resultados obtenidos a lo largo de este trabajo de tesis y las conclusiones estableci-

das, se proponen los siguientes puntos como trabajos futuros sobre esta linea de investigacion:

Establecer un criterio de disefio mas especifico para la matriz de ponderacién (), determinada a

partir de las caracteristicas del modelo.

Explorar con mayor profundidad la estructura matematica de los filtros 7% — LQG y T* —

LQG — F. De esta manera explotaremos las cualidades de los filtros.

Establecer un criterio mds completo para la asignacion de polos en el plano z, para la aplicacién

de la férmula de Ackermann con el fin de mejorar el estimador T5 — A.

Extender el estimador 7% — A al estimador T — A — F incluyendo el conjunto completo de

armonicos en el modelo de la sefial.



Apéndice A

Diseno de Q
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A.1. Introduccion

Considerando el modelo como un sistema de segundo orden cuya salida es singular y(n) =
Hzx(n) = [hl hQ] x(n) y esperando obtener una observacién de la sefial (2.4.2), cambiamos la

funcién de costo para introducir a y?(n) [2]. Entonces:
yv*(n) =y"(n)y(n) = " H' Hz(n) = 27 (n)Qx(n) (A.1.1)

Por lo que Q = HT H, entonces considerando la funcién cuadratica

xT(n)Qx(n) _ [xl :132} [%1 %2] [xl

G21 Q22| | T2

= qu; + (qu2 + g21) 7172 + go273 (A.1.2)
A.2. Analisis de Resultados

Modelo de orden cero

Ahora bien, sustituyendo H = [1 1] /2 para el modelo de orden cero tenemos:

117 [g,
' (0)Qu(n) = & x| |1 ]
i S
4 1 2
1 1 1 1
= Z\x1]2+ (Z+Z> 331:1:2+Z|:E2|2 = |z|? (A2.1)

Al observar la ecuacion (A.2.1), podemos darnos cuenta de que los pesos asignados a cada estado
son equivalentes. El estado z; porta la informacién necesaria para conocer la posicién de fasor, mien-
tras que el estado z, representa el conjugado complejo de z;. Los resultados obtenidos mediante
seleccionar a () de esta manera otorgan buenos resultados de estimacion, pero en comparacién a los
mostrados en el capitulo 2 (seccidn 2.6), estos resultan ser menos satisfactorios ya que ademas de pre-
sentar el mismo comportamiento indeseado de corrugacién y distorsion en la fase también visualizan

un transitorio mas grande, tal y como se muestra en la figura A.3.
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Modelo de orden dos

Para el modelo de orden dos tenemos que H = [1 0010 ()] /2, por lo que

100 L0 o0f =
0000 0 0] |z
T 00000 0] |z
z" (n)Qx(n) = [9:1 Ty T3 Ty Tp xﬁ] L0010 o |a
00000 O0f |
0000 0 0] |z
1 1 ) S
= le(xl + z4) + Z:m(:cl + 24)
1, ., (1 1 1
:Z\xﬂ + (Z+Z> x1x4+1|x4|
= %\xllz + %lelz + }1!9:4|2 = |z |? (A2.2)

donde z; representa la posicion del fasor, x5 su velocidad y z3 su aceleracion. Los estados x4, x5

y x¢ representan los conjugados complejos de los primeros 3 estados respectivamente.
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Figura A.5. Sefial y error de estimaciéon (Modelo de orden dos)
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Figura A.6. Estimacion de Amplitud y Fase (Modelo de dos)

Trayectoria compleja del fasor

Fasor
Estimado

0.5

Figura A.7. Trayectoria del Fasor y su estimado (Modelo de dos)
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Total vector error
2 T

TVE (%)

0.8
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0.4 T
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Tiempo normalizado

Figura A.8. Error vectorial total (Modelo de orden dos)

Haciendo una comparativa entre las estimaciones obtenidas con el modelo de orden cero y el
modelo de orden dos, podemos darnos cuenta que ambas son muy similares y, lo podemos comprobar
checando cada una de las figuras aqui mostradas, sin embargo, para mayor claridad compare las
figuras A.4 y A.8. Esto se debe a que si se analiza la ecuacion (A.2.2), se verd que la matriz ()
unicamente considera la posicion del fasor, es decir, los estados x; y x4, mientras que a los demas los
anula, provocando que la informacién necesaria para obtener mejores estimados se pierda. Esto da
lugar a que sin importar el orden del polinomio, al establecer una matriz de ponderacién () mediante

(A.1.1), los resultados no tendran variaciones y serdn similares.

Regla de Bryson Otra forma para seleccionar las matriz Q y R (en otro caso), es dada por la regla

de Bryson, la cual establece que:

1

i ——— e {12, .1

@ Max(z?) ied }
1

R = —— ' 1,2,....,1

37 Max(ug) J € {7 ) 7}

En esencia la regla de Bryson escala las variables que aparecen en (2.5.3) tal que el méximo valor
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aceptable para cada termino sea uno. Aunque la regla de Bryson a veces da buenos resultados, a me-

nudo es sélo el punto de partida para un proceso iterativo de disefio dirigido a obtener las propiedades

deseadas para el sistema de lazo cerrado.

Estimaciones del Fasor

1.1
1.05H%

0.95

Amplitud (pu)

0.9

0.85

1.1
1.05

0.95

Fase (rads)

0.9

—K=2
0.85 ! ! ! !
0 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado (ciclos)

Figura A.9. Estimaciones de amplitud y fase (Matriz de ponderacion () disefiada mediante regla de Bryson)

Por esta razon, se establecio otro tipo de matriz de ponderacion () que proporcionara tanto esti-
maciones factibles como una diferenciacion clara entre los estimados obtenidos mediante cada uno
de los grados polinomiales de interés. Las caracteristicas de esta matriz contintian siendo las mismas,
es decir, simétrica y definida positiva (o semidefinida positiva). Estos resultados se aprecian en el
capitulo 2 (seccién 2.6) que aunque muy ligera, existe una mejora de los estimados obtenidos con el

modelo de orden dos respecto a los del modelo de orden cero.
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B.1. Introduccion

En el capitulo 3, se analiz6 el controlador Lineal-Cuadrdtico-Gaussiano como estimador fasorial
de la sefial pasabanda (2.4.1). Sin embargo, el algoritmo plantea una modificacion del LQG conven-
cional ya que se propone la supresion de la ecuacion en diferencias de Riccati (3.3.3) haciendo que
tanto controlador como estimador, dependan tnicamente de la ecuacion (3.3.2); ademds de esto, se
establece que la ley de control actda, solo hasta que las ganancias de Kalman alcanzan su periodo de
estado estacionario, pasando a ser constantes durante el resto de los ciclos, como se menciona ante-
riormente. A continuacién presentaremos un disefio mas convencional, solo con la inclusion de una
matriz de ponderacion () variante en el tiempo, debido al fasor dindmico. Una cuestién importante
que debemos mencionar es que al considerar la ley de control desde el instante inicial, el comporta-
miento de las ganancias de Kalman difiere bastante al visto en la figura 3.13, el disefio considera los

instantes a partir de los cuales las ganancias de Kalman tienen mayor magnitud.
B.2. Matriz de ponderacion Q(n)

Debido a que los estados del sistema evolucionan con cada instante n, se propone una matriz
de ponderacién Q variante en el tiempo con el objetivo de obtener una ponderacién del estado de
acuerdo a la dindmica del mismo. La solucién surge del teorema de estabilidad de Lyapunov para

sistemas discretos [20]. La matriz de ponderacion es caracterizada por la siguiente ecuacion:
—Q(n) = ®(n)? P(n)®(n) — P(n) (B.2.1)
donde P(n) es la solucién estabilizaste de Riccati y se define como:
P(n) = ®n)?P(n —1)®(n) + Q(n — 1) (B.2.2)

Cabe mencionar que en el capitulo 3, durante el desarrollo del algoritmo propuesto del LQG (Capitulo

3), la matriz de ponderacion () no es requerida debido al acoplamiento.
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Modelo Taylor Orden Cero

El andlisis del este algoritmo se llevo a cabo bajo las mismas especificaciones de la sefial pasa-
banda mostradas en los capitulos anteriores. Un aspecto importante en la estructura de este modelo es
que el uso de una matriz de ponderacion dindmica no es tan requerido debido a las caracteristicas de

la matriz de transicion de estados, mientras que la retroalimentacion es de la siguiente forma:

$ = (®—TK) (B.2.3)

Esto significa, que usamos las cualidades convencionales del estimador LQG. A continuacién mos-

traremos los resultados obtenidos mediante el modelo de Taylor de orden cero.

Estimacion de la Sefal

1.5 T T

Senal
i Estimado n

: Wil

5 10 15 20

Amplitud (pu)
o

E. Estimacion

I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo normalizado (Ciclos)

Figura B.1. Seiial y error de estimacién (Modelo de orden cero)

Tal y como se aprecia en la figura anterior, esta modalidad del LQG ofrece estimaciones factibles
del fasor. Por otro lado, al analizar la respuesta en frecuencia del filtro existe una ligera modificacion,
ya que tanto & como ® presentes en las ecuaciones vistas en el capitulo 3, son reemplazadas por ®
definida en la ecuacidn (B.2.3). Pese a esto, el comportamiento frecuencial es exactamente igual que

el visto en la figura 3.14 y de la misma forma al extender el filtro incluyendo el conjunto completo
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de armonicas obtendremos 3.19. Como lo mencionamos, el comportamiento de los estimados cam-
bia muy poco al variar r por lo que en la respuesta en frecuencia del filtro, dicha variacién es casi

imperceptible.
Modelo Taylor Orden Dos

Como ya hemos visto anteriormente sabemos que el modelo de orden dos, proporciona mejores
estimaciones del fasor dindmico. El disefio de este algoritmo contempla las propiedades mencionadas

al inicio del apéndice, me refiero a la inclusion de las ecuaciones (B.2.1), (B.2.2) y (B.2.3).

Estimacion de la Sefal
15 T T

Senal
Estimado

Amplitud (pu)

E. Estimacion

I I
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo normalizado (Ciclos)

Figura B.2. Senal y error de estimacién (Modelo de orden dos)

El filtro mostrard un mejor comportamiento una vez que las ganancias de Kalman sean estables,
el periodo de estabilidad es tomado de las ganancias que como mencionamos anteriormente, presen-
tan una mayor magnitud (fig. B.6). Esto puede resultar una cuestién de verificacion al observar que
estimaciones son mas satisfactorias dependiendo de la ganancia que se haya tomado. Por otro lado,
podemos considerar las ganancias que no son influidas por la retroalimentacion (fig. 3.13). Las esti-

maciones obtenidas fueron realizadas bajo una ponderacién de control de » = 1 en ambos modelos.
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Las figuras B.3 y B.4 muestran para ambos modelos, los estimados de amplitud y fase asi como el

TVE respectivamente. Puede notarse claramente la mejora que existe al elevar el grado del modelo.

Estimacién del Fasor (TO) Estimacién del Fasor (T2)

Amplitud (pu)
Amplitud (pu)

4
©

Estimado | 5 10 15 20 25 30

2

o
©
o

1.1

1

Fase (rads)
se (rads)

©
0.9 L o9

— (1)
0 5 10 15 20 25 Estimado [ 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado (Ciclos) Tiempo normalizado (Ciclos)

Figura B.3. Estimacién de Amplitud y Fase

Total vector error (T°)
2 T T T

TVE (%)

0 I I I I I
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo normalizado

Total vector error (T2)
T

1 T

TVE (%)

0 5 10 15 20 25 30
Tiempo normalizado

Figura B.4. Error vectorial total para r = 10

La figura B.5 muestra los estimados de las primeras derivadas de amplitud y fase del fasor ob-

tenidas mediante el modelo de orden dos, bajo diferentes ponderaciones de control. AL analizarla
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podemos percatarnos que al elevar el peso del control, los estimados tienden a tomar un mayor des-
fasamiento respecto a las derivadas ideales. Por esta razén solo se mostro el error de estimacion bajo
una accion de control » = 1. Si bien al aumentar el peso del control sobre la retroalimentacion de es-
tados puede mejorar o empeorar los estimados (en nuestro caso), la seleccion de este sera basandonos
en el comportamiento de los filtros que mas nos parezca adecuado. La tabla B.1 muestra los efectos

del control tanto en el indice de desempefio como en algunos otros factores importantes.

Tabla B.1. Efecto del Peso de Control

Control R | Indice de Desempefio J | Error de Estimacién
1 6,5795 x 10° 2x 107
2 530,3522 3x107°
3 535,6771 1,8 x 107°
4 521,2895 2,47 x 107¢
5 527,9399 3,002 x 1076
6 543,6636 3,557 x 1076
7 558,1192 4 %1076
8 568,1157 4x107°
9 273,3876 3,558 x 1076
10 074,7832 3,253 x 1076

Dando paso a los siguientes andlisis, observaremos la respuesta en frecuencia del filtro Taylor® —
LQ)G.. bajo diferentes ponderaciones de control y diferentes frecuencias de muestreo. La figura B.7
muestra las variantes en la respuesta en frecuencia del filtro, dependientes de la seleccion de r. Es-
te primer andlisis se llevo a cabo a una tasa de muestreo de 16 muestras por ciclo. Como se puede
observar en dicha figura, al aumentar el valor de r, bajan tanto los I6bulos laterales asi como la reso-
nancia alrededor de la frecuencia nula, sin embargo al aumentar demasiado el control, sacrificamos la
ganancia plana alrededor de la frecuencia fundamental debido a la optimizacién de la trayectoria que

realiza la parte del controlador.
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Figura B.6. Magnitud de las ganancias de Kalman (izquierda) y LQ (derecha) afectadas por la ley de control
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Como podemos darnos cuenta en las figuras B.7 y B.8, depende de la frecuencia de muestreo
para seleccionar correctamente el peso del control sobre los estados retroalimentados, ya que no para
todos los valores de r se obtienen resultados satisfactorios. Esto resulta un poco tedioso ya que seria
preferible no depender tanto de un factor de este tipo, sino que la ponderacién actuara dependiendo
de los estimados obtenidos en el instante NV, es decir, un poco mas similar al visto en el capitulo
3. La figura B.9 muestra la respuesta en frecuencia cuando es considerado el conjunto completo de
arménicas dentro del modelo, en otras palabras muestra el filtro Taylor? — LQG¢ — Fourier; el peso
del control asignado fue de r = 10, ya que en la respuesta en frecuencia del filtro Taylor? — LQG.
mostrada en la figura B.7, esta ponderacién presenta una resonancia plana cercana a la frecuencia
nula. Con motivo de un andlisis comparativo entre éste, los filtros 7?2 — K — F y T? — LQG — F

también son presentados en la siguiente figura. La tasa de muestreo sera de 16m/c.

Respuesta en frecuencia del filtro TaonF—LQGC

Magnitud (Fasor)

Fase (Fasor)

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Frecuencia normalizada

Figura B.7. Respuesta en frecuencia del filtro Taylot> — LQG, para diferentes frecuencias de muestreo a
16m/c
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Respuesta en frecuencia del filtro Taylolz—LCIGc
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Figura B.8. Respuesta en frecuencia del filtro Taylot> — LQG, para diferentes frecuencias de muestreo a
64m/c
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Figura B.9. Respuesta en frecuencia del filtro 7% — LQG, — F



Apéndice C

Rotacion del Fasor Dinamico en Espacio de
Estados

C.1. Introduccion

En este apéndice es desarrollado la rotacién del fasor dindmico el cual es relacionado con la matriz

de transicion de estados.

C.2. Obteniendo la rotacion del fasor dinamico en espacio de es-
tados
Para el desarrollo de la ecuacion de rotacion del fasor, comenzamos por la sefial
si(t) = Re{hTpg(t)e?>™ 1}y = Re{hTrg(t)} (C.2.1)
tomando o = (n — 1)7,t = n7,conT =Ty /N; y Ty = 1/ f; entonces
pr(n)e* T = pre(n)elr A (C.2.2)

al elevar /27(/17)" con respecto al valor de 7 es obtenido ¢’ ™", Ahora aproximamos la ecuacién de
icié 10 4.10), z uacio
la transicion de estado de la rotacion del fasor (2.4.10), para este comenzamos con la ecuacion de la

transicién del estado (2.4.6)
p(n)e?>™ 1T — & (1)p(n — 1)e?2 Nn=17 (C.2.3)

101
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(n—1)7

para simplificar, ¢/2™/1 = /¥ /inTe=i27NiT 13 segunda exponencial ubicada a la derecha de la

igualdad es multiplicada por la inversa de e/2™/1" y entonces obtenemos
pic(n)e?™ T I2TNT — O (T)p(n — 1)e2T T e I2TNT pi2m T (C.24)
como pg (n)e??™ 1T =y (n) cada que
ri(n)e??™ T = & (T)rg (n) (C.2.5)

con (C.2.5) es facil y claro como obtener la ecuacion de transicion del estado de la rotacion del fasor

[rK(n)] _ [(p@km 0 ] [rk(n— 1)] €26
0 ¢(I)k<7'> fk(n — 1)

Tr(n)

donde ¢ = €277,
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D.1. Introduccion

A lo largo de este apéndice se describirdn diversas aplicaciones matematicas que fueron empleadas
en el disefio de los algoritmos presentados en los capitulos. Con esto se pretende ayudar al lector a

tener un mejor entendimiento del trabajo de tesis realizado.

D.2. Teorema del valor medio

Teorema D.2.1. Si [ es una funcion continua real sobre [a,b] la cual es diferenciable en (a,b),
entonces existe un punto x € (a,b) en el cual

f(b) = fla) = (b—a)f'(x) (D.2.1)
Demostracion. Se construye la funcién
h(t) = [f(b) — fa)]t = (b—a)f(t) (D.2.2)

La cual es continua en [a, b] y diferenciable en (a, b). Observe de (D.2.2) que h(a) = af(b) —bf(a) =

h(b). Se obtiene la primera derivada de h(t)

() = [f(0) = f(a)] = (b—a)f'(2) (D.2.3)
Para probar el teorema es necesario demostrar que h’(x) = 0 para algin = € (a, b).

Si h es constante esto se cumple para toda = en (a,b), si h(t) > h(a) para algin ¢t € (a,b)
entonces existe un punto x en el cual la funcién h alcanza su médximo y en este punto 2'(z) = 0. La
misma conclusién aplica para el caso en que h(t) < h(a), solo que en este caso la funcion alcanza un

minimo.
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D.3. Teorema de Taylor

Teorema D.3.1. Supdngase que f es una funcion real sobre [a,b], n es un entero real positivo, f (n—1)
es continua sobre |a,b] y f" existe ¥t € (a,b). Sean «'y [ puntos distintos de (a,b), y sea P(t)
definida por

(t —a)” (D.3.1)

(n)
78 = P(3) + T\ 5y 032)
Demostracion. Sea M el numero definido por
f(B) = P(B) + M(B — )" (D.3.3)

La prueba consiste en demostrar que n!M = f(™(z) para un punto x entre o y 3, para esto se crea la
funcién

gt)=ft)—P(t) — Mt —a)" a<t<b (D.3.4)
donde,dado que P*)(¢) = 0 para k > n, la n-ésima derivada de ¢(t) esta dada por

g"(t) = f"(t)—nM a<t<b (D.3.5)

Ahora, el mostrar que n!M = f((z) para algiin x entre o y 3 es equivalente a mostrar que g™ (z) =

0 para algin x entre o y 3, esto se realiza a través del teorema del valor medio.

Primero observe que P*) (o) = f*)(a) parak = 0,1,2,...,n — 1 entonces de (D.3.4) se tiene
que

g@) =g(a)=g"(a)=...=¢" (a)=0 (D.3.6)

Ahora observe que de D.3.4 que ¢g(5) = 0 entonces por el teorema del valor medio, existe un punto

xyentre a'y fenel cual ¢'(x1) = 0,y ya que ¢'(«) = 0 existe en un punto x5 entre z; y « en el

cual ¢'(x5) = 0, al seguir recursivamente se llega a la conclusién de que ¢ (z,,) = 0 donde x,, es un

punto entre z(,_1) y « el cual a su vez esta incluido entre o y /3.
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D.4. Controlabilidad y Observabilidad

Para disefiar controladores en espacio de estado, primero hay que averiguar si el sistema es ob-
servable y controlable. La controlabilidad se ocupa del problema de poder dirigir un sistema de un
estado inicial dado, a un estado arbitrario. La observabilidad se ocupa del problema de determinar el
estado de un sistema dindmico a partir de observaciones de los vectores de salida y de control en un

numero finito de periodos de muestreo.
D.4.1. Controlabilidad

Se dice que el sistema es controlable si existe una entrada v capaz de variar el estado inicial z( a
cualquier otro estado deseado x; en un tiempo finito. Matematicamente, un sistema es controlable si

su matriz de controlabilidad P, no es singular. La matriz de controlabilidad se define como
P.=|B AB AB .. An—lB] (D.4.1)

y el sistema es controlable si y solo si el det(P.) # 0. Un sistema controlable es siempre estabilizable.
D.4.2. Observabilidad

Se dice que un sistema es observable si cualquier estado xy puede ser determinado mediante la
salida del sistema y durante un tiempo finito. Matemdaticamente, un sistema es observable si su matriz

de observabilidad P, no es singular. La matriz de observabilidad se define como

C
CA
P,=| CA? (D4.2)

CAn—l

y el sistema es observable si y sélo si el det(P,) # 0.
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