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OBJETIVOS Y METODO DE ESTUDIO: El objetivo principal de esta tesis consiste
en evaluar la capacidad de prediccion que tienen las redes neuronales Bayesianas, los
procesos Gaussianos y el modelo de mezcla infinita de Gaussianas sobre problemas
de estudio que involucran altos niveles de ruido y no-linealidad conforme el tamafno
del conjunto de entrenamiento disminuye. Al reducir el nimero de observaciones
disponibles para la etapa de entrenamiento, el efecto del ruido y la no-linealidad
tienden a volverse méds dominantes [46], lo que afecta considerablemente la capacidad
de prondstico de las técnicas basadas en la estadistica frecuentista al aumentar el

riesgo de entrenar un modelo con sobreajuste. Para evitar el sobreajuste se necesita
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acoplar al entrenamiento alguna metodologia que regule la complejidad del modelo.
Los métodos Bayesianos contienen de manera implicita un mecanismo que regula tal
complejidad, por lo que se espera que sus prondsticos sean mas asertivos que aquellos
provenientes de métodos frecuentistas, por lo que se realiza una comparaciéon con
el boostrap, una técnica que ha mostrado resultados precisos en problemas donde
otros métodos han fallado. Un objetivo colateral de esta tesis es la implementacién

computacional de los métodos de solucién propuestos.

CONTRIBUCIONES Y CONLUSIONES: En esta tesis se hizo énfasis en el estudio de
un método que representa algunas ventajas por encima de los métodos clésicos de
aprendizaje estadistico y computacional pero que no ha sido aplicado de manera
continua en la literatura: el modelo de mezclas infinitas de Gaussianas. Adicional-
mente, el desempeno de éste, de las redes neuronales Bayesianas y de los procesos
Gaussianos es comparado con el desempeno del bootstrap. El impacto que tiene el
tamano del conjunto de entrenamiento en el desempeno de estos métodos es también
estudiado, especialmente la variacién en la capacidad de prondstico al disminuir la

cantidad de observaciones para el entrenamiento del modelo.

Se mostré que el modelo de mezcla infinita de Gaussianas es una técnica ge-
neral robusta en cuanto al tamano del conjunto de entrenamiento, destacandose de
entre los demas métodos de solucion por obtener las mejores capacidades de prondsti-
co en todos los problemas de estudio y con todos los conjuntos de entrenamiento.
La diferencia promedio en la capacidad de prondstico es considerable en el proble-
ma del XOR continuo, mientras que esta diferencia promedio con respecto al resto
de los métodos parece no serlo en la inferencia de la afinidad de los acoplamien-
tos enzimaticos, aunque para ciertos tamanos muestrales si representa una marcada
ventaja. Una cuestion similar sucede para la inferencia de concentracion de metales
pesados, donde ademas la mezcla infinita de Gaussianas muestra una capacidad de
pronostico considerablemente mejor en comparacién con algoritmos del estado del
arte presentados en [2]. Los métodos Bayesianos contienen de manera implicita un

mecanismo que previene el sobreajuste, y esto ha quedado evidenciado dado que
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los tres métodos Bayesianos presentan errores cuadrados medios normalizados rela-
tivamente pequenos. Sin embargo, el bootstrap ha demostrado ser una herramienta
adecuada para evitar el sobreajuste, al arrojar resultados comparables a aquellos
del modelo de mezcla infinita de Gaussianas, e incluso capacidades de prondstico
que superan las de un método clasico como lo es la red neuronal. Comparando las
redes neuronales con el modelo de mezcla infinita de Gaussianas, se encuentra que
existe una importante diferencia entre la capacidad de prondstico de ambos méto-
dos cuando el tamano del conjunto de entrenamiento es pequeno, aminorandose esta
diferencia conforme se aumenta el tamano muestral. No obstante, se muestra que
los cuatro métodos de estudio son capaces de modelar adecuadamente el ruido y
la no-linealidad de los conjuntos de observaciones multidimensionales, previniendo
el sobreajuste. Ademds de la robustez empirica que presenta, entre las ventajas de
utilizar el modelo de mezcla infinita de Gaussianas se encuentran: (i) el modelo es
capaz de realizar clasificaciéon y regresién sin modificar su estructura, (ii) no tiene
pardmetros que necesiten de un ajuste y (iii) no necesita informacién externa a priori
de sus parametros para realizar inferencia Bayesiana. Nuestro interés en este método
consiste en que es un algoritmo completamente automatico que aprende eficazmente
la cantidad de componentes y las Gaussianas que modelan sus observaciones, ademas
de asignar un grado de responsabilidad que tiene cada Gaussiana para una observa-
cion. Esta es una propiedad sumamente interesante para el aprendizaje en linea. Para
llevar a cabo estos objetivos se implementaron computacionalmente los tres métodos
Bayesianos en el lenguaje R, y se seleccionaron problemas de estudio que permitie-
ran un analisis interpretativo de la variacion en la capacidad de prondstico de los
métodos. Los tres problemas presentados en este estudio son problemas no-lineales
retadores provenientes de diferentes disciplinas, teniendo caracteristicas diferentes.

Por otro lado, entre las contribuciones aportadas en este estudio se encuentran:

= Se comprobé la efectividad de los métodos Bayesianos bajo estudio. Se com-
prob6 ademés un método no-Bayesiano que, de acuerdo a su popularidad y

su capacidad para resolver problemas en donde otros métodos fallan, logré un
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desempeno comparable al modelo de mezcla infinita de Gaussianas y en oca-

siones superior a las redes neuronales.

= Se demostrd el potencial que tienen los métodos Bayesianos, especialmente la
mezcla infinita de Gaussianas, para evitar el sobreajuste conforme el tamano

muestral decrece.

= Se aplicé el modelo infinito de mezcla de Gaussianas a problemas retadores de
interés actual, con lo que se enriquece el bajo nimero de aplicaciones de este

método que han sido estudiadas.

= Se implementaron las redes neuronales y los procesos Gaussianos con aprendi-

zaje Bayesiano en R, al estar solo disponibles en otros lenguajes.

= Se implementé el modelo de mezcla infinita de Gaussianas, cuya versién mul-
tivariada no se encuentra disponible en ningtn lenguaje, hasta donde nosotros
sabemos. Esta implementacién es de importancia para estudios que se derivan
de éste y de otros que son ajenos, por ejemplo, en materia de aprendizaje en

linea.

= Se escribié un apéndice que detalla la implementaciéon computacional de los
métodos Bayesianos, una aportacion importante para comprender la forma de
operar del modelo de mezcla infinita de Gaussianas y para esquivar las com-
plicaciones que implica su implementacion. Esta contribucién es importante,

al no haber un documento que detalle tal implementacion.

Firma del asesor:

Dr. J. Arturo Berrones Santos



CapriTUuLO 1

INTRODUCCION

Este documento describe la tesis de investigacion «Métodos Bayesianos es-
tadisticos y de aprendizaje automatico para estimacion en sistemas complejos», en la
cual se busca entrenar modelos no-lineales mediante métodos Bayesianos que sirvan
como herramientas de prediccion para problemas retadores de interés provenientes
de diferentes disciplinas, especialmente en el caso cuando se tiene un conjunto pe-
queno de observaciones. Se busca ademas comparar el desempeno de su capacidad de
pronéstico contra una técnica que ha mostrado gran aceptacién y popularidad en la
estadistica aplicada: el método bootstrap, al proporcionar resultados satisfactorios en
problemas donde otros métodos han fallado [65]. Los niveles de ruido y no-linealidad
inherentes a los conjuntos de observacion estudiados en esta tesis aumentan el ries-
go de entrenar un modelo con sobreajuste, especialmente cuando se tienen pocas
observaciones para la fase de entrenamiento [55, 71, 22]. Este efecto serd estudiado
para determinar la forma en que el ruido y la no-linealidad afectan la capacidad de
pronoéstico de las técnicas en funcion del tamano del conjunto de entrenamiento. Una
descripcion mas extensa del problema que abarca esta tesis se presenta en la Seccién
1.1, mientras que en la Seccién 1.2 se proporciona una discusién acerca de la moti-
vacion para realizar este estudio. Por su parte, la Seccién 1.3 resume los objetivos
formales que persigue esta investigacion. Finalmente, en la Seccién 1.4 se muestra la

forma en que esta estructurada el resto de esta tesis.
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1.1 DESCRIPCION DEL PROBLEMA

Cuando se desea estudiar una determinada caracteristica de una poblacion en
concreto, como puede ser una propiedad fisica, una caracteristica quimica o la ve-
locidad de propagacion de una enfermedad, no es costeable trabajar con toda la
poblacién bajo estudio por cuestiones de tiempo y economia. En su lugar se toma
una muestra aleatoria que se supone es representativa de la poblacién (i.e., no existen
sesgos de seleccion en la obtencién de la muestra), la cual proviene de un proceso
afectado por variabilidad aleatoria (i.e., por ruido). La inferencia estadistica es el
conjunto de técnicas y metodologias estadisticas mediante las cuales se realizan esti-
maciones sobre una poblacion a partir de una muestra aleatoria observada [14]. Ac-
tualmente existen un gran niimero de técnicas de pronostico basadas en la estadistica
clasica, también conocida como estadistica frecuentista, en donde los parametros a
estimar de un modelo son considerados valores desconocidos, pero fijos [47]. Los es-
timadores que se construyen para estos pardametros corresponden con aquellos que
maximizan la probabilidad de tener la muestra aleatoria observada. Sin embargo, la
aplicacion de la estadistica frecuentista presenta algunas desventajas. Una de las més
importantes es el riesgo de aprender un modelo con sobreajuste, el cual aparece con
mayor frecuencia conforme el tamano del conjunto de entrenamiento decrece [12, 47].
El sobreajuste se presenta cuando un modelo no es capaz de diferenciar el ruido de
las observaciones en el conjunto de entrenamiento y éste ajusta sus parametros de
tal forma que aprende tanto las observaciones como el ruido, tratandolo como parte
de una no-linealidad inherente al conjunto de observaciones. Si el modelo se entrena
nuevamente con un conjunto de observaciones diferente, se espera que los pardme-
tros estimados varien en una proporcion relacionada al ruido, donde nuevamente el
modelo asigna el ruido a una no-linealidad en las observaciones [41]. Esta situacién
conduce a que el modelo tenga un bajo nivel predictivo para observaciones fuera del
conjunto de entrenamiento. Para disminuir el riesgo del sobreajuste generalmente se
aumenta el tamano del conjunto de entrenamiento, aunque esto no es siempre una

solucién costeable, o incluso factible [12].
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Existen ademés una serie de métodos cuya funcién es disminuir el riesgo de
aprender un modelo con sobreajuste [32, 47, 56, 68, 16, 5|. Una de tales metodologias
consiste en emplear la inferencia Bayesiana, la cual es una corriente estadistica que se
diferencia de la frecuentista por considerar los pardmetros de un modelo como varia-
bles aleatorias [5], de tal forma que es posible asociar distribuciones de probabilidad
a estos parametros para representar la incertidumbre que se tiene acerca de su valor.
En contraposicion a los métodos frecuentistas, es bien conocido que los métodos Ba-
yesianos contienen de manera implicita un mecanismo que regula la complejidad del
modelo y por ende previene el sobreajuste [12]. El avance tecnolégico de los ultimos
anos ha ocasionado una revolucién en la aplicacion de técnicas Bayesianas, las cuales
requieren de cédlculos computacionalmente pesados que hasta hace algunos anos no
era costeable desarrollar, de modo que la tendencia actual es utilizar técnicas Baye-
sianas por encima de las frecuentistas para labores de inferencia [5], no sélo por la
prevencién que exhibe en cuestiones de sobreajuste, sino porque la aplicacién de la

teoria de probabilidad permite extraer conclusiones mas intuitivas.

Regular la complejidad del modelo es un aspecto esencial en el aprendizaje
computacional y estadistico, el cual toma lugar debido a la combinacion del ruido y
la no-linealidad que forman parte de una gran proporcion de los fenémenos fisicos.
Las reacciones quimicas, la mecanica de fluidos, la dinamicas de gases, la elasticidad,
la combustién y muchos otros fenémenos estan gobernados por funciones no-lineales.
Es por esta razéon que gran parte del diseno moderno de métodos estadisticos y de
aprendizaje automaético se dedica al andlisis de los sistemas no-lineales. Un sistema
no-lineal es todo aquel sistema en que sus caracteristicas o propiedades no pueden
modelarse como una combinacién lineal de componentes independientes [30]. No
obstante, muchos sistemas fisicos tienen bajos niveles de no-linealidad, en el sentido
que los términos lineales tienden a dominar el sistema, a pesar que los términos
no-lineales juegan un papel importante. Una primera aproximacién para estos casos
son los modelos lineales [41]. Por el contrario, cuando son los términos no-lineales
los que tienden a dominar el sistema, la tarea de entrenar satisfactoriamente un

modelo se complica. La posibilidad de multiplos 6ptimos locales y la busqueda en
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funciones no-diferenciables son sélo algunos de los problemas que debe enfrentar el
proceso de optimizacién que demanda la estadistica frecuentista [8]. Ademéds, como
se describié anteriormente, el efecto combinado del ruido y la no-linealidad afecta
la capacidad de prondstico del modelo conforme el tamano del conjunto de entre-
namiento disminuye [12]. En esta tesis se aplican métodos Bayesianos estadisticos y
de aprendizaje automatico no-lineales para analizar el efecto que tienen el ruido y
la no-linealidad en el conjunto de observaciones conforme el tamano del conjunto de
entrenamiento disminuye. Los problemas de estudio considerados tienen diferentes
niveles de dificultad, que abarcan un alto nivel de no-linealidad y correlacién en los
atributos de salida, por mencionar algunos, ademas de provenir de ambientes en don-
de el ruido forma parte de las observaciones. Un interés especial que se persigue en
esta tesis es evaluar la capacidad de prediccién de los diferentes métodos Bayesianos
cuando el conjunto de entrenamiento es pequeno, y comparar tales resultados con
un método que ha sido aplicado recientemente en problemas donde otros métodos
fallan, mostrando resultados precisos: el método bootstrap. Para un tamano muestral
pequeno, los niveles de ruido y no-linealidad presentes en los diferentes conjuntos de
observaciones aumentan el riesgo de entrenar un modelo con sobreajuste, por lo que
esta comparacion resulta interesante. Para realizar estas pruebas y comparaciones
computacionales se implementaron los métodos Bayesianos de solucion descritos en

esta tesis.

1.2 MOTIVACION Y JUSTIFICACION

Los problemas de estudio propuestos son problemas retadores provenientes de
diferentes areas del conocimiento, como lo son la electrénica [55], la bioquimica y
biologia molecular [71] y las geociencias [22]. Dos de estos casos corresponden con
problemas de interés actual. Los problemas de estudio tienen una naturaleza no-
lineal, ademés de provenir de ambientes en donde las observaciones estan sujetas
a ruido. Es comuin que en las aplicaciones de regresion existan diversas fuentes de

ruido en las observaciones [53], las cuales pueden estar relacionadas con el muestreo,
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como resultado de representar la poblacién mediante una muestra aleatoria [35], o
ser ajenas a éste, de entre las cuales sobresale el ruido de medicién. El ruido muestral
consiste en la seleccién de una muestra que es poco (o nada) representativa de la
poblacién, y la derivacion de conclusiones basadas en ésta. Por otro lado, el error
de medicién es inherente al proceso de medicién y a las limitaciones del instrumento
con que se realizan las mediciones. A la combinacion de ambas fuentes de ruido se le
denomina simplemente como ruido en este contexto. El objetivo de aplicar técnicas
de aprendizaje automéatico es que el algoritmo modele los patrones que realmente

ocurren en las observaciones y que reconozca e ignore el ruido en ellas.

Cada problema de estudio ha sido cuidadosamente seleccionado en base a sus
caracteristicas. En el problema XOR continuo (Seccién 3.1) se tienen pares ordenados
como atributos de entrada, mientras que la salida es una variable booleana propor-
cionada por una compuerta légica digital. La salida de la compuerta esta basada en
reglas logicas sencillas, pero que al mismo tiempo son complicadas de aprender para
un sistema de aprendizaje artificial [55]. Las caracteristicas mas importantes de este
problema consisten en que (i) se conoce la funcién 6ptima de discriminacién para los
pares ordenados, y (ii) las observaciones estén libres de ruido, de modo que la varia-
cion en la capacidad de prondstico de un modelo conforme se disminuye el tamano
muestral es unicamente por efecto de la no-linealidad presente en las observacio-
nes. En el segundo problema (Seccién 3.2) se entrena un modelo para pronosticar
la afinidad que presenta una enzima por un sustrato, lo que implica estimar el nivel
de interaccién en un complejo enzimatico [34]. La funcién que se desea aproximar
es altamente no-lineal [44], lo que hace de éste un problema complicado para cual-
quier método de aprendizaje computacional y estadistico. Aunado a esto, se espera
que las observaciones presenten ruido por tratarse de observaciones biologicas. Por
ejemplo, los complejos con baja afinidad no pueden ser facilmente distinguibles del
ruido. De esta forma, se esperan extraer conclusiones interesantes acerca del efecto
combinado del ruido y la no-linealidad, y de cémo este efecto impacta la capacidad
de prondstico de los métodos de solucion como funcion del tamano del conjunto de

entrenamiento. Finalmente, en el tercer problema de estudio se aborda un problema
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de contaminacién de la superficie terrestre, en donde se intenta inferir la concen-
tracién de diversos metales pesados potencialmente toxicos depositados en el suelo
[22]. Medir de manera directa la concentracién de un metal puede ser un proceso
costoso, como es el caso del cobre, por lo que se prefiere predecir su concentracién
mediante mediciones méas accesibles, como la concentracién de otros metales. Este
problema consiste en estimar la concentracion de cadmio y cobre mediante la con-
centracién de otros metales, la caracterizacién del tipo de piedra superficial y el uso
que se le da al suelo. El interés en este problema recae en que, ademas de tener ruido
y no-linealidad presente en sus observaciones, las concentraciones de los diferentes
metales estan altamente correlacionadas, de modo que se desea modelar un sistema
con salidas correlacionadas [66]. Cuando se tiene un sistema con multiples salidas
y éstas estan correlacionadas, la capacidad de prondstico aumenta cuando se tiene
la posibilidad de compartir informacién entre las diferentes tareas, en comparacion
con la realizacion individual de cada tarea (la inferencia de cada salida es conside-
rada una tarea) [2]. En resumen, los problemas estudiados en esta tesis han sido
seleccionados por caracteristicas como su complejidad, su no-linealidad o ausencia
de ruido, y por su capacidad para aportar conclusiones importantes en base a los
resultados de cada método de solucién. Hasta donde nosotros sabemos, éste es el
primer estudio sistematico que evalia el desempeno de la inferencia Bayesiana para
problemas retadores de regresiéon en donde se considera el modelo de mezcla infinita

de Gaussianas.

1.3 OBJETIVOS

El objetivo principal de esta tesis consiste en evaluar la capacidad de prediccion
que tienen diversos métodos Bayesianos sobre problemas de estudio que involucran
altos niveles de ruido y no-linealidad conforme el tamano del conjunto de entrena-
miento disminuye. Al reducir el niimero de observaciones disponibles para la etapa de
entrenamiento, el efecto del ruido y la no-linealidad tienden a volverse méas dominan-

tes [46], lo que afecta considerablemente la capacidad de prondstico de las técnicas
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basadas en la estadistica frecuentista al aumentar el riesgo de entrenar un mode-
lo con sobreajuste. Para evitar el sobreajuste se necesita acoplar al entrenamiento
alguna metodologia que regule la complejidad del modelo. Los métodos Bayesianos
contienen de manera implicita un mecanismo que regula tal complejidad, por lo
que se espera que sus pronodsticos sean mas asertivos que aquellos provenientes de
métodos frecuentistas, por lo que se realiza una comparacién con una técnica que
ha mostrado resultados precisos en problemas donde otros métodos han fallado. Un
objetivo colateral de esta tesis es la implementacién computacional de los métodos

de solucién propuestos.

1.4 ESTRUCTURA DE LA TESIS

El resto de este documento esta conformado por seis capitulos. En el Capitu-
lo 2 se presenta una introduccién a la inferencia Bayesiana, comparandola con la
estadistica frecuentista clasica y detallando al mismo tiempo sus componentes. En
el Capitulo 3 se describen los problemas de estudio considerados en esta tesis, los
cuales son problemas ruidosos no-lineales cuya estimacién mediante métodos clasi-
cos requiere de un ajuste de complejidad laborioso, por lo que se aplican diversos
métodos Bayesianos estadisticos y de aprendizaje automatico, los cuales son desarro-
llados y descritos a profundidad en el Capitulo 4. En ese mismo capitulo se presenta
el método bootstrap. Posteriormente, en el Capitulo 5 se analizan los resultados ob-
tenidos al aplicar los métodos de solucién a los problemas de estudio y se discute
su impacto en este estudio. Finalmente, el Capitulo 6 contiene las conclusiones y
observaciones que se han derivado de esta investigacién. De manera adicional, en
el Apéndice A se presenta una descripcion de la implementacién computacional de
los métodos de soluciéon Bayesianos, la cual sirve como guia para lograr su efecti-
va implementacién computacional. La referencia proporcionada en este apéndice es
particularmente 1til para el modelo de mezcla infinita de Gaussianas, el cual no ha

sido implementado en ninguna herramienta de modelacion estadistica.
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MARCO TEORICO

La inferencia estadistica es el proceso mediante el cual se realizan estimaciones
acerca de un parametro poblacional a partir de un conjunto de observaciones que
provienen de un sistema afectado por variabilidad aleatoria [19]. Actualmente exis-
ten dos tipos de filosofias estadisticas que predominan en cuestiones de inferencia:
la inferencia frecuentista y la Bayesiana, las cuales difieren en la interpretaciéon del
significado de probabilidad y de su aplicacién en la estimacion de pardmetros [5]. A
pesar de que la teoria Bayesiana fue desarrollada durante el siglo XIX, su aplicacién
presupone la resolucién de complejas integrales que en muchas ocasiones no pueden
resolverse analiticamente, lo que condujo a que se perdiera interés en el desarrollo
de métodos Bayesianos y se optara por adoptar la filosofia frecuentista como ba-
se estadistica. Es hasta nuestros tiempos cuando se tiene la capacidad de aplicar
la inferencia Bayesiana en problemas reales, debido a que el avance tecnologico ha
permitido el desarrollo de equipos de computo accesibles y capaces de desempenar
calculos que hace algunos anos eran imposibles de realizar, conduciendo al desarrollo
de nuevas técnicas de aproximaciéon numérica [21]. En la Seccién 2.1 se introduce
la inferencia estadistica a partir de la metodologia clasica frecuentista, en donde
brevemente se discuten las desventajas que conlleva su uso en problemas reales, lo
cual sirve de motivaciéon para presentar el enfoque Bayesiano. Posteriormente, en
la Seccién 2.2 se introducen los métodos de Monte Carlo basados en cadenas de
Markov que se utilizan como métodos de aproximacién para la inferencia Bayesiana

en esta tesis, como lo son el muestreo de Gibbs y el muestreo de Gibbs con paso
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Metropolis. Finalmente, se introduce el recocido simulado como una técnica de opti-
mizacion global que permite tomar un camino diferente al muestreo aleatorio como

aproximacion.

2.1 INFERENCIA ESTADISTICA BAYESIANA

La teoria detras de la inferencia estadistica consiste en todas aquellas técnicas
a través de las cuales se puede realizar inferencia sobre una variable aleatoria bajo
estudio [19]. Hasta hace algunos anos, los métodos que dominaban el area de la infe-
rencia estadistica estaban basados en el marco tedrico de la estadistica frecuentista,
en donde se toma una muestra aleatoria que se supone proviene de una distribucion
probabilistica con pardmetros 0 [19]. En esta filosoffa se hace la suposicién de que
tales parametros tienen asociados valores desconocidos, pero fijos, por lo que no es
posible asociar una distribucién de probabilidad a ellos. La tnica probabilidad con-
siderada en la estadistica frecuentista es la distribucién de la muestra aleatoria de
tamano N dados los parametros 6, la cual explica cémo es que la muestra aleatoria
observada fluctiia sobre todas las posibles muestras aleatorias dados los pardametros
fijos @ [5]. De esta forma, la probabilidad de observar una muestra determinada se
interpreta como el limite de su frecuencia relativa en una gran cantidad de experi-

mentos, de donde finalmente adquiere el nombre de estadistica frecuentista [5].

El punto caracteristico de la estadistica frecuentista es que los parametros 6
que componen un modelo tienen valores desconocidos, pero fijos. Una forma clasica
de determinar estos parametros es aproximarlos mediante estimadores puntuales,
/9\, los cuales se construyen utilizando las observaciones disponibles y por ende tie-
nen una dependencia en la muestra aleatoria observada, de modo que son variables
aleatorias cuya distribucion de probabilidad corresponde con la distribucién proba-
bilistica de la muestra [63]. Ahora bien, si la distribucién muestral estda centrada
cerca del valor real (pero desconocido) de los pardmetros y ésta no presenta dema-

siada dispersion, entonces los estadisticos pueden ser utilizados como estimadores de
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los parametros, recibiendo el nombre de estimadores puntuales. No se espera que un
estimador puntual realice la estimacién del parametro poblacional sin error, sino que
en realidad se espera que no se encuentre muy alejado de éste. No obstante, no es
posible juzgar la precisién de los estimadores puntuales porque no se conoce el valor
real de los parametros, por lo que se utiliza un criterio basado en la distribucién
muestral de los estimadores y que es equivalente a la distribucion de los estimadores
sobre todas las posibles muestras aleatorias [19]. Atn asi, es improbable que incluso
el estimador insesgado maés eficiente (i.e., el que tenga una menor varianza) estime
el parametro poblacional con exactitud. A pesar que la precision del estimador pun-
tual aumenta conforme se incrementa el tamano muestral, no hay razon para suponer
que la estimacion puntual de una muestra dada sea exactamente igual al parametro
poblacional que se desea estimar [5]. Un procedimiento mas adecuado consiste en
determinar intervalos de estimacién que tengan una probabilidad predeterminada
de contener los parametros desconocidos. Aunque los parametros son considerados
constantes, los extremos de tales intervalos son aleatorios porque dependen de la
muestra aleatoria observada. Contradictoriamente, cuando la muestra es observada
y los extremos son identificados no queda nada de aleatoriedad presente en la esti-
macion, por lo que a estos intervalos se les conoce como intervalos de confianza. Se
conoce de antemano que una determinada proporcion de los intervalos construidos
mediante muestras aleatorias contendra los pardmetros reales, pero no se puede con-
cluir nada acerca de los intervalos de confianza especificos calculados con la muestra
observada. Esto representa una clara desventaja del método frecuentista, ya que un
parametro estd dentro del intervalo de confianza o simplemente no lo esta, de manera
que no es posible afirmar que existe una cierta probabilidad de que el parametro se
encuentre dentro del intervalo, situacion que se deriva de la suposicion inicial en el
método frecuentista de asumir que el pardmetro toma un valor fijo pero desconocido,

impidiendo que se le pueda asociar una distribucion de probabilidad.

Detras de la inferencia frecuentista existen anos de teoria, asi como una gran
cantidad de técnicas basadas en la distribucién de las muestras aleatorias, de entre las

cuales se distingue la estimacién por méxima verosimilitud (MLE) como una técnica
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para estimar los parametros de un modelo estadistico. La estimacién por maxima
verosimilitud es un método estdndar ampliamente reconocido en la actualidad [23]
por tener un gran numero de propiedades éptimas para estimacién, como lo son la
suficiencia (i.e., informacién completa sobre el parametro de interés contenida en su
estimador MLE), consistencia (i.e., el valor real del pardmetro se obtiene asinto6ti-
camente conforme aumenta el tamano muestral), eficiencia (i.e., la menor varianza
posible del pardmetro estimado se obtiene también asintéticamente), y la invariabi-
lidad del modelo (i.e., el mismo estimador MLE se obtiene independientemente de
la parametrizacién elegida), por lo que esta técnica es la columna vertebral del desa-
rrollo de un gran nimero de métodos de inferencia estadistica. Dado que diferentes
valores para 0 implican diferentes distribuciones de probabilidad, el principio detras
de la estimacion por méaxima verosimilitud desarrollado por Fisher plantea que la
distribucion de probabilidad de interés debe ser aquella que maximiza la probabili-
dad de obtener la muestra observada [23], lo que a su vez implica que debe buscarse
el conjunto de parametros que maximicen la distribucién de los pardmetros dadas
las observaciones, p(8|D), conocida en la literatura como funcién de verosimilitud,
la cual serd abordada méas delante. Asi, se intuye que la estimacion por maxima
verosimilitud tiene una dependencia en la muestra aleatoria observada. Para una

descripcién més profunda sobre la estimacién por méxima verosimilitud, véase [23].

Un importante aspecto a considerar al utilizar la estimaciéon por maxima vero-
similitud es la complejidad del modelo sobre el que se hace el ajuste de pardmetros.
Si se tiene un modelo demasiado complejo, un pequeno cambio en el conjunto de
observaciones puede causar un cambio radical en sus parametros estimados, de modo
que su varianza se incrementa [9]. Sin embargo, un modelo mas complejo permite un
mejor ajuste de los datos, de modo que el sesgo decrece [9]. A esta situacién en que
existe una relacion inversa entre el sesgo y la varianza en funcion de la complejidad
del modelo se le conoce como el dilema sesgo/varianza, y ocurre en todo sistema de
aprendizaje automatico y estadistico [20]. Para disminuir el sesgo, el modelo debe
ser lo suficientemente flexible, ante el riesgo de tener una mayor varianza. Si por el

contrario, la varianza se trata de mantener en sus niveles mas bajos, se puede no
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tener un buen ajuste de las observaciones, lo que conduce a un aumento en el sesgo.
Asi, el modelo 6ptimo es aquel que tiene el mejor equilibrio entre sesgo y varianza.
Adicionalmente, la variabilidad concerniente a las observaciones disminuye conforme
se aumenta el tamano muestral [63], de modo que aumentar la cantidad de observa-
ciones disminuye tanto el sesgo como la varianza. A la situacion particular en que
el modelo es demasiado general (o demasiado complejo) y aprende también el ruido
presente en la muestra se le conoce como sobreajuste [12]. El riesgo de aprender
un modelo con sobreajuste representa una clara desventaja de la filosofia frecuentis-
ta, debido a que un modelo que presenta sobreajuste tiene una baja capacidad de

1 como se muestra en la Figura 2.1 sobre observaciones fuera de la

generalizacion
muestra. Para sobrellevar esta problematica existen un gran ntimero de técnicas que
ajustan la complejidad del modelo, como lo son la validacién cruzada [32], la regu-
larizacién [47], la minimizacién del riesgo estructural [56], la longitud de descripcién
minima [68], los métodos bootstrap [16] y los métodos Bayesianos [5], por mencionar
algunos. De éstas, la validacién cruzada es la mas empleada para labores de control
de complejidad [12], siendo la tinica que no hace suposiciones de antemano acerca del
modelo. No obstante, tiene como desventaja el que se deba destinar una proporcién
de las observaciones para evaluar el desempeno del modelo, lo que reduce el tamano
de la muestra disponible para entrenar el modelo. De esta forma, la validacion cru-
zada es la técnica mas efectiva cuando existe un conjunto grande de observaciones
[12], mientras que el resto de los procedimientos se vuelven ttiles cuando el conjunto
de observaciones es pequeno. Una variacion de la validacion cruzada que ha sido
desarrollada para aplicarse cuando se tienen pocas observaciones es la validacion
cruzada tipo leave-one-out [17], en donde se evalia el error de generalizacién de
la n-ésima observacion utilizando las (N — 1) observaciones restantes para estimar
los pardametros del modelo, variando n de tal forma que se evalie la capacidad de

pronéstico para cada observacion en la muestra. El error de generalizacién estima-

do corresponde con la media de los IV errores. Sin embargo, dado que el estimador

'En esta tesis se utilizan indistintamente generalizacién, pronéstico y prediccién, para indicar

la inferencia en una muestra no observada anteriormente.
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requiere que el entrenamiento por maxima verosimilitud sea efectuado N veces, este
procedimiento es computacionalmente costoso cuando se tienen conjuntos grandes
de entrenamiento, ademas de dar como resultado un estimador con varianza rela-
tivamente alta [12], que puede conducir a conclusiones erréneas acerca del nivel de
sobreajuste. Otro método capaz de estimar el error de generalizacién de un modelo
basado en remuestreo es el bootstrap, el cual parece funcionar mejor que la valida-
cién cruzada en muchos casos, resultando en estimadores con una menor varianza
que aquellos de la validacién cruzada [16]. El bootstrap es, en esencia, una implemen-
tacién computacional de una estimaciéon paramétrica de méxima verosimilitud [24],

el cual se introduce en la Seccion 4.4.

2.1.1 EL. TEOREMA DE BAYES

De entre los métodos descritos para prevenir el sobreajuste, los métodos Baye-
sianos han ganado una gran popularidad en los ultimos anos. Las ventajas de aplicar
la estadistica Bayesiana involucran (i) una estimacién més intuitiva y significativa, al
utilizar la teoria de probabilidad para denotar el grado de incertidumbre que existe
en la estimacién de un parametro [42], (ii) la capacidad de incorporar informacién
previa disponible antes de analizar una muestra [5], (iii) la prevencién del sobre-
ajuste, debido a que la inferencia Bayesiana contiene de forma implicita el principio
de la navaja de Ockham y selecciona automaticamente el modelo con la mayor pro-
babilidad posterior [28], de modo que (iv) no necesita un conjunto de validacién,
por lo que toda la muestra puede utilizarse en el entrenamiento [12]. No obstante,
la inferencia Bayesiana sufre de un problema que ha sido ampliamente criticado: el
conocimiento a-priori, en donde la creencia personal acerca de la distribucién de los
parametros a estimar se involucra en los calculos, y la influencia de ésta adiciona un

cierto grado de subjetividad al proceso [1].

La tendencia actual es distinguir entre los métodos clasicos de estimacion, los
cuales tienen un fondo frecuentista que construye su inferencia mediante informacién

obtenida de una muestra seleccionada aleatoriamente de la poblacién, y los métodos
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Figura 2.1: Ilustraciéon del sobreajuste. La linea azul punteada representa la funcién
cibica f(z) = (z+3)(x+1)(z—2), de donde se muestrean aleatoriamente los puntos
mostrados como circulos con un ruido aditivo, tal que f(z) = (x + 3)(z + 1)(x —
2) + N(0,2). En magenta se muestra un polinomio de tercer grado ajustado sobre
las observaciones tomadas, la cual intenta aproximar la funcion original ignorando el
ruido blanco. Por el contrario, en rojo se presenta un polinomio de sexto grado que,
al ser més complejo, intenta emular cada observacion tomada, aprendiendo también
el ruido blanco. Los coeficientes de ambos polinomios fueron calculados mediante

minimos cuadrados.
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basados en la filosoffa Bayesiana [5], en donde se utiliza un conocimiento subjetivo
a priori acerca de la distribucion de probabilidad de los parametros en conjunto con
la informacion que aporta la muestra observada. La diferencia mas notable entre los
métodos frecuentistas y los métodos Bayesianos es que en los segundos los pardme-
tros del modelo son considerados variables aleatorias, lo que implica que tienen una
distribucion de probabilidad asociada que representa la incertidumbre que se tiene

acerca de su valor [63].

TEOREMA 2.1 (TEOREMA DE BAYES) Sea {A;, As, ..., As, ..., Ay} un conjunto de
sucesos mutuamente excluyentes y erhaustivos, tales que la probabilidad de cada uno
de ellos es distinta de cero. Sea B un suceso cualquiera del que se conocen las proba-
bilidades condicionales P(B|A;). Entonces, la probabilidad P(A;|B) viene dada por

la expresion:

P(B|A;)P(4A:)

P(Ai|B) = P(B) )

(2.1)

en donde P(A;) son las probabilidades a priori, P(B|A;) es la probabilidad de B en
la hipdtesis A; y P(A;|B) son las probabilidades posteriores.

El teorema de Bayes (Teorema 2.1) sustenta el marco tedrico detrds de la
inferencia Bayesiana, e indica una forma de evaluar la probabilidad de un suceso A
una vez que se conoce que el sucedo B ha ocurrido, siendo A y B sucesos con una
dependencia mutua. Si el evento B representa observar la muestra D y el suceso
A denota que los pardmetros del modelo sean 8, entonces (2.1) puede reescribirse

CO1MO:

p(D|6)p(6)

p(0|D) = WD)

(2.2)

en donde p(0) corresponde con las distribuciones a priori de los pardmetros antes de

que se observe la muestra, p(8|D) es la distribucién posterior de interés que indica la
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distribucion de los parametros dadas las observaciones, expresando la incertidumbre
que se tiene acerca de los parametros después de tomar en cuenta tanto las obser-
vaciones como la distribucién a priori, y finalmente, p(D|@) es la probabilidad de
observar la muestra D dado que se tienen los pardametros 0, es decir, la evidencia
que aportan las observaciones en favor de los parametros. Este ultimo término evalua
la verosimilitud de los pardmetros del modelo dadas las observaciones, y es una dis-
tribucion importante en el aprendizaje estadistico debido a que relaciona todas las
variables por medio de un modelo completamente probabilistico. Para encontrar el
conjunto de pardmetros mas probables, (0), se realiza una marginalizacién de la

distribuciéon posterior con respecto a los parametros:

() = / 0 p(0|D) de. (2.3)

La integracion de la funcion de verosimilitud marginal con respecto a los pardmetros
es lo que distingue la filosofia Bayesiana de otros esquemas basados en optimizacién,
y es el término que introduce de manera automatica un equilibrio entre el ajuste del
modelo y su complejidad, previniendo el sobreajuste [5]. Por su parte, el denominador

de (2.2) define la verosimilitud marginal de las observaciones:

p(D) = / p(DI6) p(6) 6. (2.4)

Esta verosimilitud marginal, también conocida como distribucién predictiva a priori
de las observaciones, indica la forma que se espera tengan las observaciones antes de
que éstas sean observadas, y depende tinicamente de las distribuciones a priori de los
parametros y de la verosimilitud del modelo, siendo independiente de los pardmetros
0, por lo que se trata de un factor constante que normaliza el numerador p(D|0)p(0)
para que sea una distribucién de probabilidad propia. De este forma, la distribucién
posterior de interés es proporcional al producto de la verosimilitud de los parametros

y su distribucién a priori:
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p(6|D) o< p(D|6)p(0). (2.5)

Esta proporcionalidad es importante debido a que en algunos casos es posible eva-
luar p(D|0@)p(0) e inspeccionar la forma de la distribucién posterior no-normalizada.
Si esta distribuciéon es equivalente a alguna distribucién conocida, entonces no es
necesario evaluar explicitamente la constante de normalizacién en (2.4) [28]. Para
que esto ocurra, la verosimilitud y las distribuciones a priori deben complementarse

de tal forma que la distribucion posterior no-normalizada tenga una forma conocida.

2.1.2 COMPONENTES DE LA INFERENCIA BAYESIANA

La distribucién posterior de los pardmetros dadas las observaciones, p(8|D),
depende de dos componentes [5]. El primero de ellos corresponde con la verosimilitud
de los pardametros dada la evidencia. La funcién de verosimilitud, p(D|@), contiene
la informacién proporcionada por las observaciones e indica la probabilidad de tener
los parametros @ dado que se tienen las observaciones D, y se evaltia mediante la
distribucién de probabilidad de cada observacion dados los parametros. Suponiendo

que D = (y1,...,yn)T, entonces:

p(D16) = [ ] »(v.16). (2.6)

La verosimilitud representa la evidencia que las observaciones aportan acerca de los
pardmetros [42]. Por otro lado, el segundo componente de la inferencia Bayesiana
corresponde con las distribuciones a priori de los pardametros, p(@), las cuales son
distribuciones de probabilidad en el espacio de los parametros y representan la in-
certidumbre que se tiene acerca de éstos antes de tomar en cuenta las observaciones.
Los parametros de una distribucién a priori son llamados hiperparametros, para dis-
tinguirlos de los pardmetros del modelo, 6 [42]. Existen dos tipos de distribuciones

a priori: las distribuciones informativas y las no-informativas.
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Cuando existe informacién previa acerca de los parametros ésta debe incluirse
en la distribucién a priori [5]. Por ejemplo, esto ocurre cuando el modelo bajo estudio
es similar a un modelo previo cuyos parametros seran actualizados mediante un nue-
vo conjunto de observaciones. Haciendo uso de la distribucién posterior del modelo
previo como distribuciéon a priori del modelo bajo estudio, el modelo no comienza
basandose unicamente en la muestra obtenida, sino que estima los nuevos parame-
tros mediante un efecto acumulativo de las observaciones anteriores y las actuales.
Por el contrario, cuando no existe informacion previa acerca de los pardametros, si-
tuacion que se presenta méas comunmente, se hace uso de una distribucién vaga
o no-informativa para minimizar el impacto que tiene seleccionar la distribucion a
priori. Esto implica que la distribucién a priori tendra un menor impacto en la dis-
tribucion posterior del modelo, mientras que la informacién proporcionada por las
observaciones tendra mayor peso. La distribucion a priori no-informativa més senci-
lla corresponde con la distribucion uniforme, también llamada distribucién a priori

plana, debido a su distribucién probabilistica constante:

p(0) ~ U(=00,0), (2.7)

en donde 0 estd uniformemente distribuida del infinito negativo al infinito positivo.
Sin embargo, a pesar de que la distribucién uniforme permite que la distribucion
posterior sea afectada exclusivamente por las observaciones, ésta serd impropia y no
integrard a uno, dado que la integral de la distribucién en (2.7) es infinita, violando
uno de los axiomas de la teoria de probabilidad [37]. Asi, una distribucién impropia

ocurre cuando:

/p(@) df = co. (2.8)

Para un andlisis mds extenso sobre distribuciones a priori, véase [67].
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2.1.3 PREDICCIONES EN LA INFERENCIA BAYESIANA

Idealmente, en un enfoque Bayesiano se definen la funcién de verosimilitud y
las distribuciones a priori de los parametros, para posteriormente utilizar el teorema
de Bayes desarrollado en (2.2) y evaluar la distribucién posterior de los pardmetros

dadas las observaciones:

p(DIO)(6)

p(0|D) = (D)

(2.9)

Esta distribucion probabilistica es la base para realizar inferencia de acuerdo a la
filosoffa Bayesiana [5]. Supéngase que se tiene una observacién y que se desea inferir
y que no ha sido utilizada para entrenar el modelo. La inferencia toma lugar mediante
la verosimilitud de la nueva observacion promediada sobre la distribucion posterior

p(0|D):

p(ys|D) = / p(y510)p(8]D)db. (2.10)

Sin embargo, cuando el numerador de (2.9) no puede ser evaluado analiticamente,
entonces tampoco es posible evaluar analiticamente la integral en (2.10) [37], de modo
que es necesario implementar una aproximacién para resolver esta integral. Entre las
aproximaciones mas comunmente aplicadas en la literatura se encuentran el método
computacional de aproximaciéon Bayesiana [49], el método Bayes variacional [4], las
aproximaciones de Laplace [60], los métodos Monte Carlo basados en cadenas de
Markov [21] y la estimacion de la distribucién posterior méxima [37]. Los dos ultimos
métodos se introducen en esta seccion y son utilizados en esta tesis como técnicas

de aproximacion.

ESTIMACION DE LA DISTRIBUCION POSTERIOR MAXIMA. La estimacién por medio
de la distribucién posterior méxima implica aproximar la integral en (2.10) haciendo

uso de los valores mas probables de los parametros. Esto es posible debido a que
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cuando la distribucién condicional p(@|D) se encuentra en su punto maximo, el
estimador posterior de @ corresponde también con un punto maximo [37]. Sea 0,,p

el conjunto éptimo de pardmetros, la aproximacion que se realiza es:

p(ys|D) = p(ys|D, Onp). (2.11)

El teorema de Bayes indica que cuando no se tiene suficiente informacion a priori
acerca de los parametros 6, el punto maximo de la distribucién posterior p(8|D)
corresponde con el punto méximo de la verosimilitud, p(D|@). De esta forma, para
encontrar el conjunto de parametros mas probable basta con aplicar un algoritmo
de optimizacién para maximizar p(D|@) con respecto a los parametros. No obstante,
esta aproximacion comparte algunas de las desventajas que exhibe la estimaciéon
por maxima verosimilitud, como lo son la posible atracciéon por éptimos locales
deficientes y la necesidad de una exploracion adecuada en funciones no-diferenciables.
Un método ttil de optimizacién global que intenta reducir estas dificultades es el

recocido simulado, el cual se introduce en la Seccién 2.3.

METODOS MONTE CARLO. El segundo método de aproximacién corresponde con
los métodos Monte Carlo [21]. Supéngase que se tiene la capacidad de simular un
conjunto de M muestras independientes tomadas de la distribucion posterior de los
pardmetros en (2.9). Sea {0',...,0"} el conjunto de tales muestras, el estimador
Monte Carlo para la integral en (2.10) corresponde con la media de este conjunto,

de modo que:

=

p(ys|D) ~ Z (ys]0™). (2.12)

m=1

El método Monte Carlo es un algoritmo efectivo para resolver numéricamente inte-
grales complejas o analiticamente intratables, como la integral en (2.10), cuando es
posible tomar muestras independientes de la distribucién posterior exacta, lo cual

no siempre ocurre. Afortunadamente, existen variantes de este método que permiten
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generar tales muestras mediante la construcciéon de una cadena de Markov. Estos
son los métodos Monte Carlo basados en cadenas de Markov (MCMC), los cuales se

introducen en la siguiente seccion.

2.2 METODOS MONTE CARLO BASADOS EN CADENAS

DE MARKOV

Los métodos MCMC son una clase de algoritmos iterativos que generan mues-
tras provenientes de una distribucion de probabilidad mediante la construccién de
una cadena de Markov que converge a la distribucién deseada como su distribucién
de equilibrio [21], por lo que son aplicados en la inferencia Bayesiana para muestrear
de la distribucién posterior de los pardmetros, p(8|D). Si estas muestras provienen
de una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas,
entonces el estimador Monte Carlo en (2.12) es un estimador consistente del ver-
dadero valor de la integral conforme M — oo, de acuerdo a la Ley de los Grandes
Numeros. Sin embargo, construyendo una cadena de Markov se obtienen muestras
que son ligeramente dependientes un paso atras en el tiempo, de acuerdo a la Defi-
nicién 2.2, pero el teorema ergédico (Teorema 2.3) permite ignorar la dependencia
entre muestras provenientes de una cadena de Markov cuando M — oo [7]. La ha-
bilidad de los métodos MCMC para generar muestras ligeramente dependientes es
particularmente 1til cuando no se conoce la constante de normalizacion en el teore-
ma de Bayes. Para una descripcién clara y concisa acerca del teorema ergddico y las

propiedades de las cadenas de Markov, véase [7].

DEFINICION 2.2 Una cadena de Markov es un proceso estocdstico en donde los es-

tados futuros dependen unicamente del estado actual.

TEOREMA 2.3 (TEOREMA ERGODICO) Si{w!,... w™} esun conjunto de M mues-
tras obtenidas de una cadena de Markov que es aperiodica, irreducible y recurrente,

entonces tal cadena de Markov es ergodica. Esto implica que:
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17 S pu0™) = plyy D), (213)

conforme M — oo.

Un método MCMC es entonces una clase de algoritmos en que se simulan una
serie de muestras (ligeramente dependientes) provenientes de una distribucién poste-
rior mediante la construccién de una cadena de Markov. Tales muestras son utilizadas
en el método Monte Carlo para evaluar numéricamente las integrales complejas que
ocurren frecuentemente en la inferencia Bayesiana, produciendo estimaciones de las
propiedades de interés de la distribucion posterior bajo estudio. En inferencia Baye-
siana hay dos algoritmos que suelen utilizarse con frecuencia: el muestreo de Gibbs

(Seccién 2.2.1) y el muestreo de Gibbs con paso Metrépolis (Seccién 2.2.2).

2.2.1 EL MUESTREO DE GIBBS

Uno de los métodos mas atractivos para implementar un algoritmo MCMC es el
muestreo de Gibbs, el cual tiene sus raices en la mecanica estadistica [21]. Supéngase
que 6 estd conformado por ¢ pardmetros de interés, de modo que @ = (6;,...,0,)". La
distribucién posterior de los pardmetros dadas las observaciones, p(8|D), puede ser de
gran dimensién y dificil de evaluar. Si es posible definir la distribucién probabilistica
univariada para el k-ésimo elemento de 6 condicionado tanto en el resto de los

pardmetros como en las observaciones, tal que:

p(9k|91,...,Qk_1,9k+1,...,9q,17) Vk, (214)

entonces esta distribucién es mas sencilla de simular que la distribucion posterior
completa, al tener generalmente formas més simples [64]. El muestreo de Gibbs
consiste en la ideologia de que es posible construir una cadena de Markov para la

distribucién posterior simulando secuencialmente el k-ésimo parametro mediante su
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distribucién condicional (ec. 2.14), en vez de generar una sola muestra de ¢ compo-
nentes de la distribucion posterior completa. Al muestreo de todos los pardametros
en una iteracion se le denomina un ciclo de Gibbs. Bajo condiciones generales, las
muestras generadas por este método convergen a la distribucién objetivo de interés

21].

El muestreo comienza con algin valor inicial para todas las variables con

excepcion de f;, cuyo valor se muestrea a partir de la distribucién condicional

p(01162,...,60,, D). Posteriormente se genera un nuevo valor para 6, simulando
de su distribucién condicional p(62|61,0s,...,6,, D), luego se muestrea #; median-
te p(03)01,02,04,...,0,, D) y asi sucesivamente hasta muestrear 6,, consolidando el

primer ciclo de Gibbs. El muestreo continda iniciando de nuevo con #;, formando
un nuevo ciclo. La secuencia de Gibbs converge a una distribucién de equilibrio (la
distribucion posterior de interés) independientemente de los valores iniciales después
de pasar por una etapa inicial transitoria. Por tanto, sélo un subconjunto de tamano
M del total de las muestras contiene observaciones simuladas de la distribucion

posterior.

DEPENDENCIA DEL METODO EN LOS VALORES INICIALES: BURN-IN. Un punto
clave en la implementacién de un método MCMC consiste en determinar el nimero
de ciclos que ocurren antes que la cadena se aproxime a su distribucién estacionaria,
donde el estado actual ha dejado de ser dependiente de las condiciones iniciales del
muestreo. Al periodo transitorio que toma lugar antes que la cadena alcance la esta-
cionalidad se le conoce en la literatura como burn-in [21]. De manera tipica, en esta
tesis se eliminan una cantidad que oscila entre los 1,000 y 5,000 ciclos iniciales y se
aplica una prueba de convergencia para asegurarse que se ha alcanzado la estacio-
nalidad. A pesar que los algoritmos MCMC garantizan la estacionalidad [64], esta
garantia no determina el tiempo que tardaran en alcanzarla. Por ejemplo, una pobre
seleccion de los puntos iniciales del muestreo puede incrementar dramaticamente la
cantidad de ciclos que la cadena pasa en la etapa burn-in, por lo que el desarrollo

de metodologias que sean capaces de estimar puntos de inicio 6ptimos es un area
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de interés actual. En esta tesis se emplean reglas béasicas para la estimacion de la
longitud del estado transitorio, como lo son los gréaficos de series temporales. La
Figura 2.2a muestra la serie temporal para una de dos variables provenientes de una
distribucion Gaussiana bivariada, mientras que en la Figura 2.2b puede observarse
el efecto que tienen los valores iniciales en la cadena de Markov hasta los 200 ciclos.
A partir de los 200 ciclos, la grafica parece oscilar alrededor de un valor medio, lo
que a su vez parece indicar que se ha alcanzado la estacionalidad, como se observa
en la Figura 2.2c. A pesar de que es posible afirmar si una cadena se encuentra fuera
de equilibrio, no es posible determinar cuando éste ha sido alcanzado debido a que

existen puntos que producen estados estacionarios metaestables.

AUTOCORRELACION EN LAS MUESTRAS: EL FACTOR DE INFLACION. Cuando se
han realizado las pruebas pertinentes y se concluye (con algin nivel de confianza)
que la cadena ha alcanzado la estacionalidad, se descartan las muestras concernien-
tes a la etapa burn-in, de modo que el conjunto restante esta formado por muestras
provenientes de la distribucién de equilibrio deseada. Sin embargo, estas muestras
son ligeramente dependientes en el tiempo, por lo que se espera que las muestras ge-
neradas en ciclos de Gibbs subsecuentes tengan una correlacién positiva, de acuerdo
a la definicién de un proceso de Markov (Definicién 2.2). Un resultado importante en
la teoria del analisis de series de tiempo indica que si la serie proviene de un proceso
estacionario y correlacionado, entonces las muestras correlacionadas ain proporcio-
nan una estimacién insesgada de la distribucion, asumiendo que el tamano muestral
es suficientemente grande [10]. A pesar que el teorema ergdédico permite extraer la
misma conclusién, la teoria de series de tiempo permite ademas estimar el tamano de
la muestra mediante el cual se tiene la capacidad de realizar estimaciones insesgadas.
Considérese una secuencia de muestras de longitud M, es decir, {01, o, 0M }. La
correlacién puede estar presente entre muestras subsecuentes, tal que p(6%, 0:) # 0,
o de forma general, entre muestras més distantes, es decir, p(6?, HZH ) # 0. La funcién
de autocorrelaciéon para la serie temporal de un proceso es simplemente la correla-

cién de dicho proceso con una version desplazada en el tiempo de si misma, por lo
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Figura 2.2: Grafica de la serie temporal de un muestreo de Gibbs para una distri-
bucién normal bivariada con media p = 0, varianza marginal 0> = 1 para cada
variable y coeficiente de correlacion p = 0.98. El muestreo completo se muestra en
(a), iniciando con ambas variables tomando el valor de 6. En (b) se observa la depen-
dencia que tiene el valor inicial durante los primeros 200 ciclos del muestreo, etapa
que comprende el burn-in. En (c) se presenta la cadena de Markov sin las muestras

pertenecientes al burn-in, mostrando lo que parece ser una estacionalidad.
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. ., t .,
que mide la autocorrelacién entre 6 y 6,:”” con un retraso p. La autocorrelacion de

orden j para el k-ésimo parametro al tiempo ¢ puede estimarse mediante:

M~—j
, (08 —6,)(0:7 —6))
. Cov(gLolty =T g

0. = Var(0]) = T Vi, k. (2.15)
(0 — 0r)?
t=1
en donde:
N 1 M
O =57 > o vk (2.16)
=1

Suponiendo que las muestras son independientes, el estimador Monte Carlo en (2.12)
necesita un minimo de M; muestras para estimar insesgadamente los pardmetros en
0 [10]. Si las muestras no son independientes, una estimacién del tamano que debe
tener la muestra proviene de la teoria de los procesos autoregresivos de primer orden,

los cuales tienen una estructura similar a la caminata aleatoria:

0 =p+al@t —p)+e Vi, (2.17)

en donde ¢ corresponde con un ruido blanco, tal que € ~ A(0,0?), y a corresponde
con la autocorrelacién de primer orden para el k-ésimo pardmetro, py, segin (2.15).

Bajo este proceso, el valor esperado de 0 es <§> = u, con desviacion estandar:

o [1+p

~ VN 1—py

S(0) Vk. (2.18)

El primer término en (2.18) es la desviacién estdndar del ruido blanco, mientras

que \/(1+pr)/(1 — px) es el factor de inflacién del tamafio de muestra (SSIF),
el cual muestra la forma en que la autocorrelacién aumenta la varianza muestral.

Por ejemplo, para pr = 0.5, 0.75, 0.95 y 0.99, el SSIF asociado es 3, 7, 39 y 199,
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respectivamente. De esta forma, con una autocorrelacién de 0.95 se necesitan apro-
ximadamente 40 veces el tamano muestral de M; para obtener la misma precision

que una muestra independiente.

2.2.2 EL. MUESTREO DE GIBBS CON PASO METROPOLIS

El muestreo de Gibbs es una técnica efectiva para generar muestras prove-
nientes de una distribucion cuando ésta no es de forma estandar o cuando es dificil
muestrear directamente de ella [64]. Sin embargo, uno de los requerimientos del mues-
treo de Gibbs es que la distribucién probabilistica de cada parametro condicionada
en el resto de ellos pueda ser desarrollada analiticamente. Esto no es siempre posible,
de manera que regularmente se opta por incorporar un algoritmo Metrépolis, como
la caminata aleatoria, para simular de cada una de estas distribuciones condicionales

13].

EL ALGORITMO METROPOLIS. El algoritmo Metrépolis es otro método que tiene
sus raices en la mecédnica estadistica, y sobresale por tener la capacidad para mues-
trear de una distribuciéon de probabilidad con el inico requisito de que exista alguna
funcién proporcional a la densidad de ésta que sea calculable [64]. Esto es parti-
cularmente 1util en inferencia Bayesiana, dado que este algoritmo permite generar
muestras de la distribucién normalizada sin la necesidad de evaluar la constante de
normalizacion [13], que en ocasiones resulta extremadamente dificil de evaluar. El al-
goritmo Metrépolis esta basado en una analogia del equilibrio de los sistemas fisicos

cuyas configuraciones tienen probabilidad proporcional al factor de Boltzmann:

—E,
T )

P(A) =exp (2.19)

donde A es una configuracion del sistema bajo estudio, 7" es una constante llamada
temperatura y E representa la energia del sistema cuando se encuentra en su confi-

guracién A. Ahora bien, supéngase que se desea muestrear de una distribucién p(8),
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tal que:

ooy =19 (2.20)

donde C' representa una constante de normalizacion. El algoritmo Metrépolis inicia-
liza con un valor ) que satisface f(6)) > 0. Posteriormente, y utilizando el valor
actual para 0, se muestrea un estado candidato ; mediante una distribucién de
salto q(6, 9?1), que representa la probabilidad de retornar un valor 92“ dado un
valor previo 6. A esta distribucién se le conoce en la literatura como distribucién
generadora de candidatos, y su tnica restriccion es que sea simétrica [64], de modo
que q(0%, 0 = q(0:7,6%). Dado el estado candidato 6, se evalia la diferencia

entre la energia en el estado actual, 6, y aquella en el estado candidato:

exp (—ZM> exp <_f(9?5_v9/k>>

r T
Ak = exp (_M) ) exp (_M) (2.21)
r T

donde 0" indica todos los pardmetros en @ con excepcién de 6. Debido a que
se esta considerando la razén de p(@) para dos valores diferentes, la constante de
normalizacion se cancela. Si el salto disminuye la energia del sistema (ayp > 1),
situacion favorable de acuerdo al factor de Boltzmann, entonces se acepta el estado
candidato como actual y se genera un nuevo candidato. Si, por el contrario, el salto
incrementa la energia, entonces éste se acepta con probabilidad ay, o se rechaza y
se genera un nuevo candidato. De esta forma, el algoritmo Metrépolis consiste en

evaluar:

* 1k + 1k
ap = min (1,exp (—f( 67) ;f(@k,ﬂ )>) VE, (2.23)
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y aceptar el estado candidato con probabilidad «j. Este procedimiento genera una

cadena de Markov, al estar el candidato en funcién del estado actual del sistema.

ACOPLAMIENTO AL MUESTREO DE GIBBS. La incorporacién del algoritmo Metrépo-
lis al muestreo de Gibbs es directa: en vez de muestrear cada variable mediante su
distribucion condicional, se da un paso Metrépolis mediante un mecanismo de per-
turbacién y se acepta o rechaza. Sea 6} el valor actual de 6, en la simulacién, el

proceso de perturbacion mediante el cual se generara un nuevo candidato es:

0; =0 +c,Z  VEk, 2.24
k k

donde Z es una variable con distribucién normal estandar y ¢, es un parametro fijo

de escala. El punto candidato 6} se acepta con probabilidad:

* p'k t p'k
B = min <1,exp (_f(Qk,O ) ;f(ek’ 0 ))> Vk. (2.25)

De otro modo, 92“ = 0. El pardmetro ¢ es ajustado de tal forma que la tasa de
aceptaciéon se encuentre dentro del intervalo [0.3,0.7], lo que corresponde con una

aceptacién entre el 30 % y el 70 % de los candidatos.

2.3 EL METODO DEL RECOCIDO SIMULADO

El recocido simulado es un algoritmo estocéastico de optimizacion global desa-
rrollado como un método para encontrar el méaximo en funciones complejas multimo-
dales, en donde los métodos clasicos basados en gradientes pueden quedar atrapados
en un 6ptimo local de baja calidad [31]. La idea detras del recocido simulado es que
al iniciar la exploracion del espacio de soluciones se tiene una probabilidad razona-
blemente alta de descender una colina (i.e., de aceptar un punto que disminuye el
valor de la funcién objetivo) para realizar una mejor bisqueda del espacio de solu-

ciones. Sin embargo, tal probabilidad decrece conforme el proceso contintia, de modo
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que la exploracién se da en pasos que mejoran la solucion actual durante el final del
proceso. La analogia en que se origina este método corresponde con el proceso fisico
de enfriamiento después del recocido de un cristal. Inicialmente existe mucho movi-
miento como resultado de las altas temperaturas, mientras que conforme avanza el
proceso la libertad de movimiento se reduce. Algoritmicamente hablando, el recocido
simulado es una técnica muy similar al muestreo Metrépolis, con la diferencia que
esta vez la temperatura no es un factor constante, sino que estd en funcién del avance
del proceso, de modo que la probabilidad agys de dar un paso al punto candidato

esta dada por:

(g4 = min <1, exp (—f( i e’k)thjf(e,g, 9lk))> , (2.26)

en donde la funcién T'(t) recibe el nombre de programa de enfriamiento. De manera
tipica, una funcién con decrecimiento geométrico es utilizada. Por ejemplo, iniciando

con una temperatura 7, y permitiendo el enfriamiento hasta Ty en k pasos:

T(t) =T, (%‘)t/k . (2.27)

De forma més general, si se realiza un enfriamiento hasta la temperatura 7' al tiempo
k, para luego mantener esta temperatura constante durante el resto del proceso,

entonces:

T(t) = mix ((TO%)W , 1) . (2.28)

Como puede observarse, el algoritmo Metropolis es un caso especial del recocido
simulado en que la temperatura se mantiene fija. Por otro lado, la temperatura
inicial del programa de enfriamiento debe seleccionarse cuidadosamente. Si ésta es
muy alta, el método se aproxima a una busqueda aleatoria, mientras que cuando la

temperatura tiende a cero, el algoritmo tiende a comportarse como una busqueda
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local. Una particularidad del recocido simulado es que es un algoritmo sin memoria,

por lo que no reine informacién de los vecindarios visitados [31].



CAPITULO 3

PROBLEMAS DE ESTUDIO

En la seccion anterior se presenté el sobreajuste como una problematica comun
en los sistemas de aprendizaje automatico y estadistico, en donde el modelo no es ca-
paz de diferenciar el ruido presente en las observaciones y éste ajusta sus pardmetros
de tal forma que identifica el ruido como parte de las observaciones, atribuyéndolo
a la no-linealidad presente en el conjunto de entrenamiento y aprendiéndolo como
consecuencia. Un modelo con sobreajuste intenta aproximar una funciéon que pase
exactamente sobre las observaciones individuales en vez de buscar un patréon colec-
tivo. Como consecuencia, cuando el modelo se entrena de nuevo con un conjunto
de observaciones diferente se espera que los parametros del modelo cambien en pro-
porcién al nivel de ruido, donde nuevamente el modelo considera el ruido como una
fuente de no-linealidad diferente a la anterior. El sobreajuste conduce a una ba-
ja capacidad de prondstico en la prediccion de observaciones fuera del conjunto de

entrenamiento.

En esta tesis se consideran tres problemas de estudio para analizar el efecto que
tienen el ruido y la no-linealidad presentes en el conjunto de observaciones al aplicar
principalmente modelos de inferencia Bayesiana (los cuales serdn introducidos en el
Capitulo 4), especialmente cuando el tamano del conjunto de observaciones disminu-
ye hasta niveles criticos. El interés en analizar este efecto recae en que la estadistica
Bayesiana es preferida por encima de otras metodologias clasicas por incluir de ma-
nera automatica los elementos necesarios para regular la complejidad del modelo, lo

que reduce el riesgo de padecer sobreajuste. De aqui que una comparacion con un

32
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método que previene el sobreajuste y que ha ganado aceptacion en los ultimos anos,
como lo es el bootstrap, resulte importante. Adicionalmente, la estadistica Bayesiana
goza de una mayor utilidad cuando el tamano del conjunto de entrenamiento es pe-
queno y no es conveniente disminuir atin més su tamano destinando un subconjunto

de observaciones para validar el modelo y regular su complejidad.

Los problemas que se estudian en esta tesis provienen de diferentes areas del
conocimiento, y en dos casos corresponden con problemas de interés actual. En la
Seccion 3.1 se introduce el XOR continuo como nuestra primera prueba para la
estadistica Bayesiana. Posteriormente, en la Seccién 3.2 se presenta un problema
retador perteneciente al area de la bioquimica y la biologia molecular, como lo es la
estimacion de la afinidad en acoplamientos enzimaticos. Finalmente, en la Secciéon 3.3
se introduce un problema concerniente a la contaminaciéon ambiental, que involucra
la depositacién de metales pesados en el suelo para una regién de Jura, Suiza. Los
detalles especificos acerca de los conjuntos de entrenamiento de estos problemas se

dejan para la Seccion 5.

3.1 XOR CONTINUO

El primer problema de estudio en esta tesis se deriva del problema de la com-
puerta logica en el area de la electrémica, el cual es un dispositivo que representa
la expresion fisica de un operador booleano en la logica de la conmutacion. Bésica-
mente, se trata de una compuerta logica digital que retorna como salida un valor
de 0 6 1 (i.e., falso o verdadero, respectivamente) en base a reglas 16gicas sencillas
dado un par de atributos booleanos. La compuerta légica regresa como resultado
verdadero si y solo si uno de los atributos de entrada es verdadero. En cambio, si
ambos atributos son falsos o ambos son wverdaderos, el resultado regresado es falso.
En resumen, la compuerta légica regresa un valor verdadero si alguna de las dos

entradas es verdadera, pero no ambas.

En la version continua de este problema el resultado de la compuerta logica
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continta siendo booleano, pero su respuesta es escalada (por cuestiones numéricas)
a -0.5 y 0.5 para representar falso y wverdadero, respectivamente. Por su parte, los
atributos de entrada son ahora continuos y toman valores en el intervalo [0.1, 1]. Asi,
el problema XOR continuo consiste en la interaccién de dos atributos de entrada,
digamos 1 y xo, y el resultado que proporciona la compuerta légica. Si x1 y w9
tienen un valor mayor que 0.55, o si ambos tienen un valor menor que 0.55, entonces
la compuerta légica regresa un valor falso (y = —0.5). Por el contrario, si alguno es
mayor a 0.5 y el otro es menor a 0.5, entonces la compuerta loégica retorna un valor
verdadero (y = 0.5). En la Figura 5.2 se presenta la separacién por cuadrantes que
presupone el problema, en donde la funciéon de discriminaciéon éptima que separa

tales cuadrantes corresponde con:

y = f(—c(zy — 0.55)(xzg — 0.55)) — 0.5, (3.1)

siendo ¢ un valor infinito y f una funcién sigmoidal, tal que:

1
~ l4exp(—x)

f(x) (3.2)

El XOR continuo es un problema lo suficientemente sencillo para deducir la funcién
de discriminaciéon analiticamente, pero al mismo tiempo representa un problema
complicado de estimar para una cantidad de métodos de aprendizaje computacio-
nal, de modo que tiene la complejidad necesaria para evaluar el modelo construido
mediante las técnicas de solucién propuestas en esta tesis. Es por esta caracteristi-
ca que el XOR continuo es un problema de prueba muy conocido en el area del
aprendizaje automatico, de modo que existen muchos otros enfoques propuestos con
anterioridad para resolver este problema, como son las redes neuronales artificia-
les con un algoritmo genético como método de aprendizaje [55], una extensién del
método relief attribute evaluation [33] y las maquinas de soporte vectorial [57, 58],
por mencionar algunas. Dado que las observaciones carecen de ruido pero son discri-

minadas mediante una funcién no-lineal, nuestro interés en este problema reside en
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Figura 3.1: Cuadrantes en el plano formados en el problema XOR continuo. En
azul se presentan los pares ordenados que proporcionan un valor verdadero en la
compuerta légica, mientras que en rojo se encuentran aquellos que proporcionan un

valor falso. Las lineas punteadas indican los umbrales de separacién en cuadrantes.
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analizar la capacidad de prondstico de los diferentes métodos de solucion por el efec-
to exclusivo de la no-linealidad presente en las observaciones conforme se disminuye

el tamano del conjunto de entrenamiento.

3.2 AFINIDAD DE ACOPLAMIENTOS ENZIMATICOS

Las proteinas desempenan un papel fundamental para la vida, siendo las bio-
moléculas mas abundantes dentro de una célula [44]. Las funciones que éstas desem-
penan a menudo implican la interaccién con otras moléculas, como es el caso de su
funcién enzimética, en donde las proteinas actiian como catalizadores para modifi-
can la velocidad de una reaccién bioquimica, recibiendo el nombre de enzimas. Un
problema retador que pertenece a distintas subareas de la biologia corresponde con
la estimacién de la afinidad entre una enzima y un sustrato (i.e., la molécula que
interacciona con la enzima) en reacciones enzimaticas. La interaccién de una enzima
con un sustrato es un proceso altamente selectivo, de tal forma que la unién solo
puede existir cuando éstos son complementarios en forma, tamano, carga eléctrica y
caracterizaciéon quimica, formando un complejo tridimensional definido. Al sitio en
que se da la union se le denomina centro activo, pudiendo tener una misma enzima
diferentes sitios de interaccién. Es de especial interés enfatizar que la geometria del
centro activo de una enzima debe corresponder con la geometria del sustrato que
se une a ella, y por lo tanto, la funcién que desempena una enzima se encuentra
intimamente ligada a su forma geométrica. Asi, la afinidad que presenta una enzima
hacia un sustrato varia de acuerdo a la geometria de ambas moléculas y tiene un

impacto en su funcién bioldgica.

La afinidad es una medida de la facilidad con que una enzima y un sustrato
se acoplan, por lo que es una propiedad que aparece constantemente en el drea de
la cinética bioquimica. Un modelo ampliamente utilizado cuando la concentracién
del sustrato es mayor que la concentracién de la enzima es la cinética de Michaelis-

Menten, la cual describe la velocidad de reacciéon de un gran nimero de reacciones
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enzimaticas. La reaccién en donde la enzima E se une al sustrato S para formar el
complejo enzimatico ES, que a su vez da lugar a la formacion del producto P y a

la liberacién de la enzima esta representada por:

E+S——=FES ™ gyp, (3.3)
ko

en donde ky, ko y k3 corresponden con constantes cinéticas de velocidad de reaccién
para las diferentes subreacciones. La velocidad de formacion del producto P en el

estado estable es:

ks E][S]

T Ky + 18] B4

donde Kj; es un parametro cinético importante, conocido como la constante de
Michaelis-Menten, y es una medida relacionada estrechamente con la inversa de la
afinidad de una enzima por un sustrato. A menor valor de Kj;, mayor afinidad
tendra la enzima por el sustrato. Estimar adecuadamente la afinidad en un acopla-
miento enzimatico es un problema comun para las ramas que intersectan la quimica,

la biologia y la informatica.

Un método que recientemente ha ganado popularidad para obtener informa-
cién sobre la estructura de una proteina consiste en el uso de arreglos proteicos,
similares a los microarreglos de ADN, en donde el término arreglo hace énfasis en
un conjunto ordenado de sitios. Cada uno de estos sitios contiene un acoplamiento
enzima-sustrato diferente cuya afinidad es cuantificada mediante técnicas fluorescen-
tes. De esta forma, se tiene un conjunto de observaciones conformado por diferentes
acoplamientos enzima-sustrato y su nivel de afinidad correspondiente. Si se puede
desarrollar un modelo que sea capaz de estimar adecuadamente la afinidad de una
enzima bajo estudio por un sustrato, entonces el modelo puede ser 1til en aplica-
ciones donde se necesita inhibir la funcién de una enzima o proteina, como lo es el
diseno de farmacos, en donde se disena una molécula que tenga una afinidad mayor

que un determinado sustrato con la proteina que se desea inhibir.



cos del conjunto de observaciones utilizado en esta tesis. La altura de cada punto
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La complejidad del problema reside en que la estructura terciaria de una pro-
teina estd definida por una cantidad extraordinariamente grande de uniones débiles
entre sus aminoacidos, como lo son las fuerzas electrostatica, las fuerzas de Van
der Waals y los puentes de hidrégeno, lo que implica que la afinidad que presenta
sea dificil de estimar. En adicién a esta dificultad, los sistemas bioquimicos operan
a temperaturas relativamente altas, adicionando a las observaciones ruido térmico.
Asi, el interés en este problema consiste en analizar la capacidad de prondstico de los
métodos por el efecto combinado del ruido y de una alta no-linealidad en las obser-
vaciones conforme se disminuye el tamano del conjunto de entrenamiento. La Figura
3.2 presenta la superficie de respuesta para el conjunto de observaciones empleado
en esta tesis, el cual contiene la energia de interaccién de enzimas y sustratos selec-
cionados de entre los metabolitos de la bacteria FEscherichia coli como indicador de
la afinidad [36]. En la Figura 3.3 se muestra la energia de interaccién para diferentes
proteinas al formar complejos con los diferentes sustratos del conjunto de observa-
ciones. Ambas figuras presentan evidencia de los niveles de ruido y no-linealidad
presentes en la funcion que se espera genere el conjunto de observaciones. Otra ma-
nera de tratar este problema es ver el arreglo como una matriz de observaciones con
observaciones perdidas (que varfan en cantidad al disminuir el tamano del conjunto
de entrenamiento). Distintos enfoques han sido encontrados en la literatura para
resolver este tipo de problemas, como son la regresion lineal, la regresion no-lineal
Bayesiana [71], la descomposicién en valores singulares [34], el andlisis probabilisti-
co de componentes principales [61] y algunos modelos Bayesianos no-paramétricos
[45]. De manera especifica, en Nguyen et al. [46] se propone un modelo lineal con
un ajuste Bayesiano de sus parametros, para posteriormente estudiar los limites de
prediccién de su modelo bajo la influencia del ruido y la no-linealidad, validando su
método utilizando el mismo conjunto de entrenamiento que se aplica en esta tesis.
En Troyanskaya et al. [62] se presenta un estudio comparativo de diversos métodos

para estimar valores perdidos en observaciones provenientes de microarreglos.
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Figura 3.3: Energfa de interaccién para las proteinas (a) Ey, (b) Es, (¢) Esy (d) E4

al unirse a los diferentes sustratos.
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3.3 CONCENTRACION DE METALES PESADOS EN LA

CAPA SUPERFICIAL DEL SUELO

En la naturaleza, las propiedades fisicas, quimicas y biolégicas muestran re-
gularmente una importante heterogeneidad espacial. A pesar de esto, es posible en-
contrar patrones de distribucién en diferentes procesos naturales. En la estadistica
bésica, las herramientas surgen de operadores en el espacio de la variable aleatoria,
mientras que en las series temporales y en el ajuste por minimos cuadrados los opera-
dores se trasladan al espacio de otras variables, como son el tiempo y el espacio, bajo
la suposicién de que las observaciones son estacionarias. Desafortunadamente, en los
procesos naturales no siempre es posible realizar tal suposiciéon, motivo por el cual se
desarroll6 la geoestadistica como ciencia aplicada, la cual comprende el conjunto de
métodos, herramientas y procedimientos que se utilizan para analizar y predecir los
valores de una variable que se muestra distribuida en el espacio de forma continua,
como es el caso del muestreo ambiental. Una de las razones por las que se hacen
muestreos ambientales es para delimitar las zonas en donde existe contaminacién
por materiales potencialmente toxicos en el suelo. Un problema de contaminacion
recurrente en la actualidad corresponde con la depositacién de metales pesados, los
cuales pueden ser desechados por la industria manufacturera, por el trafico vehicular
o incluso pueden derivarse de las piedras nativas de la region. El primer paso para
determinar tales zonas es tomar muestras provenientes del suelo en diferentes ubica-
ciones y determinar la concentracién de los metales pesados. Posteriormente, estas
concentraciones son interpoladas utilizando una variedad de técnicas para estimar

el grado de contaminacién en las ubicaciones no muestreadas.

Los métodos de solucién que seran presentados en esta tesis se aplican a un
conjunto de mediciones terrestres multivariadas relacionadas con la contaminacién
del suelo por metales pesados en una region de 14.5 kilémetros cuadrados en Jura,
Suiza [22]. Las mediciones contienen la concentracién de siete metales pesados en

diferentes puntos de la superficie: cadmio, cobalto, cromo, niquel, plomo y zinc.
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Adicionalmente, se tiene informacion del tipo de roca superficial y del uso que se
la da a cada ubicaciéon muestreada. El tipo de roca corresponde con cinco posibles
opciones caracteristicas de Suiza, mientras que los posibles usos corresponden con
bosque, pradera, pastoreo y labranza. Una descripcion detallada del muestreo y las

técnicas de laboratorio empleadas para hacer las mediciones se describe en [3].

En muchas situaciones existen atributos de interés que son dificiles y costosos de
medir, por lo que se miden una pequena cantidad de éstos. La falta de informacién es
compensada con una cantidad mas abundante de mediciones indirectas que se sabe
estan correlacionadas con los atributos de interés. Esta es una problematica que
ocurre comunmente en la industria, por ejemplo, cuando para tomar una medicién
se necesita destruir una pieza fabricada. De igual forma, hay metales que necesitan de
un procedimiento econémicamente costoso para determinar su concentraciéon, como
es el caso del cobre, de modo que se prefiere estimar su concentracion mediante la
concentracion de otros metales que sean mas accesibles de medir. El problema que
aqui se plantea sigue el experimento presentado en Goovaerts et al. [22], en donde
se desea estimar (i) la concentracién de cadmio mediante la concentracién de niquel
y zine, y (ii) la concentracién de cobre mediante la concentracién de plomo, niquel
y zinc, ademas del tipo de roca superficial y del uso que se la da al suelo. Nuestro
interés en este problema se encuentra en que las concentraciones de los diferentes
metales estan correlacionadas, de tal forma que se desea aprender de un sistema
con salidas correlacionadas, lo cual representa una desventaja para los métodos que
realizan las tareas de forma secuencial al compararlos con aquellos que son capaces de
compartir informacién entre tareas [2]. Debido a esta caracteristica, en la literatura
se encuentran una gran cantidad de técnicas aplicadas a este problema, como son
los procesos Gaussianos [2], los procesos Gaussianos con multi-kernels [40], las redes
de regresién de procesos Gaussianos [66], los procesos de convolucién [2] y enfoques

no-paramétricos de covarianza cruzada [70].



CAPITULO 3. PROBLEMAS DE ESTUDIO 43

[
o
o pa—
N
°
Q o
% o o © * ° °
g °
o Q
@ ° oo ° ° o
= o
c oo o
) ° ° o _o o
o o o o
‘g) S °% o o’ °% % o
O o ° °°o 8 Qo o o
° ° ° ° @og @ o
°%,o°9 o
® o 00 f‘fot° Q,'ﬁ’ °
14 ° Sg 8 o0 °o° 8
0 ® & @ aB0Q o °
° % g 0088 % o3 ° °
o Qoo o &L o o
o ] 0
oooo:’.& ° 3°oo° % o°°
o3 % P ©
o q,°°° % °
I I I I I
10 20 30 40 50

Concentracion de niquel

Figura 3.4: Efecto de la correlacién existente entre las concentraciones de niquel y

zinc para el conjunto de observaciones bajo estudio.



CAPITULO 4

METODOS DE SOLUCION

El objetivo principal de esta tesis es aplicar métodos Bayesianos estadisticos y
de aprendizaje automatico en problemas retadores de estudio como lo son el XOR
continuo, la afinidad en acoplamientos enzimaticos y la concentracion de metales pe-
sados en la capa superficial del suelo, conforme se disminuye el tamano del conjunto
de observaciones de entrenamiento, de modo que sea posible analizar la pérdida de
precisién de tales métodos como efecto que tiene el tamano muestral, asi como el
ruido y la no-linealidad presentes en las observaciones. De igual forma, se desea ana-
lizar el desempeno de las técnicas Bayesianas en comparacion con una técnica que ha
ganado aceptacion y popularidad en los tltimos anos por ser capaz de resolver pro-
blemas en donde otros métodos han fallado: el bootstrap, una herramienta estadistica
que produce conjuntos de observaciones adicionales mediante la muestra original pa-
ra estimar la distribucion muestral de un estadistico. En este capitulo se presentan
los métodos de solucién. En la Seccién 4.1 se introducen las redes neuronales arti-
ficiales como modelos paramétricos de aproximacion, cuya modelacion paramétrica
sirve de motivacion para introducir los procesos Gaussianos en la Seccion 4.2. Pos-
teriormente, en la Seccién 4.3 se presentan las mezclas infinitas de Gaussianas, para
finalizar con una descripcién del bootstrap en la Seccion 4.4. En el Apéndice A se
presenta una descripcion acerca de la implementacién computacional de los méto-
dos Bayesianos aqui descritos. Esta referencia es particularmente til para ilustrar
el método de mezclas infinitas de Gaussianas, ya que no hay ningin paquete que

cuente con esta implementacion hasta donde nosotros sabemos.

44
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4.1 REDES NEURONALES ARTIFICIALES

En anos recientes se ha visto un gran nimero de avances en el desarrollo de los
sistemas inteligentes, algunos inspirados por las redes neuronales biologicas. De entre
los aportes més estudiados se encuentran las redes neuronales artificiales. Investiga-
dores de diferentes areas del conocimiento disenan redes neuronales artificiales para
resolver una amplia gama de problemas que abarcan disciplinas como el reconoci-
miento de patrones, la psicologia cognitiva y el control automatico, asi como labores
de prediccién, de optimizacién y de memoria asociativa [51]. A pesar de que se han
propuesto soluciones convencionales que funcionan adecuadamente para situaciones
restringidas de estos problemas, ninguna de ellas es lo suficientemente flexible para
desempenar su labor fuera del dominio para el que fueron disenadas [25]. Las redes
neuronales artificiales son una alternativa flexible e inteligente que pueden beneficiar
un gran numero de aplicaciones, debido principalmente a que poseen la habilidad
de aprender ciertas propiedades de un conjunto de observaciones, por lo que pare-
cen funcionar extremadamente bien incluso para problemas en donde los métodos

estadisticos convencionales fallan [25].

Las redes neuronales artificiales, o simplemente redes neuronales para los fines
de esta tesis, fueron originalmente motivadas por un interés en imitar algunos de
los métodos de procesamiento encontrados en el cerebro organico. El cerebro es
un computador paralelo altamente complejo y no-lineal que tiene la habilidad de
organizar sus constituyentes estructurales, conocidos como neuronas, de tal forma
que son capaces de realizar ciertos calculos de forma mas rapida que la computadora
mas veloz construida hasta el momento. A la union intercelular entre dos neuronas
se le conoce como sinapsis, y es el medio por el cual se lleva a cabo la transmision de
informacion, mediante impulsos nerviosos. Asi como el cerebro es capaz de efectuar
tareas de diversa complejidad, las redes neuronales han demostrado ser capaces de
resolver problemas complejos de diferente indole [51]. Antes de continuar con las

propiedades de las redes neuronales y de como éstas son capaces de aprender de un



CAPITULO 4. METODOS DE SOLUCION 46

conjunto de observaciones, es conveniente definir lo que es una red neuronal.

Una red neuronal es un conjunto de neuronas artificiales interconectadas entre
si, las cuales funcionan como procesadores independientes que regresan una funcién
acotada de su salida total [54]. Tales neuronas estdn acomodadas en capas, de las
cuales se distinguen tres tipos: la capa de entrada, la capa de salida y una o varias
capas ocultas. El resto de esta seccion se dedica a introducir la arquitectura de las
redes neuronales (Seccién 4.1.1), la forma en que éstas computan su salida (Seccién
4.1.2), la manera en que el aprendizaje se lleva a cabo (Seccién 4.1.3) y el muestreo
aleatorio que da como resultado el valor esperado a la salida de la red para un

conjunto de observaciones (Seccién 4.1.4).

4.1.1 ARQUITECTURA DE UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL

La aplicacion de las redes neuronales en problemas de aproximacién de fun-
ciones e inferencia es un enfoque paramétrico [37]. Esto implica que se hace la su-
posicién de que existe una funcién no-lineal, digamos yi(x), que estd detrds del

N |, donde k € {1,...,u} y corres-

conjunto de observaciones y objetivos {x,, t"
ponde con la dimensionalidad de los objetivos en t,. En esta nomenclatura x,, re-

presenta el vector formado por el conjunto de atributos de la observacién n, de tal

1

L. ,22)T. De manera semejante, t, corresponde con el vector

modo que x, = (z
formado por el conjunto de objetivos de la misma observacién n, de tal forma que
t, = (t1,...t“)T. Cada funcién desconocida y(x) es parametrizada por medio de
los pardmetros wy, conocidos como pesos en la literatura de las redes neuronales, y
los cuales estan intimamente relacionadas con la intensidad de la conexién sinaptica

de una neurona bioldgica. La capacidad de aprendizaje de una red neuronal consiste

en aproximar yx(x) por medio de la funcién parametrizada yy(x; wy).

En la Figura 4.1 se muestra la estructura de una red neuronal tipo prealimen-
tacion con una unica capa oculta. El término prealimentacién implica un tipo de red

neuronal en que las conexiones sinapticas estan dirigidas de las entradas a las salidas
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de la red, es decir, la informacion fluye siempre de la capa de entrada a la capa de
salida. Al tamano de la red neuronal se le denomina arquitectura, y comprende la
cantidad de capas ocultas que contiene, ademas de la cantidad de neuronas en cada
una de estas capas. Las redes neuronales monocapa (i.e., con una unica capa oculta)
son las méds comunmente encontradas en literatura [37], y son las que se utilizan en
esta tesis como método de solucion. La arquitectura de una red neuronal varia de
acuerdo al conjunto de observaciones del que se quiere aprender. El tamano de la
capa de entrada depende completamente de la dimensionalidad, p, de las observa-
ciones (o atributos), @,. De igual manera, el tamano de la capa de salida depende
exclusivamente de la dimensionalidad, u, de los objetivos, t,. Cada neurona en la
capa de salida tiene asociado un peso del conjunto {w’yf}};zl (en rojo en la Figura
4.1). La capa oculta, por su parte, es interna a la red y no tiene contacto directo
con el exterior. El tamano de esta capa no esta en funcion de las observaciones ni
restringido de forma alguna, sino que por el contrario, conforme el tamano de esta
capa aumenta (o conforme se adicionan capas ocultas a la arquitectura) se confiere
habilidad a la red neuronal para extraer propiedades estadisticas de mayor orden
del sistema bajo estudio. Asumiendo una arquitectura con una unica capa oculta y
q unidades de procesamiento, cada neurona en esta capa tiene asociado un peso del
conjunto {wfl}?:l (en en la Figura 4.1). Ademés, cada conexidn sindptica entre
las neuronas de la capa de entrada y las neuronas de la capa oculta tiene asociada
un peso del conjunto {w}, en donde ij = {1,...,p- ¢} (en azul en la Figura 4.1).
De manera semejante, cada conexién sinaptica entre las neuronas de la capa oculta
y las neuronas de la capa de salida tiene asociada un peso del conjunto {w{fé}, en

donde jk ={1,...,q-u} (en magenta en la Figura 4.1).

A pesar de que al aumentar el tamano de la capa oculta la red neuronal ad-
quiere habilidad para extraer propiedades estadisticas de mayor orden, Neal [42]
ha demostrado que existe un limite en el cual las propiedades estadisticas de las
funciones generadas al aleatorizar los pesos de una red neuronal son independien-
tes del nimero de unidades ocultas, de modo que la complejidad de las funciones

parametrizadas se vuelve independiente del nimero de parametros en el modelo.
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capa de entrada  capa oculta capa de salida

Figura 4.1: Estructura de una red neuronal tipo prealimentacién con una tnica capa
oculta. En y rojo se muestran los pesos relacionados con la capa oculta y la
capa de salida, respectivamente, mientras que en azul y magenta se presentan los
pesos asociados a las conexiones sinapticas entre las capas entrada-oculta y oculta-

salida, respectivamente.
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Consecuencias mas profundas de estas observaciones seran analizadas en la Seccion
4.2, cuando se introduzcan los procesos Gaussianos como métodos de solucion. Por
lo pronto, basta comprender que al aumentar la cantidad de neuronas en la capa
oculta por encima de un cierto limite, el cual estd en funcién tanto de la compleji-
dad del problema como de la cantidad y calidad de las observaciones disponibles, la

capacidad de inferencia de la red neuronal se mantiene aproximadamente constante.

4.1.2 SALIDA EMITIDA POR UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL

La forma en que la informacién es recibida, procesada y transmitida entre las
diferentes capas de neuronas para evaluar la salida de la red neuronal, suponiendo
que se conocen los pesos w, se detalla a continuacién. Dada la observacion n, las
neuronas de entrada se encargan de recibir el valor numérico de los p atributos en
x, para posteriormente transmitir esta informacion inalterada a las neuronas en la
capa oculta utilizando las conexiones sinapticas que las unen. La informacion que
la neurona €' en la capa de entrada recibe y que posteriormente transmite a las

neuronas en la capa oculta corresponde con la observacién asociada a ella:

Ctransmisién — 6mcepcién =T, Vi€ {17 te ’p} (41>

Por su parte, cada neurona en la capa oculta recibe informacién de todas las neuronas
en la capa anterior por medio de sus conexiones sinapticas. Dado que cada conexion
sinaptica tiene un peso asociado, wi],‘l, la informacién total que recibe la neurona h’
en la capa oculta es una suma ponderada de la informacion que recibe por medio de

sus conexiones sinapticas. Esto es,

p p
j _ Z ij i _ Z ijo i -
hrecepcién - Wep, * Ctransmision — Wep, * Ty vj S {]-7 cey Q} (42)
=1 =1

Ahora es necesario introducir una nueva propiedad de los sistemas artificiales y su

analogia con el sistema biolégico. Una neurona bioldgica puede estar activa o inacti-
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va, es decir, puede estar o no excitada, lo que implica que tiene asociado un estado de
activacién. Las neuronas artificiales también tienen estados de activacién asociados.
Algunas tienen solamente un estado de activacion binario, como las neuronas bioldgi-
cas, pero otras pueden tomar cualquier valor dentro de un conjunto determinado [25].
Se denomina funcién de activacién [69], ¢(-), a la funcién encargada de evaluar el es-
tado de actividad de una neurona artificial, transformando la entrada de tal neurona
en un estado de activacién. Para esta tesis se utiliza la tangente hiperbdlica como
funcién de activacién (ec. 4.3), pues ademés de ser una de las funciones de activacién
mas conocidas y estudiadas, el proceso de convergencia se realiza mas rapidamente
en comparacién con otras funciones de activacién [69]. Como resultado, los estados
de activacién de una neurona estan comprendidos dentro del intervalo [—1,1], tal y
como se muestra en la Figura 4.2. El valor de g en (4.3) indica la pendiente de la

funcién de activacion, como también puede observarse en la Figura 4.2.

o(z) = tanh(g - z). (4.3)

Ademas de la funcién de activacion, al modelo de una red neuronal se suelen anadir
algunas neuronas mas, denominadas bias. Este tipo de neuronas siempre emiten el
valor unitario y estan conectadas con todas las neuronas de la capa siguiente. La
funcion de estas neuronas en las redes neuronales es importante, puesto que general-
mente no se conocen los aspectos internos del sistema del que se quiere aprender. Sin
importar la arquitectura de la red neuronal, algunas funciones no pueden aprenderse
sin el uso de neuronas tipo bias. Considérese, por ejemplo, el caso en que todas las
variables de entrada tienen un valor de cero. Sin la existencia de las neuronas tipo
bias, la inica salida posible de la red neuronal es cero, ya que ¢(0) = 0. Sin embargo,
anadiendo el peso w de una neurona tipo bias, la salida de la red neuronal puede
ser facilmente escalada al valor objetivo, ya que ¢(0 4 w) # 0. Asi, a la informacién
que recibe la neurona k en la capa oculta se le adiciona un peso, w{t (en en
la Figura 4.1), que simula el comportamiento de estas neuronas tipo bias. Posterior-

mente se aplica la funcién de activaciéon para determinar el estado de activacién de
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Figura 4.2: Funcién de activacién tangente hiperbdlica. En verde el caso en que

g = 0.05, en rojo g = 0.2, en azul g = 0.5, en magenta g = 1.0 y en gris g = 5.0.
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la neurona. La informacién que la neurona A’ transmite a la capa de salida es:

p

h{ransmisién = tanh Z wzjh ’ x; + ’LU?Z vj (44)
i=1

De manera semejante, cada neurona en la capa de salida recibe informacion de todas

las neuronas en la capa anterior por medio de sus conexiones sinapticas. Como cada

conexion sinaptica tiene asociada un peso, wf;];, la informacién que recibe la neurona

y* en la capa de salida es una suma ponderada de la informacién que recibe por

medio de sus conexiones sinapticas. Es decir,

q
e .
yfecepcic’)n = Z w?ly ’ zransmisién Vk € {17 s 7u}' (45)
j=1

Finalmente, cada una de las neuronas en la capa de salida computan su valor de
salida. A la informacién ponderada que la neurona y* recibe por medio de sus cone-
xiones sindpticas se le adiciona el peso w} (en rojo en la Figura 4.1), equivalente a

la neurona tipo bias:

q
k _ § Jk J k
Ytransmision — why " “transmisién + wy Vk. (46>
j=1

La informacién que transmiten las neuronas en la capa de salida corresponde con
la salida de la red neuronal, de tal forma que (4.6) es equivalente al resultado de
la funcién parametrizada y}(x,; wy), en donde wy, indica el vector formado por los
pesos que son parte del modelo para la neurona de salida 3*, es decir, todos los pesos
con excepcion de aquellos en la capa de salida que son diferentes a k. Tal conjunto

corresponde con:

o 1 yoli] 1 q 1 qu k\T
Wy, = (Weps - -, Wep, Wy -, W, Wy - - ,why,wy) (4.7)

Agrupando las ecuaciones de la red neuronal desarrolladas hasta el momento

para la observacion n, la parametrizacién que se hace sobre la funcién yj(x,) es:
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+wk Yk n. (4.8)

Y

q P
n . _ gk ij i J
Yp(Ty; wi) = E w,, - tanh [ E we, - Ty, Wy,
j=1 i=1

De esta forma, y}'(x,;ws) en (4.8) corresponde con la aproximaciéon paramétrica
del objetivo t*. Es importante mencionar que la aplicaciéon de las redes neuronales
artificiales como métodos paramétricos de aproximaciéon de funciones se encuentra

respaldada por el teorema de aproximacién universal (Teorema 4.1).

TEOREMA 4.1 (TEOREMA DE APROXIMACION UNIVERSAL) Las redes neuronales
artificiales tipo prealimentacion con una funcion de activacion arbitraria, una unica
capa oculta y un numero finito de neuronas en tal capa fungen como aproxrimadores

universales para un subconjunto compacto en R"™.

4.1.3 APRENDIZAJE DE UNA RED NEURONAL ARTIFICIAL

Una vez que se ha decidido la arquitectura de la red neuronal se procede a inferir
las funciones parametrizadas yx(x; wy) mediante la inferencia de los pesos, wy, [42].
Hasta ahora se ha hablado acerca de cémo evaluar la salida de una red neuronal
cuando se conocen sus pesos, los cuales se adaptan al conjunto de observaciones
mediante una funcién de aprendizaje [25]. De esta manera, la funcién de aprendizaje
define la forma en que los pesos de una red neuronal varian con respecto al tiempo.
En el caso de una red neuronal para aprendizaje supervisado (i.e., cuando el conjunto
de observaciones tiene variables de salida definidas) la funcién de aprendizaje debe
incluir una funcién de costo que cuantifique la diferencia de las salidas de la red

neuronal con respecto a los objetivos del conjunto de observaciones [37].

Desde un punto de vista frecuentista, el método de entrenamiento méas conocido
para determinar el conjunto de pesos 6ptimo es el algoritmo de retropropagacién
[26]. Por otro lado, desde un punto de vista Bayesiano, lo que se desea es estimar
la distribucién probabilistica de los pesos dadas las observaciones [42]. Si se asume

que cada elemento en t* = (t¥ ... #k)T difiere del elemento correspondiente en
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Y. (X v;wy) = [yi(x1; wi), ...,y (xx; wy,)]T por un ruido aditivo de varianza o2,

t" =y, (X n;wi) + N(0,0°Iy) vk, (4.9)

donde Iy representa la matriz identidad de tamafio (N x V), entonces la distribucién
condicional de las observaciones dados los pesos sigue también una distribucion Gaus-
siana. Sean X y el conjunto formado por las N observaciones, tal que X x = {x,}_,
y T’y el conjunto formado por los N objetivos, de modo que Ty = {t,}2_,, entonces
la distribucion de probabilidad de los objetivos dados los pesos y las observaciones

viene dada por:

p(Tylw, Xy) = HN(yk(XN§wk)a(73[N) (4.10)

Este término representa la probabilidad de obtener los objetivos en T’y dados los
pesos w. A su vez, la distribucion a priori seleccionada para los pesos en esta tesis

es uniforme con dominio [—1, 1]. Es decir,

plw) ~ U1, 1]. (4.12)

De acuerdo al teorema de Bayes (Teorema 2.1), la distribucién a priori de los pesos
y su verosimilitud (i.e., la distribucién de los objetivos dados los pesos y las obser-
vaciones) se combinan para estimar la distribucién posterior de los pesos dadas las

observaciones. Es decir,

p(Tx|w, X n)p(w)

w| Xy, Ty) =
p( ‘ N N) p(TN|XN)

(4.13)

Si la dependencia de y(z; w) = (yi(z; wy), . . ., yu(z; w,))T en w es no-lineal, enton-

ces generalmente la distribucién posterior p(w|X n, T x) no sigue una distribucién
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Gaussiana. Dado que tanto la densidad de probabilidad de una distribucién unifor-
me como la constante de normalizacién en (4.13) permanecen constantes en todo el
dominio de los pesos, la distribucion posterior de los pesos dadas las observaciones

es proporcional a la funcién de verosimilitud desarrollada en (4.11):

p(’lﬂ‘XN,TN) OCp(TN|’LU,XN) (414)

Adicionalmente, se suele adoptar la funcién logaritmica de la distribucién posterior
como funcion de aprendizaje, debido a cuestiones numéricas relacionadas con el

muestreo aleatorio. La funcién logaritmica de (4.14) es:

u

N
2 N
Inp(w| Xy, T n — — In(27a?). 4.15
p( ’ N> N O' Z yk r ,’I,Ukﬂ 9 1’1( 71—0—1)) ( )
U n=1 k=1
Esta funcién logaritmica representa la funcion de aprendizaje de nuestra implemen-
taciéon de una red neuronal propuesta como método de soluciéon. A esta funcién se

le conoce en la literatura como funcién logposterior [42].

4.1.4 MUESTREO DE LOS PESOS DE UNA RED NEURONAL

En inferencia Bayesiana para una red neuronal, los dos puntos clave para reali-
zar inferencia son el desarrollo de un modelo probabilista para los pesos y el muestreo
de esta distribucién de probabilidad para realizar inferencias dadas las observaciones
disponibles [37]. Habiendo definido el modelo probabilista, el cual consiste en la dis-
tribucién de los pesos dadas las observaciones en (4.14), las predicciones se realizan
haciendo una marginalizaciéon de éste con respecto a los pesos. Sea x; una obser-
vacion para la cual se desea inferir los objetivos ¢y, tal marginalizaciéon corresponde

con:

p(tf|mfaXN7TN) = /p(tf|wamf)p<w|XNaTN)dw' (4.16)
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A la observaciéon x; sobre la que se desea hacer inferencia se le denomina observa-
cién de prueba. En esta tesis se aplica el muestreo de Gibbs con paso Metréopolis
descrito en la Seccion 2.2.2 para generar muestras de la distribuciéon posterior de
los pesos y evaluar asi la marginalizacién en (4.16) mediante integracién numérica
[37]. Utilizando el muestreo de Gibbs con paso Metropolis se generan M muestras
{w!,...,wM} de los pesos, con la intencién de que éstas provengan de la distri-
bucién posterior p(w|X n, T ) en (4.14), muestreando de su distribucién posterior
logaritmica, In p(w|X n, T n), en (4.15). Utilizando las muestras generadas, la apro-

ximacion numérica a la marginalizacion en (4.16) estd dada por:

M
1 m
ptrles, Xy, Ty) = MZ p(tslw™, xy). (4.17)

m=1

Mediante esta aproximacion se evalia numéricamente la integral relativa a la mar-
ginalizacién. Un enfoque semejante es utilizar las muestras {w?, ..., w?} obtenidas
mediante el muestreo de Gibbs con paso Metrépolis para evaluar M salidas de la
red neuronal. De esta forma, la prediccién para el valor del objetivo ¢; corresponde

con el valor esperado a la salida de la red neuronal dada la observacion x;:

M
1
(tslxys) = Z y/ (s w™). (4.18)
m:l

En la siguiente seccién se presenta otra perspectiva del desarrollo de un enfoque
paramétrico y se retoman los resultados obtenidos por Neal [42] al aumentar el
tamano de la capa oculta de una red neuronal, lo que sirve como motivacién para

introducir los procesos Gaussianos como métodos de solucién.

4.2 PROCESOS (GAUSSIANOS

En la Seccién 4.1 se describié la implementacién basada en redes neuronales

artificiales como uno de los métodos de solucion aplicados en esta tesis. Las redes
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neuronales son técnicas adaptivas de aprendizaje computacional cuya aplicacion en
problemas complejos de diferentes dreas del conocimiento ha derivado en resultados
satisfactorios que han sido reportado en la literatura [51], por lo cual se han selec-
cionado como uno de los métodos de solucién en esta tesis. A su vez, la aplicacién
de las redes neuronales artificiales para aproximar funciones y como herramientas de
inferencia se encuentra respaldada por el teorema de aproximacién universal (Teore-
ma 4.1). Sin embargo, Neal [42] ha demostrado que en el limite cuando el tamatio de
la red neuronal tiende a infinito, esto es, cuando el nimero de neuronas en la capa
oculta tiende a infinito, la distribucién a priori sobre funciones no-lineales implicada
por las redes neuronales con aprendizaje Bayesiano cae dentro de la clase de distri-
buciones de probabilidad conocida como procesos Gaussianos. Las observaciones de
Neal han motivado la idea de descartar el uso de las redes parametrizadas y trabajar

directamente con procesos Gaussianos.

El concepto detras de las redes neuronales consiste en suponer que existe una
funcién no-lineal y(x) que estd detras del conjunto de observaciones de entrena-
miento {x,, "}V . Esta funcién es aproximada mediante una funcién parametriza-
da por los pesos wy, de la red neuronal, yy(x; wy). De acuerdo a (4.13), para inferir
futuros valores de la variable de salida (i.e., futuros valores de *) sélo importan
la distribucion a priori de los pesos y el modelo que se asume para el ruido en las
observaciones (i.e., la verosimilitud de los pesos dadas las observaciones). La idea
detrds del modelamiento con procesos Gaussianos es insertar una distribucion a prio-
ri directamente en el espacio de funciones, sin parametrizar yy(x). La distribucién a
priori mas sencilla sobre el espacio de funciones corresponde con un proceso Gaus-
siano. El resto de esta seccion se dedica a relacionar los procesos Gaussianos con
un enfoque paramétrico (Seccién 4.2.1), para posteriormente introducir de manera
formal los procesos Gaussianos (Seccion 4.2.2), su generalizacién como modelo de
prediccion (Seccién 4.2.3), la definicién de su funcién de covarianza (Seccién 4.2.4)

y la forma en que el aprendizaje se lleva a cabo (Seccién 4.2.5).
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4.2.1 DE UN MODELO PARAMETRICO A UN PROCESO (GAUSSIANO

Como se menciond al inicio de esta seccion, al aplicar una aproximacion pa-
ramétrica a un problema de inferencia se expresa la funcién desconocida que se desea
estimar, yx(x), en términos de una funcién no-lineal parametrizada por los pardme-
tros wy, yx(x; wy). En el caso de las redes neuronales estos pardmetros corresponden
con los pesos. Dado que toda funcién continua en el espacio de funciones puede ser
representada como una combinacién lineal de funciones base [37], es posible utili-

zar una serie de funciones base, digamos {7"(x)}_,, como modelo de aproximacién

para y(x; wy):

ye(z;wy) = > wpr'(w) k. (4.19)

Si las funciones base son funciones no-lineales de x, entonces yi(x; wy) es una fun-
cién no-lineal de @. Suponiendo que se ha seleccionado la parametrizaciéon a efectuar
(e.g., la topologia de una red neuronal) se procede a inferir las funciones en y(x; w)
mediante la inferencia de los parametros w, utilizando la distribucién posterior de
los parametros dadas las observaciones, desarrollada en (4.13). Como se mencioné en
la Seccién 4.1.3, si la funcién yi(x; wi) depende de los pardmetros wy en forma no-
lineal, entonces generalmente la distribuciéon posterior no es una distribucién Gaus-
siana. El enfoque empleado en esta tesis para sobrellevar tal inconveniente al aplicar
redes neuronales es utilizar un método tipo Monte Carlo para generar muestras que
provengan de la distribucién posterior p(w|X y, T ) y evaluar numéricamente la

integral presente en la marginalizacién de los pardmetros (ec. 4.16).

Ahora bien, si se emplean H funciones base como método de aproximacién para
yr(x; wy) y éstas son evaluadas en cada una de las N observaciones del conjunto de
entrenamiento X y, entonces es posible crear una matriz R de dimensién (N x H) que
contenga los valores de las H funciones base al ser evaluadas en las N observaciones

del conjunto de entrenamiento. Asi, el elemento R de tal matriz corresponde con la
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evaluacién de la funcién base 7" en la observacién x,,. Es decir,

R!' = 7"(x,) Vh,n. (4.20)

n

Sea y,. un vector que represente los valores de la k-ésima funcién desconocida evalua-
da en las N observaciones, tal que y, = (yi(x1;wy), ..., ¥ (xn;wy))T, es posible
desarrollar cada funcién de este vector utilizando la combinacién lineal de las H

funciones base:

Uk = Up (s wi) = > Rhwp  Vk,n. (4.21)

H
h=1

Si se asume que la distribucién a priori de los parametros w sigue una distribucion

2

w?

Gaussiana con media cero y varianza o

p(w) = N(0,021,), (4.22)

entonces el vector de valores de la funcién desconocida y,,, siendo una funcion lineal

de los pardmetros w, sigue también una distribucién Gaussiana con media cero,

p(yk) = N(07 Q) Vkv (423>

donde @ representa la matriz de covarianza del vector y,, e I, en (4.22) corresponde
con la matriz identidad del mismo tamano que el vector de parametros w. Aprove-
chando el hecho que y, = Rwj, como se defini6 en (4.21), el valor esperado de y,

€es:

(y,) = (Rwy) = R{wy) Yk, (4.24)

y por tanto, la matriz de covarianza @ puede definirse como:
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Q = (yyi) = (Rwyw; R") = R{wywp)R" (4.25)
=02RR", (4.26)

de acuerdo a la suposicién hecha en (4.22) sobre la distribucién a priori de w. De

esta forma, la distribucién a priori del vector y,. en (4.23) puede reescribirse como:

p(y,) =N(0,02RR")  Vk. (4.27)

4.2.2 1.LOS PROCESOS GAUSSIANOS COMO MODELOS ESTOCASTICOS

El resultado presentado en (4.27) indica que el vector que contiene las N eva-
luaciones de las funciones base sigue una distribucién Gaussiana [37]. Esto es cierto
para cualquier conjunto de observaciones X y, y corresponde con la definiciéon de un

proceso Gaussiano (Definicién 4.2).

DEFINICION 4.2 La distribucion de probabilidad de una funcion yi(x) es un proceso
Gaussiano si, para una Seleccion finita de observaciones xq,...,xy, la densidad

p(yk(x1), ..., ye(xN)) €s una distribucion Gaussiana.

Asi, un proceso Gaussiano consiste en una distribucion de probabilidad sobre fun-
ciones. Si se asume que cada elemento en t* = (tf ... tk)T difiere del elemento
correspondiente en y, por un ruido aditivo Gaussiano de varianza o2 [37], entonces

los objetivos ¥ tienen también una distribucién a priori Gaussiana:

p(t") =N(0,Q + o2 Iy)  Vk. (4.28)

Si se define una matriz C' que represente la matriz de covarianza de los N objetivos

en (4.28), entonces:



CAPITULO 4. METODOS DE SOLUCION 61

C=(Q+7c’Iy)=0’RR" +5°Iy. (4.29)

Este resultado permite analizar una nueva perspectiva para el problema de interpo-
lacién. En vez de especificar una distribuciéon a priori para las funciones en términos
de funciones base y de introducir distribuciones a priori en los parametros, se puede
hacer uso de una funcién de covarianza [37]. Asi, dada una funcién de covarian-
za C(x,, x,) valida es posible redefinir @ en (4.28), donde cada elemento de esta

matriz se define como:

an/ = C(mna wn’) ‘v’n, n/, (430)

en donde los subindices n y n’ representan el par de observaciones en que se evalia
la funcién de covarianza, pudiendo darse el caso n = n’. Bajo la suposicién de que
y,, difiere de #* por un ruido aditivo Gaussiano de varianza o2, cada elemento de la

matriz de covarianza C se determina mediante:

Cnn’ = an’ + 0-11267“1’ = C(iL‘n, il?n/) + 0'1,2(5””/ VTL, n', (431)

donde ¢, representa una delta de Dirac.

Del mismo modo en que la distribucién Gaussiana multivariada estda comple-
tamente definida por un vector de medias, p, y una matriz de covarianza, 3, un
proceso Gaussiano esta completamente definido por una funciéon de media, que a lo
largo de esta tesis se define como la funcién cero, y la seleccién de una funcion para
formar la matriz de covarianza C en (4.29) [42]. De esta forma, tomar una muestra
de un proceso Gaussiano implica muestrear una funcién aleatoria con distribucién
GP(0,C), donde GP indica un proceso Gaussiano. Los procesos Gaussianos prome-
dian entonces sobre todas las posibles funciones aleatorias que pueden representar
las observaciones. Por su parte, la distribucién a priori de los N objetivos en t* es

Gaussiana con matriz de covarianza C,
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p(t*) = N(0,C) = 1 {_ tHre't*

-_ VEk. 4.32
amy el P 2 } (4.32)

Esto indica que definiendo una funcién wvdlida de covarianza y utilizandola para
formar C se puede realizar inferencia sobre un nuevo objetivo t’} dado el vector
observado t*. La validez de la funcién de covarianza es un tema que se trata en la

Seccion 4.2.4.

4.2.3 LOS PROCESOS (GAUSSIANOS COMO MODELOS DE

PREDICCION

Sea &y una observacion de prueba para la cual se desean inferir los objetivos t;.
Una vez que se ha formado la matriz de covarianza C' definida en (4.29) es posible
inferir el objetivo t'} dados los objetivos de entrenamiento t* mediante la densidad
conjunta p(t%, ) [53]. De acuerdo a la definicién de un proceso Gaussiano (Definicién
4.2), esta densidad de probabilidad conjunta sigue una distribucién Gaussiana con

media cero y matriz de covarianza C'g:

donde C7 es la matriz de covarianza del vector th = (t§, ... tk t’})T, con dimensién
(N +1) x (N 41). Asi, la distribucién condicional de interés p(t%[t*) tiene también
una distribucién Gaussiana [53]. Si se definen submatrices en Cr de tal forma que
C'y sea la matriz de covarianza evaluada en las observaciones Xy, tal que Cy =
C(X n, X n); que by sea el vector de covarianza evaluada tanto en las observaciones
Xy como en la observacién de prueba xy, tal que by = C(X y,f); ¥y que vy sea
la covarianza evaluada en la observacion de prueba xy, tal que v; = C(xy, xy),

entonces C'r puede reescribirse como:
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[Cn] [b1]
[C F} = ; (4.34)
[B:]" [oi]
y la distribucién condicional de interés es:
erghy _ PG ) (th)"Cr'th

A pesar de que es posible evaluar tanto la media como la varianza de la distri-
bucién posterior de t’} por la inversién directa de C'r en la ecuacion (4.35), la com-
plejidad computacional de tal inversién es (N + 1)3, por lo que este procedimiento
se vuelve computacionalmente costoso conforme crece el tamano del conjunto de ob-
servaciones X y y conforme se tienen mas observaciones de prueba. Para evitar esto,
McKay [37] sugiere utilizar las ecuaciones de particiones inversas [6] para reescribir
Cr en términos de la matriz de covarianza de las N observaciones, C'y. Utilizando

esta técnica, se reescribe la inversa de la matriz de covarianza en (4.34) como:

[B]  [b2]
[C7F]l== ; (4.36)
[Ba]" [v2]
donde:
vy = (v —blCy'b), (4.37)
b, = —u,Cy'by, (4.38)
B = (7;?-+—5;[b2b§}. (4.39)

Aplicando estas ecuaciones en la distribucién posterior desarrollada en (4.33) se
obtiene una formulacién para evaluar la densidad condicional p(t%, t*) en funcién de

la inversa de la matriz de covarianza de los datos de entrenamiento Cly:
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p(th[tF) = N(t/, Spk) Yk, (4.40)
en donde:

tF = blCH't Vi, (4.41)

Mg = v — bl Cy'by  Vk. (4.42)

De esta forma, el valor esperado del objetivo t]; dada la observaciéon x; esta dada
por ?f’“, mientras que E%fk define el margen potencial de error de esta prediccién, por
lo que es posible cuantificar la precisién del valor inferido [42]. Esto representa una
ventaja al utilizar procesos Gaussianos en problemas de inferencia, por encima de
un enfoque paramétrico como lo son las redes neuronales. Es importante notar que
no es necesario invertir la matriz Cr para hacer predicciones en xy, sélo Cy. Asi,
los procesos Gaussianos permiten la implementacién de un modelo con un nimero
H de funciones base mas grande que el nimero de datos N, siendo la complejidad
computacional de orden N3, independientemente del valor de H y del tamafo del

conjunto de prueba.

En la Figura 4.3 se muestra la prediccion de un conjunto de observaciones me-
diante el entrenamiento de un proceso Gaussiano'. Una de las ventajas de modelar
con procesos Gaussianos es la posibilidad de cuantificar el error en cada punto pro-
nosticado, como se observa en 4.3b. A pesar de que existe ruido en las observaciones,
conforme aumenta la concentracién de puntos de entrenamiento dentro de un in-
tervalo la variabilidad de las predicciones dentro del mismo disminuye, ocasionando
una disminucién en el error de prediccién, como sucede cuando x = 20 (z aparece
renombrado como pl en esta figura). Sin embargo, cuando se tiene una concentra-

cién baja de puntos de entrenamiento el efecto que produce el ruido impide que el

'El entrenamiento de este proceso Gaussiano se realizé utilizando el paquete mlegp del proyecto

R Statistical Software [50], debido a la facilidad que ofrece para graficar los resultados
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(a) Conjunto de observaciones. (b) Prediccién del proceso Gaussiano.

Figura 4.3: Prediccién de un proceso Gaussiano entrenado con un conjunto trivial de
observaciones, en donde f(z) corresponde con la funcién polinomial de sexto orden
f(x) =1151 — 10z + 22 + 7.2 x 10732% — 1.5 x 107321 — 4 x 107972° + 4 x 1079725
con un ruido aditivo normal estdndar, N'(0,1). En (a) se presenta el conjunto de
observaciones, mientras que (b) muestra en azul la prediccién del proceso Gaussiano
con la funcién exponencial cuadrada como funcién de covarianza. Las lineas en rojo
representan el margen potencial de error de la prediccién, y la linea en negro la

posicién de las observaciones del conjunto de entrenamiento.
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modelo estime adecuadamente la funcién detréas de las observaciones, lo que produce
un incremento en el error de predicciéon del modelo, como puede observarse cuando

x ~ —bH y cuando x = 50.

4.2.4 LA FUNCION DE COVARIANZA COMO COMPONENTE DE LOS

PROCESOS (GAUSSIANOS

Como se ha visto hasta el momento, las predicciones hechas a través de los pro-
cesos Gaussianos en esta tesis dependen completamente de la matriz de covarianza
C. En los inicios de esta seccién se precisé que era necesario definir una funcién
de covarianza vdlida para construir una matriz de covarianza capaz de realizar pre-
dicciones. La tunica restriccién en la seleccién de esta funcién de covarianza es que
debe generar una matriz de covarianza no-negativa definida para cualquier conjunto
de puntos {x, }_,. Para una explicacién detallada y concisa de lo que se considera
una funcién de covarianza vélida véase [37]. Existen dos tipos de funciones de co-
varianza que son cominmente aplicadas en la literatura de los procesos Gaussianos:
las estacionarias y las no-estacionarias. Las funciones de covarianza estacionarias
estan unicamente en funcién de la distancia entre observaciones, sin tomar en cuen-
ta algin tipo de patrén periddico en las observaciones. La ideologia detras de este
tipo de funciones de covarianza implica que las observaciones que son semejantes a
una observacion bajo analisis proporcionan informacién acerca de la inferencia para
tal observacién. Un ejemplo ilustrativo de esta situacion corresponde con la esti-
macion de la afinidad en acoplamientos enzimaticos: al analizar la interaccion entre
una enzima y un sustrato, el resto de las interacciones entre enzimas y sustratos
semejantes aportaran informacion acerca de la energia de interaccion del par bajo
estudio, dada la gran selectividad que tienen los sitios de interaccion en los complejos
proteicos. Por su parte, las funciones de covarianza no estacionarias tienen la habi-
lidad de detectar patrones periddicos encontrados en las observaciones en adicién a

las propiedades de las funciones no-estacionarias.

Para esta tesis se considera el uso de la funcién exponencial cuadrada (ec. 4.43)
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como funcion de covarianza. La funcién exponencial cuadrada pertenece al conjunto
de funciones estacionarias, dado que los problemas de estudio que se presentan en
esta tesis se consideran invariantes en el tiempo, y ha sido seleccionada de entre
las funciones estacionarias debido a que su aplicacion en los problemas de estudio
propuestos en esta tesis ha mostrado tener buenos resultados, ademas de ser una de

las funciones de covarianza mas estudiadas.

2 12

i=1 ¢

2 L~ (2 = 7)) :
C(@p, @) = 05exp | —5 Z a2 - Vn,n'. (4.43)

Recordando que se ha realizado la suposicién en que y, difiere de ¥ por un ruido
aditivo Gaussiano de varianza o2, la funcién de covarianza resultante corresponde

con:

5 2 + 602 Vn,n, (4.44)

i=1 ¢

R T
Cln ) = oxp |2 3o o)’

en donde 0']2c es la varianza de la senal, la cual controla el escalamiento vertical de la
funcién; o2 es la varianza del proceso asumido para el ruido y I; son hiperpardmetros
conocidos como longitudes caracteristicas que estan asociados a la dimension ¢ de
las observaciones. Un valor grande de [; indica que las funciones y(«,,) seran practi-
camente funciones constantes de ' = (2%, ..., 2%)7. Por su parte, § representa una

delta de Dirac.

4.2.5 APRENDIZAJE EN LOS PROCESOS (GAUSSIANOS

Una vez que se ha seleccionado y definido la funciéon de covarianza es necesario
aprender los hiperparametros @ = (0%,07,11,...,1,)" que la componen a partir de
las observaciones disponibles. La distribucién posterior de los hiperparametros de la

funcién de covarianza dado el conjunto de observaciones es:
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(0| X n, t") o p(t*10, X n)p(0). (4.45)

El primer término corresponde con la verosimilitud de los hiperparametros, es decir,

su evidencia. A partir de la suposicion para el proceso de error,

u

p(t"10. Xy) = J[N(0.Cw)
k=1

1 1
T (2m)Nu2|C |2 eXp [_5

(t’“)TCJ—Vlt’“] : (4.46)
k=1
De nueva cuenta, se evalia la funcién logaritmica de la verosimilitud en (4.46) por

ser una funciéon numéricamente mas conveniente para propdsitos de optimizacion:

u

U 1 Nu
Inp(t*|0, X n) = —5In|Cx|——5 > eyt - — In(2n). (4.47)

k=1
Al ser la funcién logaritmica una funcién mondétona creciente, ésta alcanza su maxi-
mo en el mismo punto en que lo hace la funcién original. Esta es una propiedad
importante de la funcién logaritmica cuando se busca el conjunto de parametros que

maximizan la funcién de verosimilitud.

Idealmente, para realizar predicciones en un enfoque Bayesiano se define una
distribucién a priori para los hiperparametros y en conjunto con la funciéon de ve-
rosimilitud se realiza una marginalizacion sobre ellos. La marginalizacién sobre los

hiperparametros, @, del modelo corresponde con:

p(tf|ccf,XN,TN) :/p(tf|acf,0,XN,TN)p(0|XN,TN)d0. (448)

Sin embargo, esta integral es intratable [37]. Esto conduce los cdlculos hacia dos

caminos posibles. El primero de ellos corresponde con realizar una aproximacién



CAPITULO 4. METODOS DE SOLUCION 69

numérica a la integral usando un método tipo Monte Carlo, de forma similar al
procedimiento empleado en el caso de las redes neuronales. El segundo camino es
aproximar la integral usando los valores mas probables de los hiperparametros, dado
que el estimador posterior méximo de @ ocurre cuando la distribucién condicional
p(0|X n,Tn) se encuentra en su punto méaximo. Sean @,p el conjunto de hiper-

parametros mas probables, tal aproximacién corresponde con:

p(tf|£L'f,XN,TN) Zp(tf|$f,XN,TN,0Mp). (449)

La aproximacion en (4.49) es la opcién seleccionada en esta tesis. El teorema de Ba-
yes (Teorema 2.1) indica que cuando no se tiene suficiente informacién acerca de los
hiperpardmetros 6, el punto maximo de la distribucién condicional p(0|X v, Tx), vy
por ende el conjunto 6ptimo de hiperparametros, corresponde con la maximizacion de
Inp(t*|0, X ) en (4.47). A pesar de utilizar el conjunto éptimo de hiperparametros
en vez de computar el valor esperado mediante sus respectivas distribuciones pos-
teriores, esta eleccién presenta buenos resultados al aplicarla en los procesos Gaus-
sianos como método de solucion para los problemas de estudio propuestos en esta
tesis, ademds de presentar ventajas importantes con respecto al tiempo de cémputo.
Sin embargo, hay una cuestién que debe ser tomada en cuenta al elegir esta alter-
nativa: la funcién de verosimilitud marginal en (4.47) puede ser multimodal, por
lo que se necesita un método de optimizacion global que sea capaz de hacer una
busqueda eficiente del espacio de soluciones para estimar el conjunto 6ptimo de hi-
perparametros. Aunado a esto, la funcién a estimar en la prediccién de la afinidad en
acoplamientos enziméticos (Seccién 3.2) es altamente no-diferenciable. Esto implica
que los algoritmos de optimizacion basados en gradientes no puedan ser aplicados
para la optimizacion de los hiperparametros en este problema de estudio. Una rutina
de optimizacién 1til para lidiar con estos dos obstaculos es el recocido simulado, in-
troducido en la Seccién 2.3 y seleccionado en esta tesis como rutina de optimizacion.
El algoritmo del recocido simulado es capaz de realizar una busqueda eficiente del

optimo global en el espacio de soluciones, ademés de no necesitar la evaluacién del
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gradiente.

4.3 MEZCLA INFINITA DE (GAUSSIANAS

Un modelo finito de mezcla de Gaussianas es una densidad paramétrica de
probabilidad representada como una suma ponderada de componentes con distri-
bucion Gaussiana, por lo que se trata de una técnica efectiva que tiene sus raices
en la literatura estadistica [39]. En aflos recientes, este método ha sido una herra-
mienta aplicada en el area del aprendizaje computacional para resolver problemas
provenientes de diferentes areas del conocimiento [9], debido a ciertas propiedades y
ventajas que exhibe sobre otros métodos, las cuales son abordadas en esta seccién.
Un modelo de mezcla de Gaussianas asume que el conjunto de observaciones D es

generado por una mezcla de k£ Gaussianas multivariadas:

k
p<D|H’17 s M Sla te Skvﬂ'lu s 77Tk) = Zﬂ-] N(H’]? 5;1)7 (450)
j=1

en donde las observaciones D incluyen tanto los atributos de entrada como los ob-
jetivos, tal que D = {x,, tn}fl\f:l. Notese que en este conjunto de entrenamiento se
incluyen todos los objetivos en t,,, a diferencia de las redes neuronales y los procesos
Gaussianos recién descritos, en donde se formaban k£ conjuntos de entrenamiento,
cada uno con un objetivo t*. Por su parte, p; es el vector de medias de la Gaussiana
J, S; es la matriz de precisiones (o covarianza inversa) del componente j y 7; es la
proporcién de la clase? j en la mezcla. Una ventaja de aplicar el modelo de mezcla
de Gaussianas para problemas de inferencia es que no existe una distincion fija entre
entradas y salidas (i.e., entre observaciones y objetivos) durante la etapa de aprendi-
zaje, por lo que una vez que el modelo es determinado se puede especificar cualquier
subconjunto dimensional de entradas y salidas, y computar el valor esperado de las

dimensiones restantes.

2En esta tesis se utilizan indistintamente los términos clase y componente para indicar una

Gaussiana perteneciente al modelo.
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En la Figura 4.4 se muestran los resultados al entrenar un modelo de mez-
cla finita de Gaussianas® para estimar la distribucién de las observaciones. Son tres
los componentes que modelan tal distribucién, representados por elipses. Las lineas
punteadas dentro de cada elipse corresponden con la varianza individual de los dos
atributos, mientras que su interseccion corresponde con la media de cada componen-
te. La coloracion de las observaciones indica los subconjuntos asociados a cada com-
ponente. Asi, condicionando el atributo x5 con x; mediante la distribucién p(zs|z1)
se genera un modelo de inferencia, en donde el valor esperado para el atributo x5 se

determina a partir de los atributos ;. Esta transformacion se abordara mas delante.

En la version Bayesiana de un modelo de mezcla de Gaussianas no es necesa-
rio limitar de antemano el nimero de componentes, k, en la mezcla para que éste
tome un valor finito, lo que representa una ventaja sobre la versién frecuentista del
método. En el area del aprendizaje Bayesiano para mezclas de Gaussianas, un méto-
do probabilistico de gran interés es el modelo de mezclas infinitas de Gaussianas,
desarrollado por Rasmussen [52]. La ventaja mds importante de este algoritmo es
su capacidad para inferir automéaticamente un nimero adecuado de componentes
en la mezcla, lo que representa una gran problematica en la versién frecuentista
del mismo. El resto de esta seccién se dedica a introducir los parametros e hiper-
parametros del modelo de mezcla finita de Gaussianas, sus distribuciones a priori y
el desarrollo de las distribuciones posteriores para el caso univariado (Seccién 4.3.1).
Posteriormente se analiza la variacion de tales distribuciones cuando el nimero de
componentes k tiende a infinito (Seccién 4.3.2) y se generalizan para el caso multi-
variado (Seccién 4.3.3). Una vez que las distribuciones posteriores de los pardmetros
e hiperparametros han sido desarrolladas y analizadas, se desarrollan las distribucio-
nes condicionales necesarias para utilizar el modelo de mezcla infinita de Gaussianas

como método de prediccién (Seccién 4.3.4).

3El entrenamiento de este modelo de mezcla finita de Gaussianas se realizé utilizando el paquete

mclust del proyecto R Statistical Software [50]
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Figura 4.4: Agrupamiento para un conjunto de observaciones bidimensionales me-
diante un modelo de mezcla finita de Gaussianas. Las elipses representan los tres
componentes Gaussianos que conforman la distribuciéon de las observaciones. Las
lineas punteadas dentro de cada elipse denotan la varianza para cada atributo, mien-
tras que su interseccién representa la media del componente. En azul, rojo y

se representan los tres subconjuntos de observaciones por los que cada componente

se hace responsable.
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4.3.1 PARAMETROS E HIPERPARAMETROS DE LA MEZCLA DE

(GAUSSIANAS

El modelo de mezclas infinitas de Gaussianas es un modelo Bayesiano jerarqui-
co que implica muestrear de la distribuciéon posterior de un modelo ordinario de
mezcla de Gaussianas pero con un numero posiblemente infinito de componentes,
dadas las observaciones D, las cuales son consideradas observaciones univariadas
en esta seccién para fines ilustrativos, de modo que D = {y,}»_,. Los parametros
de las distribuciones Gaussianas que componen la mezcla, como lo son las medias,

k

witi_q, las precisiones, {s;}7_;, v las proporciones, {7,
j ? 1l isi itj=1 ¥ 1 i j ;

-1, conforman el conjunto

de pardmetros de la primera fase (i.e., aquellos asociados directamente al modelo).

LAS MEDIAS DE LOS COMPONENTES Y SUS HIPERPARAMETROS. A las medias de

tales Gaussianas se les asignan distribuciones Gaussianas a priori:

plpi|A ) ~ N7 5, (4.51)

en donde la media, A, y la precision, r, son hiperparametros de una segunda fase y
son comunes para todos los componentes. A su vez, a estos hiperparametros se les

asignan distribuciones Gaussianas y gamma a priori, respectivamente:

p(\) ~ N(up,op), (4.52)

p(r) ~ 9(1,052)ocr’l/zexp[—ra%/Q], (4.53)

en donde pup y 0% corresponden con la media y la varianza, respectivamente, del
conjunto de observaciones D. Al pardmetro de forma de la distribuciéon gamma en
(4.53) se le asigna la unidad, lo que implica una distribucién vaga (i.e., no se aporta

suficiente informacién sobre la distribucién a priori de este hiperpardmetro).
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Ahora bien, si se introduce una variable estocastica, ¢ = {c,}Y_,, para ca-
da observacién en D que actie como indicador del componente que ha generado
la observacion, es posible obtener la distribucion posterior para las medias de los
componentes multiplicando la funcién de verosimilitud del modelo (ec. 4.50), condi-

cionada en los indicadores, por su distribucién a priori (ec. 4.51). De esta forma:

gjhij —I— )\T’ 1 i
e, D,si, A\, 1) ~ : 4.54
p(ll’J|ca 78]7 7T> N( ]’LJSJ+T' ’hij‘f—T' \V/] ( 5 )

A la variable h; se le denomina el nimero de ocupacién, y representa la cantidad
de observaciones que pertenecen a la clase j, mientras que y; representa la media de

tales observaciones:

U= D Y (4.55)
j . .

Para los hiperpardmetros de las medias de los componentes (i.e., para A y ), la
distribucién Gaussiana a priori de la media (ec. 4.51) asume el papel de la funcién
de verosimilitud, que junto con la distribucién a priori anterior (ec. 4.54), producen

distribuciones posteriores de forma estandar:

1

op+kr opt4kr

k
ppop® + 1 21 1
]:

PAlpt, - )~ N , (4.56)

p(T|M17"'7uk7A) ~ g k+17

1 2 ¢ 2 -
) <0D+;(uj =Y )] . (4.57)

LAS PRECISIONES DE LOS COMPONENTES Y SUS HIPERPARAMETROS. Retornando
a los parametros de la primera fase, a las precisiones de las Gaussianas que conforman

la mezcla, s;, se les asigna una distribucién gamma a priori:
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p(silB,w) ~G(B,w™) iy, (4.58)

! son hiperpardmetros de la

en donde el parametro de forma, 3, y la media, w™
segunda fase, y son comunes para todos los componentes. De nueva cuenta, a es-
tos hiperparametros se les asignan distribuciones gamma inversa y gamma como

distribuciones a priori, respectivamente:

p(BY) ~ G(1,1) = p(B) xx B~ exp[-1/(28)], (4.59)
p(w) ~ G(1,0%). (4.60)

La distribucion posterior de las precisiones de los componentes se obtiene multipli-
cando la funcién de verosimilitud del modelo (ec. 4.50) condicionada en los indica-

dores, ¢, por su distribucién a priori (ec. 4.58):

p(squpvujvﬁvw) ~ g ﬂ+hj>

5%;1]. <w5 T Z (vi — Mj)2>] vj.

(4.61)

Para los hiperpardametros de las precisiones de los componentes (i.e., para w y f3),
la distribucién a priori de las precisiones (ec. 4.58) asume el papel de la funcién de
verosimilitud, que junto con las distribuciones a priori para éstos (ec. 4.59 y ec. 4.60)

proporcionan:

p(w|817"'78ka6> ~ g (k;ﬁ—'—la

1 » i
RB+1 (01’ WZ)D e

-k _ (kB—3)/2
o 53 (@) )
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x ﬁ (s;w)"/% exp [— ﬁzjw} . (4.63)

=1

La distribucién posterior de 5 en (4.63) no es de forma estédndar, pero es posible
demostrar que p(In(f3)|sy, ..., Sk, w) es una funcién logaritmica céncava, de modo
que es posible generar muestras independientes de In(3) utilizando el muestreo de
Gibbs con paso Metrépolis y aplicando una transformacién para obtener muestras
provenientes de la distribucion posterior de 5. La distribucién logaritmica posterior

de B corresponde con:

Inp(Bs1,...,sx) = —klnf(é> —%+k62_3]n (g)

+§k: (-) (s, + ) — 25 (4.64)

LAS PROPORCIONES DE LA MEZCLA. Retornando una vez mas a los pardametros
de la primera fase, a las proporciones de la mezcla, 7;, se les asigna una distribucién

Dirichlet a priori, con un pardmetro de concentracién de «/k:

k
r _
p(m, ... mula) ~ Dirichlet(a/k, ... alk) = % | I B (4.65)
j=1

Notese que las proporciones deben ser positivas y sumar la unidad:

k
d om=1 (4.66)
j=1

Dadas las proporciones de la mezcla, la distribucion a priori para los parametros de
ocupacién, h;, es multinomial, mientras que la distribucién conjunta de los indica-

dores se vuelve:

plcr, ... cn 7T1,...,7Tk):H7T§Lj, (4.67)
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en donde:

N
hj = Z 5Kroenecker(cn7j)- (468)

n=1
Utilizando la integral Dirichlet estandar es posible integrar la proporcién de la mezcla

y escribir la distribucién a priori directamente en términos de los indicadores [52]:

p(ci,...,enla) = /p(cl, oo en|m, o m)p(m, L T )dm L dg,
_ D@ ooy D@ 17 T(a)
= T/ gwj Ty = a/i L mamr (4.69)

Para poder aplicar el muestreo de Gibbs a los indicadores, ¢, es necesario determinar
la distribucién condicional a priori para un indicador dado el resto de ellos. Esta
distribucién se obtiene a partir de la distribucién a priori de los indicadores (ec.

4.69) manteniendo todos los indicadores fijos, con excepcién de uno:

hn’,j + a/k

N (4.70)

p(en = jlow, o) =

donde n’ indica todos los indices con excepcién de n y h,, ; es la cantidad de obser-
vaciones, excluyendo ¥, que estan asociadas al componente j. Finalmente, se asigna

una distribuciéon gamma inversa en los parametros de concentracion, a:

pla™!) ~ G(1,1) = p(a) < a2 exp [-1/(2a)]. (4.71)

La funcién de verosimilitud para « se deriva a partir de la distribucion a priori de
los indicadores (ec. 4.69), que junto con la distribucién a priori para a (ec. 4.71)

produce:

T (a)

p(hl, RN ,hk|Oé) = m,

(4.72)
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"2 exp [—1/(20)]T (o)

plafk ) o [(N +a)

(4.73)

Notese que la distribucion posterior de o depende sélo del niimero de observaciones,
N, y del nimero de componentes, k, y no de la forma en que las observaciones
se distribuyen entre los componentes. La distribucién Inp(alk, N) es una funcién
logaritmica concava, de tal forma que se puede aplicar el muestreo de Gibbs para
generar muestras independientes de esta distribucion. La distribucién logaritmica

para « se define mediante:

I p(alk, N) = (k —3/2) Ina — % IT(a) (DN +a)).  (4.74)

En la siguiente seccion se generaliza este método para el caso en que se tiene una

cantidad infinita de componentes.

4.3.2 EL LIMITE INFINITO EN LA MEZCLA DE (GAUSSIANAS

Hasta este punto se ha considerado a k& como una cantidad fija y finita. De
acuerdo a Rasmussen [52], para todas las variables del modelo, con excepcién de los
indicadores ¢, las distribuciones posteriores de probabilidad para el limite infinito se
obtienen sustituyendo k por el niimero de clases que tienen al menos una observacién
asociada, kyp, en las distribuciones posteriores derivadas para el modelo finito. Asi,
krep indica las clases que estdn representadas en el modelo e indica el nimero de
componentes que éste tiene. En el caso de los indicadores, dejando que k& — oo en
(4.70), las distribuciones a priori tienden a diferentes limites de acuerdo al nimero
de observaciones asociadas a los componentes. Las clases que tienen al menos una
observaciéon asociada diferente a y,, es decir, las clases que satisfacen h, ; > 0,

tienden a:

o

—_— 4.75
N—-1+a ( )

p(cn = j‘CnU CY) =
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Por otro lado, la combinacién de todos los componentes con excepcién de aquellos

en que hy ; > 0 tienden a:

(67

plen # cw V' # nley, a) = N_ita

(4.76)

Esto muestra que la distribucion de la clase a priori para los componentes que tienen
asociados observaciones diferentes a ¥, es proporcional al niimero de tales observa-
ciones, mientras que la distribucion a priori para el resto de las clases depende soélo
de a y del nimero de observaciones, N. Es importante notar que la tratabilidad
analitica de la integral en (4.69) es esencial, dado que nos permite trabajar direc-
tamente con un numero finito de variables indicadoras en vez de utilizar el nimero
infinito de proporciones de la mezcla [52]. De igual forma, es posible combinar la
funcién de verosimilitud del modelo (ec. 4.50) condicionada en los indicadores con
la distribucion a priori de las clases (ec. 4.75 é ec. 4.76, de acuerdo al caso) para
obtener la distribucién posterior de los indicadores. Para el caso en que A, ; > 0,

tal distribucion posterior toma la forma:

p<cn :j|cn’7Ujvsjvo‘) X p(cn :j|cn’7a)p(yn|ﬂj>$jvcn’)

P 1/2 —Sj(yn - Nj)2
Y BT AL AL A 4.77
N-ltad &P 2 o (4T7)

mientras que para las clases en que no se satisface h,; > 0, la distribucién posterior

Corresponde con:

plen # c¥n' # nleay, N\ r, 8w, a) < p(e, # eV # nley, a)

></p(ynwy‘aSj)P(Mja3j|>\,7“,5,w)dﬂjd3j- (4.78)

Ahora bien, la funcién de verosimilitud para el componente j cuando h,,; > 0 sigue

una distribucién Gaussiana con componentes p; y s;, mientras que la funcién de
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verosimilitud concerniente a las clases no-representadas (i.e., aquellas que no tienen
pardametros asociados) se obtiene por integracién sobre su distribucién a priori (ecns.
4.52 y 4.53). Es importante notar que no es necesario diferenciar entre las infinitas
clases no-representadas dado que la distribucién de sus parametros es idéntica. Sin
embargo, esta integral es intratable. Neal [43] sugiere muestrear de tales distribucio-
nes a priori para generar un estimado de la probabilidad de generar una nueva clase.
Rasmussen [52] afirma que este procedimiento efectivamente genera pardmetros para
las clases no-representadas. Dado que este estimador Monte Carlo es insesgado, la
cadena resultante muestreara exactamente de la distribucién deseada, sin importar

el nimero de muestras que se utilicen para aproximar la integral.

Existen tres posibles situaciones al evaluar las distribuciones posteriores de
las clases, dependiendo del ntimero de observaciones asociadas a la clase, como se

muestra a continuacion:

» si h,; > 0, entonces hay observaciones asociadas a la clase j, por lo que la

distribucién posterior de la clase se obtiene mediante (4.77).

» sihyj =0y ¢, =7, entonces y, es la inica observacién asociada a la clase j;
dado que no hay otros pardametros asociados a la clase, se debe tratar como una

clase no representada, pero utilizando sus parametros en vez de muestrearlos.

» sihyj =0y c, # 7, entonces la clase no esta representada, de modo que los
valores para los componentes son muestreados de las distribuciones a priori de

los pardmetros (ecns. 4.51 y 4.58).
De esta forma, todas las clases tienen parametros asociados, por lo que es posible

evaluar tanto sus funciones de verosimilitud como sus distribuciones a priori. Las

funciones de verosimilitud de las clases siguen una distribuciéon Gaussiana:

p(yn|:ujvsj) :N(:uj?‘sj_l)‘ (479>



CAPITULO 4. METODOS DE SOLUCION 81

Finalmente, las distribuciones a priori para las clases en que h,; > 0 se determinan

mediante (4.80), y mediante (4.81) para el resto de las clases.

hi/,j
p(ynlar) = mita) (4.80)
P(ynla) = m—1+a) (4.81)

Una nueva clase es introducida en el modelo cuando se seleccione una clase no

representada, mientras que las clases se remueven cuando quedan vacias.

4.3.3 GENERALIZACION MULTIVARIADA DEL METODO

Hasta el momento se han derivado las distribuciones posteriores bajo la supo-
sicién de que las observaciones disponibles son univariadas. Sin embargo, la genera-
lizaciéon del método a observaciones multivariadas es directa. Las medias, pu;, y las
precisiones, s;, de la mezcla se vuelven vectores y matrices, respectivamente, mientras
que sus distribuciones a priori y sus distribuciones posteriores se vuelven Gaussianas
multivariadas y Wishart. De la misma forma, los hiperparametros de las medias, A
y r, se vuelven vectores y matrices, y sus distribuciones se vuelven Gaussianas mul-
tivariadas y Wishart, respectivamente. Por su parte, los hiperparametros w de las
precisiones se vuelven matrices con distribuciones Wishart. El hiperparametro g de
las precisiones continta siendo escalar, con la distribucién a priori en (8 —d + 1)1,
siendo gamma con media 1/d. La dimensionalidad de las observaciones esta repre-

sentada por d. De esta forma, para d dimensiones se tiene que:

(B+d—1)"1~G(1,1). (4.82)

Si se define una variable g, tal que g = 8 — d + 1, entonces:

plg) o< =%, (4.83)
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y la distribucién posterior de g es:

p(9lS1,. . Skyw) o (g+d—1)7 fw[lerdDr2

d g+d— 1 (g+d—1)kd/2
() (")

9, (g+d—1) tr(WS))
kO |Si12 exp | —
<[] ( 2 ) (4.84)

d—1 .
j=1 g+
r

Por tanto, la funcién logaritmica de la distribucién posterior de g puede evaluarse

X exp

mediante:

(g+d—1)

k
Inp(g|Sy,... Sk, W) —gln(g—l—d—l) In|W|

d g _'_ d _ 1 (g+d71)kd/2
+(%9+d—w>< 2 )

L g<g o uws)

j=1 ﬁF<9;i)

=0

(4.85)

Para generar muestras para 3 basta con muestrear g mediante un muestreo de Gibbs
con paso Metropolis y recordar que = g+ d — 1. En la Seccién 5.3 se presenta el
mecanismo para generar muestras para  para el caso multivariado. El resto de las

variables permanecen sin cambio.

No obstante, la generalizaciéon multivariada del método puede ser complicada
de implementar, especialmente por (i) la aparicién de falta de simetria numérica en
las matrices, (ii) conflictos en la precisién computacional conforme diferentes matri-
ces se aproximan a la no-singularidad (sin llegar a ser no-singulares) y (iii) algunas
restricciones en las distribuciones multivariadas, como lo es el caso de la distribucion

Wishart. En el Apéndice A se presenta una descripcién de nuestra implementacién
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computacional de la version multivariada de este método, con observaciones y suge-
rencias que incorporamos para resolver posibles problemas como los recién descritos.
Este apéndice sirve como una guia para la implementacién del método. Adicional-
mente, en el apéndice se detallan las distribuciones de este capitulo generalizadas al
caso multivariado, y se hace referencia una referencia cruzada con las distribuciones

univariadas en este capitulo para que la generalizacion sea mas sencilla de visualizar.

4.3.4 MEZCLA INFINITA DE (GAUSSIANAS COMO MODELO DE

PREDICCION

Para muestrear de las distribuciones posteriores se aplica el muestreo de Gibbs
(Seccién 2.2.1). Asi, el modelo de mezclas infinitas de Gaussianas se inicializa con
un tinico componente y se computan un ntimero determinado de ciclos de Gibbs, en
donde los parametros e hiperparametros son actualizados muestreando a partir de
sus distribuciones posteriores y el niimero de componentes del modelo varia. Cuan-
do el muestreo de Gibbs termina, se tiene un conjunto de muestras provenientes del
modelo de mezclas infinitas que se asume genera la muestra observada, D. Como
se menciond en la Seccién 2.2.1, al aplicar técnicas MCMC es necesario eliminar
las muestras que provienen de la cadena de Markov antes que ésta converja, etapa
denominada en literatura como burn-in. El nimero de componentes del modelo, k,
proporciona una idea acerca de cuando se alcanza el estado estacionario. Una vez
que se han descartado las muestras pertenecientes al estado transiente y que se ha
determinado que la cadena ha alcanzado la estacionalidad, es posible determinar el
nimero de componentes mas probable, (k), que corresponde con aquel que ocurre
con una mayor frecuencia en el conjunto remanente de muestras. De este conjunto,
sélo aquellas que tengan (k) componentes seran finalmente utilizadas para realizar
inferencia, de modo que la cantidad de muestras que se necesitan generar por es-
te método varian de acuerdo al problema que se desea resolver. Las distribuciones
de probabilidad necesarias para labores de inferencia pueden ser derivadas de la

distribucion conjunta descrita en (4.50). Para utilizar el modelo de mezclas infini-
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tas de Gaussianas como modelo de prediccion, después de la etapa de aprendizaje,
es necesario introducir finalmente la distincién entre observaciones (o atributos) y

objetivos.

El vector de medias p; puede reescribirse como p; = (pf, p,;)T, donde pj es
el vector que contiene las medias de las observaciones del componente j, tal que
Wi = (,ujfl, e ,,u,jq)T y /J,; es el vector que contiene las medias de los objetivos, tal
que pf = (p,;l, o ,/L;“)T. De manera similar, la matriz de precisién de la clase j

puede reescribirse mediante:

S (8T
S, = i (55 V4, (4.86)
s Sy

donde, a su vez, S7* simboliza la submatriz que contiene las precisiones de las ob-
servaciones, S;t la submatriz conformada por las precisiones de los objetivos y S?x

la submatriz que involucra las precisiones entre observaciones y objetivos. Es decir:

Sy (87T
SI* = S : vj, (4.87)
sy L s
[ st (ghe)T
S = S : v, (4.88)
t1tu tuty
S S
Sy (ST
S = S : V3. (4.89)
tlmq tu.’bq
s S

La relacién entre la matriz de covarianza y la matriz de precisiones del componente

j es simplemente X; = (S;)~!, por lo tanto:
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TT tx\T T te\T

e A B I I
J J J J

La distincion entre observaciones y objetivos afecta también al conjunto de
entrenamiento, de modo que {X y, Tn} = D. En el resto de esta seccién se abrevia
la distribucion conjunta de las observaciones y los objetivos dados los parametros de
los componentes, p(X N, T n|ty, - - -5 Mgy S1y - -+, Sk, 71, - - ., Tx ), mediante la distribu-
cién conjunta p(X n, T'x). De acuerdo al modelo (ec. 4.50), la distribucién conjunta
de las observaciones y los objetivos para el componente j sigue una distribucién

Gaussiana:

pi(Xn,Tn)=N(p,;,S;") V3. (4.91)

Aplicando el teorema de Bayes (Teorema 2.1), la distribucién de los objetivos dadas

las observaciones para el componente j en la mezcla es:

pj(TN|XN) = % vj, (4'92>

la cual tiene distribucién Gaussiana, al seguir p(X y, T y) una distribucién Gaussia-

na. Esta distribucion corresponde con:

pi(Tx|Xn) =N (uj.'x, (sg.t)—l) V7, (4.93)

. t . . .z . , .
en donde la media uj‘x de esta distribucion Gaussiana se evaliia mediante:

pt == (SIS (Xw —mp) Vi (4.94)

Extendiendo estos cdlculos a los & componentes, la distribucién condicional de los

objetivos dadas las observaciones es:
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k
p(Tn|Xn) = ZW; pi(Tn| X N), (4.95)
j=1
en donde a su vez:
e N(X n|ps, =%
= (Kl =) (4.96)

P— k .
Zlﬂk N(X y|pf, 25)
J:

Sea x/ una observacién para la cual se desean inferir los objetivos t/. La salida

del modelo, y por tanto la inferencia sobre los objetivos t/, corresponde con el valor

esperado de la distribucién condicional de los objetivos dada la observaciéon x:

k

!y = "xl ul v,

j=1

en donde:

<.

4.4 BOOTSTRAP

(4.97)

(4.98)

(4.99)

El bootstrap es un método de remuestreo (paramétrico o no-paramétrico) que

aproxima la distribucién muestral de un estadistico. Es, en esencia, una implemen-

taciéon computacional de méxima verosimilitud [24] que ha ganado popularidad y

una gran aceptacion en el area de la estadistica aplicada durante los tltimos anos

debido principalmente a que permite evaluar estimadores de maxima verosimilitud
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y otras cantidades de interés en situaciones en que no hay otros métodos aplicables,
o cuando las aproximaciones cldsicas no proporcionan resultados satisfactorios [16].
El bootstrap es una herramienta estadistica computacionalmente intensiva que puede

construir estimadores que serian dificil de obtener por otros medios.

En la estadistica clasica frecuentista se hacen suposiciones acerca de la estruc-
tura de la poblacion (e.g., la suposicién de normalidad en una poblacién), a partir de
las cuales se deriva la distribucién probabilistica del estimador para algin pardme-
tro poblacional, . Este enfoque es intratable en un gran ntimero de circunstancias,
por lo que usualmente se recurre a derivar su distribuciéon asintética. No obstan-
te, esta metodologia tiene algunas deficiencias. Si la suposicién de la estructura de
la poblacién es violada, entonces la distribucion desarrollada para el estimador es
inapropiada, mientras que la aplicacion de la distribucién asintética puede no ser lo
suficientemente precisa para muestras pequenas. En contraste, el bootstrap es una
técnica que permite estimar experimentalmente la distribucion muestral de un es-
tadistico, sin la necesidad de hacer suposiciones acerca de la forma de la poblacion
y sin tener que derivar esta distribucion muestral explicitamente, lo que representa
una gran ventaja en comparacion con otros métodos cuando se tienen observaciones
que no se comportan normalmente, cuando sus distribuciones muestrales son dificiles

de derivar o cuando se tienen muestras de tamano pequeino.

Para comprender el bootstrap supéngase por un momento que es posible tomar
una cantidad muy grande de muestras de la poblacién de interés, de tal forma que se
podria tener un buen estimado de la distribuciéon muestral de un estadistico en par-
ticular. Este caso es infactible en muchos escenarios, donde tomar una muestra es un
proceso costoso o destructivo. La idea detras del bootstrap es utilizar la informacion
de una sola muestra como un reemplazo de la poblacién, es decir, tomar muestras
subsecuentes con reemplazo a partir de la observacion original. Es necesario que el
muestreo sea con reemplazo, ya que de otra forma se estaria reproduciendo la misma
observacién. Sea s una muestra tomada de la poblacién P, tal que s = {z1,...,2n},

ysea 0 = f(s) el estimador de algiin parametro poblacional # = f(P). Si se toma una
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muestra de tamaifio Np con reemplazo del conjunto s, tal que 87 = {7} 1, ..., 2] v, },
entonces cada elemento z,, tiene una probabilidad 1/N de ser seleccionado, imitando
la seleccion original de la muestra tomada de la poblacion. Este procedimiento de
remuestreo se repite R veces, siendo R un ntimero lo suficientemente grande que per-
mita generar una gran cantidad de muestras bootstrap. Posteriormente se computa
el estimador para cada una de ellas. Sea s} la j-ésima muestra bootstrap, tal que
85 =1{7},,..., 7} y}, el j-ésimo estimador corresponde entonces con é;‘ = f(s}).- La
distribucién de é;* alrededor del estimador original 0 es andloga a la distribucién del
estimador @ alrededor del parametro . Por ejemplo, el valor medio del estadistico

bootstrap es:

R

N ® [ )% 1 N

@) =B () =+ 370 (4.100)
Jj=1

el cual estima la esperanza del estadistico bootstrap, de modo que D* = (é*> — 0 es

un estimado del sesgo de 6, es decir, # — f. De manera similar, la varianza bootstrap:

() = S - ) (4.101)

<

R-1

Jj=1

estima la varianza muestral de 6. De modo que para hacer inferencia mediante
una técnica bootstrap es necesario determinar la funcién f(-) para el estimador del

parametro, 6 = f(s), es decir, se necesita determinar el modelo.

Existen dos fuentes de error en la inferencia mediante bootstrap: (i) el error
inducido por utilizar una muestra particular s para representar la poblacién, y (ii)
el error muestral producido por no analizar todas las posibles muestras bootstrap,
el cual puede ser controlado tomando una gran cantidad de muestras. Para una
explicacién mas detallada acerca de las técnicas bootstrap véanse [18, 16, 32, 65]. En

la Seccion 5.3 se detalla el uso del método bootstrap utilizado en esta tesis.



CAPITULO 5

EVALUACION COMPUTACIONAL

El objetivo de esta tesis es estudiar el comportamiento de la capacidad de
pronoéstico para diferentes métodos Bayesianos no-lineales en contraste con una técni-
ca popular de remuestreo, el método bootstrap, asi como la forma en que esta capa-
cidad es afectada por el tamano del conjunto de entrenamiento, donde el efecto del
ruido y la no-linealidad inherentes a los problemas de estudio tiende a hacerse mas
visible conforme se disminuye el niimero de observaciones. Para esta labor, se selec-
cionaron tres problemas retadores provenientes de diferentes areas del conocimiento:
el XOR continuo, la afinidad en acoplamientos enzimaticos y la concentracién de
metales pesados en la capa superficial del suelo. El ambiente computacional en que
se implementaron los métodos Bayesianos se presenta en la Seccién 5.1, mientras
que en la Seccién 5.2 se presenta una descripcion de las observaciones empleadas
en esta tesis como conjuntos de entrenamiento. Posteriormente, en la Seccién 5.3
se proporciona una descripcion de los aspectos técnicos de nuestra implementacién
de los métodos de solucién. Finalmente, en la Secciéon 5.4 se presenta la evaluacién

computacional y los resultados de este estudio.

5.1 AMBIENTE DE PROGRAMACION Y LIBRERIAS

Los tres métodos Bayesianos descritos en el Capitulo 4 fueron implementados
computacionalmente en el lenguaje R, que forma parte del proyecto R Statistical

Software [50]. En el Apéndice A se presenta una descripcién concisa de la implemen-

89



CAPITULO 5. EVALUACION COMPUTACIONAL 90

tacion realizada, la cual sirve como guia para implementar los elementos necesarios
de estos métodos partiendo desde cero. Esto es especialmente 1til para el modelo
de mezcla infinita de Gaussianas, el cual no puede encontrarse en ninguna libreria y
cuya implementacion computacional multivariada es dificil, siendo una de las contri-
buciones de esta tesis. Para la evaluacion computacional de los problemas de estudio
mediante el método bootstrap se utilizé la libreria boot [11, 15] del mismo ambiente
de programacion, mientras que la rutina de optimizacion del recocido simulado en
los procesos Gaussianos se hizo por medio del método SANN de la funcion optim,
perteneciente a la libreria stats [50]. Los experimentos fueron realizados en R 2.13.0

mediante un servidor con cuatro procesadores Intel® Xeon® E5320 a 1.86 GHz, con

4 Gb de memoria RAM DDR2.

5.2 DESCRIPCION DE LOS CONJUNTOS DE

ENTRENAMIENTO

En esta seccién se proporciona informacién acerca de las observaciones em-
pleadas en esta tesis como conjuntos de entrenamiento para los tres problemas de
estudio propuestos. Se indica ademas la construcciéon de subconjuntos que permiten
analizar la dependencia de la capacidad de prondstico con el tamano del conjunto

muestral.

XOR coNTINUO. Para el problema XOR continuo, el conjunto de entrenamiento

N

n=1, €OIl

consistié en la generacién aleatoria de N = 150 pares ordenados, {z}, 2%}
distribucién uniforme en el intervalo [0.1,1]. Se decidié generar un total de 150 ob-
servaciones debido a que es la cantidad que se utiliza en experimentos previos para
entrenar una red neuronal [59] y que ésta sea capaz de aproximar adecuadamente la
funcién de discriminacién apropiada [59]. Para cada par ordenado en N se evalué la

salida de la compuerta légica digital (y, = {0,1}) mediante la funcién de discrimi-

nacién 6ptima (ec. 3.1), la cual se deriva de las reglas 16gicas que separan los pares
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ordenados. De esta forma, la funcién general que describe este problema es:

y = fz' 2?), (5.1)

donde f(x',2?%) corresponde a su vez con la parametrizaciéon que hace cada uno de
los métodos de soluciéon propuestos. Por ejemplo, para el caso mas sencillo, si se

desea aproximar 5.1 mediante una funcién lineal, entonces:

Y = fimear(z', 2%) = co + c12’ + 2. (5.2)

AFINIDAD DE ACOPLAMIENTOS ENZIMATICOS. Por su parte, el conjunto de entre-
namiento para el problema de estimacion de la afinidad de enzimas y sustratos fue
tomado de [36], y contiene la energia de interaccién como indicador de la afinidad
para 27 enzimas y 119 sustratos, seleccionados de entre los metabolitos de la bacteria
FEscherichia coli. Una funcién elemental que describe la energia de interaccién (e)

para el complejo formado por la enzima p y el sustrato s es de la forma:

e=f(p,s), (5-3)

en donde f(p,s) es la funcién que desea parametrizarse mediante los métodos de

solucion para aproximar la afinidad de un complejo proteico.

CONCENTRACION DE METALES PESADOS EN LA CAPA SUPERFICIAL DEL SUELO.
Finalmente, el conjunto de entrenamiento para el problema de prondstico de la con-
centracién de metales pesados en el suelo contiene los siguientes atributos: el uso que
se le da al terreno (us), el tipo de roca superficial encontrado (rc), y la concentra-
cién de cadmio (cd), cobalto (co), cromo (cr), niquel (ni), plomo (pb) y zinc (zn) en
359 ubicaciones distintas. Estas observaciones fueron tomadas de [22]. El problema
consiste en aproximar un par de funciones que estimen la concentracion de cadmio

mediante la concentracién de niquel y zinc, y la concentracion de cobre mediante la
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concentracion de niquel, zinc y plomo, ademaés del uso del terreno y el tipo de piedra.
Es decir, mediante los métodos de solucién propuestos se desea aproximar fi v fo

en 5.4 y 5.5 para determinar, respectivamente, la concentracion de cadmio y cobre.

cd = fi(us,re,ni, zn), (5.4)

cu = fo(us,re,ni, zn, pb). (5.5)

CONSTRUCCION DE SUBCONJUNTOS DE ENTRENAMIENTO. En esta tesis se utiliza
un porcentaje variable en la cantidad de observaciones que forman parte del con-
junto de entrenamiento para analizar la dependencia de cada método con respecto
al tamarno del conjunto muestral. Las observaciones restantes fueron utilizadas co-
mo un conjunto de prueba para evaluar la capacidad de prondstico de cada modelo
entrenado. Especificamente, se construyeron (de manera aleatoria) los conjuntos de

prueba y entrenamiento mostrados en la Tabla 5.1.

Nomenclatura DS1 DS2 DS3 DS4 DS5 DS6 DS7 DS8 DS9
Entrenamiento (%) 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Prueba (%) 90 80 70 60 50 40 30 20 10

Tabla 5.1: Nomenclatura de los subconjuntos de entrenamiento. Entrenamiento y
Prueba indican el porcentaje de observaciones que forman parte de los conjuntos de

entrenamiento y de prueba, respectivamente.

5.3 ASPECTOS TECNICOS DE LA IMPLEMENTACION DE

LLOS METODOS DE SOLUCION

En esta seccion se proporciona informacion técnica acerca de nuestra imple-

mentacién de los métodos Bayesianos, como son el niimero de ciclos de Gibbs cuando
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es necesario un muestreo, la cantidad de iteraciones maxima cuando se aplica una

rutina de optimizacion, etcétera.

REDES NEURONALES ARTIFICIALES (ANN). Para la aplicacién de las ANN como
método se solucion se utilizé una arquitectura con una capa oculta, la cual contenia
20 neuronas ocultas independientemente del problema bajo estudio. Esta arquitec-
tura ha proporcionado buenos resultados en experimentos previos, y evidencia las
observaciones de Neal en nuestros resultados. Como se describié en la Seccién 4.1.4,
para computar la salida de una ANN se utiliza una aproximacién mediante muestras
generadas por un muestreo de Gibbs con paso Metrépolis. En nuestra implementa-
cion, se generd una cadena de Markov realizando 500 ciclos de Gibbs, de los cuales
se eliminaron alrededor de las 200 primeras por pertenecer al estado transitorio. El
parametro de escala del algoritmo se ajustd de tal forma que se aceptaran aproxi-

madamente la mitad de los candidatos.

PROCESOS GAUSSIANOS (GP). En la Seccién 4.2.5 se presenté la alternativa de
maximizar la verosimilitud logaritmica marginal como una técnica ttil para apro-
ximar la distribucién condicional de interés cuando no se tiene informacién a priori
acerca de los parametros, mediante la aplicacién de los parametros mas probables.
Para llevar a cabo el problema de optimizacion se aplica el recocido simulado, por
tener ventajas notorias que han sido discutidas en la Seccion 4.2.5. Para la técnica
del recocido simulado se permitié que la funcién optim seleccionara la temperatura
inicial de acuerdo a sus propios métodos de estimacién, y se le permitié una cantidad

maxima de 3,000 iteraciones en su busqueda del conjunto 6ptimo de pardmetros.

MEZCLA INFINITA DE GAUSSIANAS (IGMM). Para muestrear de las distribucio-
nes posteriores de o y (3, las cuales no son de forma estandar, se aplica nuevamente
un muestreo de Gibbs con paso Metrépolis. El objetivo del muestreo de Gibbs en
esta ocasion es generar un pequeno conjunto de muestras. En el caso de « se necesita

una sola muestra sin ningin tipo de restricciones, de modo que el muestreo termina
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cuando la primera perturbacién produzca un candidato que sea aceptado. Por otro
lado, en el caso de § se muestrea primero la variable g mediante la distribucién
en (4.84). Dado que [ es el pardmetro de forma de una distribucién Wishart, las

muestras de 8 deben cumplir con un requerimiento caracteristico de tal distribucién:

B >d, (5.6)

donde d es la dimensionalidad de las observaciones, de modo que g > 1. Asi, en
esta tesis se opta por generar una cantidad relativamente pequena de muestras de
g mediante el muestreo de Gibbs con paso Metrépolis, remover aquellos que no
satisfacen ¢ > 1, y finalmente seleccionar de manera aleatoria uno de los valores
restantes. Esta metodologia ha mostrado un buen desempeno en la practica. La

muestra de S se recupera mediante:

B=g+d—1. (5.7)

De nueva cuenta, los parametros de escala del algoritmo se ajustaron de tal forma que
fueron aceptados alrededor de la mitad de los candidatos. Por otra parte, el nimero
de ciclos de Gibbs que desempend el algoritmo varié de acuerdo al problema y a la
sensibilidad que tienen los valores iniciales en la cadena de Markov construida. Para
el problema XOR continuo se generaron 8,000 muestras en promedio, descartandose
una media de 1,000 ciclos; mientras que para el pronédstico de la afinidad en comple-
jos proteicos se generaron en promedio 15,000 muestras, descartandose una media
de 5,000 ciclos; finalmente, para la estimacién de la concentracion superficial de me-
tales pesados se tomaron alrededor de 12,000 muestras, descartandose las primeras
2,000 en promedio. El nimero de ciclos de Gibbs se determiné de tal forma que se
tuvieran un minimo de 7,000 muestras provenientes de la distribucién posterior para
el pronéstico, determinando el inicio del estado estable de acuerdo a las pruebas

presentadas en la Seccién 2.2.
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BoorsTraP (BTSR). Para la resolucién de los problemas mediante BTSR se

seleccioné una funcion de regresion polinomica de la forma:

i=1 i=1 j=

donde v representa la dimensionalidad de los atributos de entrada. Se permitio que la
libreria boot utilizara sus parametros por defecto, ademas de indicarle que realizara
5,000 replicaciones bootstrap de la muestra original. La estimacién mediante BTSR
en esta tesis consiste en ajustar los coeficientes de regresiéon en (5.8) para cada una
de las 5,000 observaciones, para posteriormente computar el M-estimador de Huber
[27] de tales coeficientes. Se estudié la inclusién de términos de mayor orden en (5.8),
sin embargo, la variacion en la capacidad de prondstico fue minima, por lo que estos

términos fueron omitidos.

5.4 EVALUACION DE LOS METODOS DE SOLUCION

En esta seccion se evalia la capacidad de prondstico de los métodos de solu-
cion al aplicarlos a los problemas de estudio propuestos. Estos problemas de estudio
fueron seleccionados de tal forma que la funcién a aproximar se tratara de una fun-
cién no-lineal complicada, ademas de tener caracteristicas que puedan conducir a
resultados intuitivos: las observaciones asociadas al problema XOR continuo estan
libres de ruido, de tal forma que la variacién en la capacidad de prondstico de los
métodos es exclusivamente por efecto de la no-linealidad que existe en sus observa-
ciones, mientras que el problema de los acoplamientos enzimaticos contiene niveles
altos tanto de ruido como de no-linealidad, lo que permite observar el desempeno de
los métodos Bayesianos para evitar el entrenamiento de un modelo con sobreajuste,
y como este desemperno se ve afectado conforme se disminuye el tamano del conjunto
de entrenamiento, en comparacion con un modelo que tiene la capacidad de evitar
el sobreajuste. Finalmente, el problema de concentraciéon de metales pesados con-

tiene atributos de salida correlacionados, lo que representa a su vez una desventaja
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cuando se realizan las tareas de manera individual, siendo un reto principalmente
para el desempeno de IGMM. La evaluacion experimental de los métodos de solucién
se muestra en la Figura 5.1. De manera inicial, se selecciona uno de los problemas
de estudio presentados en el Capitulo 3 (Figura 5.1(a)), asi como un conjunto de
entrenamiento y su conjunto de prueba correspondiente de los introducidos en la
Tabla 5.1 (Figura 5.1(b)). Posteriormente se selecciona y aplica uno de los méto-
dos de solucién detallados en el Capitulo 4 (Figura 5.1(c)). Una vez que se tiene
entrenado el modelo que funge como aproximacién al problema de estudio (Figura
5.1(d)), se calcula el valor esperado para el conjunto de prueba (Figura 5.1(e)) y se
evalia la capacidad de prondstico del método bajo estudio mediante el calculo del
NRMSE (Figura 5.1(f)). Este proceso de entrenamiento se repite cinco veces de tal
forma que todos los problemas de estudio, los métodos de solucion, los conjuntos
de entrenamiento y los conjuntos de prueba sean cubiertos. El resto de esta seccién

presenta los resultados de la evaluacién experimental descrita.

5.4.1 XOR CONTINUO

La Tabla 5.2 introduce la capacidad de prondstico de los métodos de solu-
cién para el problema del XOR continuo. La primera columna contiene los distintos
métodos seleccionados en esta tesis, mientras que el resto de las columnas (i.e., de
la segunda a la décima) representan los conjuntos de entrenamiento construidos tal
como se describié en la Seccién 5.2. Los elementos de esta tabla indican el NRMSE
obtenido por cada método siendo entrenado con cada conjunto de observaciones, y
corresponde con el promedio de cinco ejecuciones independientes, variando el con-
junto de entrenamiento construido en cada ejecucion. La desviacion estandar es
semejante entre los diferentes métodos, de modo que el promedio se considera re-
presentativo. La Figura 5.2 muestra graficamente estos resultados, de donde pueden
extraerse algunas observaciones. Resulta interesante observar que la capacidad de
prediccién de ANN (en rojo) es muy superior a la de GP (en magenta), situacién

que no concuerda con las observaciones de Neal. Esto puede atribuirse principalmen-
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(b) Seleccién de los conjuntos de

entrenamiento (en rojo) y de prueba
(en verde), de la Tabla 5.1.

!

(c) Seleccidén y aplicaciéon del método
de solucion al conjunto de
entrenamiento:

« ANN (Cap. 4.1)

* GP (Cap. 4.2)

* IGMM (Cap. 4.3)

« BTSR (Cap. 4.4)

—

(f) Determinacion del error cuadrado
medio normalizado (NRMSE).

(e) Cédmputo de la salida del modelo
para el conjunto de prueba.

1

(d) Determinacién de la
aproximacién (modelo) al problema
original.

Figura 5.1: Esquema de solucion para resolver un problema de estudio. Inicialmente

se (a) selecciona el problema a resolver, a partir del cual se (b) extraen los conjuntos

de entrenamiento y de pruecha. Posteriormente, se (c) selecciona y aplica un método

de solucién, mediante el cual se (d) realiza una aproximacion a la funcién deseada.

Una vez que se cuenta con el modelo entrenado, se (e) determina el valor esperado

del modelo sobre el conjunto de prueba y se (f) evaliia la capacidad de generalizacién

computando el NRMSE.
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te a que hemos seleccionado la optimizacién de la verosimilitud logaritmica marginal
para entrenar GP, evidenciando la desventaja de utilizar un conjunto 6ptimo de hi-
perparametros en vez de utilizar el valor esperado de su distribucién probabilistica
para este problema en concreto. Por otro lado, el método que muestra la mejor ca-
pacidad de prondéstico para todos los conjuntos de observaciones es IGMM (en azul),
seguido por las capacidades de pronéstico de ANN y BTSR (en ). La diferencia
promedio en la capacidad de prondstico para IGMM y ANN es de 0.9, y de 0.8 para
IGMM y BTSR, siendo ambas significativas. Para IGMM y ANN puede observarse
que parece existir un efecto ocasionado por el tamano muestral del conjunto de en-
trenamiento bajo las condiciones de experimentacion, al volverse mas importantes
los efectos del ruido y la no-linealidad en conjuntos pequenios (por debajo de DS4).
Para el conjunto de menor tamano analizado, DS1, IGMM presenta una clara ven-
taja sobre ANN pero no asi sobre BTSR, mientras que para el conjunto de mayor
tamano estudiado, DS9, IGMM muestra una ventaja por encima de ambos méto-
dos. Asi, IGMM exhibe una mayor robustez en su capacidad de prondstico ante el
tamano del conjunto de observaciones, en comparacién con el resto de los métodos.
En nuestra experiencia, la convergencia de IGMM necesita en ocasiones de un gran
nimero de iteraciones, al tener un mayor efecto los valores iniciales seleccionados, lo
que permite explicar el valle que presenta en DS5 y DS6 como una estacionalidad
temprana, donde IGMM muestra una capacidad de prondstico impresionante, muy
por encima de los niveles del resto de los métodos. Otra cuestién de interés es que las
capacidades de pronéstico de GP y BTSR parecen no resentir el efecto del tamano

del conjunto de entrenamiento.

5.4.2 AFINIDAD DE ACOPLAMIENTOS ENZIMATICOS

La Tabla 5.3 muestra la capacidad de prondstico al inferir la afinidad de aco-
plamientos enzimaticos. El formato de esta tabla es semejante al de la tabla anterior.
IGMM obtiene la mejor capacidad de pronéstico para todos los conjuntos de entre-

namiento, teniendo una ventaja promedio de 0.027, 0.012 y 0.028 sobre ANN, GP
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Figura 5.2: NRMSE de los métodos de solucién para el problema XOR continuo al
variar el tamano del conjunto de observaciones. En rojo se muestran los resultados
de ANN, en magenta los correspondientes a GP, en azul aquellos de IGMM y en

verde los pertenecientes a BTSR.



CAPITULO 5. EVALUACION COMPUTACIONAL 100

Métodos de Conjuntos de observaciones

solucién DS1 DS2 DS3 DS4 DS5 DS6 DS7 DS8 DS9

ANN 0.513 0.403 0.300 0.267 0.331 0.392 0.273 0.350 0.335

GP 0.595 0.495 0.506 0.501 0.486 0.490 0.508 0.484 0.463
IGMM 0.332 0.341 0.294 0.234 0.199 0.184 0.244 0.264 0.244
BTSR 0.361 0.358 0.351 0.338 0.327 0.344 0.339 0.331 0.340

Tabla 5.2: NRMSE de los métodos de solucién para el problema XOR continuo al

variar el tamano del conjunto de observaciones.

y BTSR, respectivamente. A pesar de presentar la mejor capacidad de prondsti-
co, la diferencia promedio no es lo suficientemente grande para afirmar que ésta es
significativa, como ocurre en el caso del XOR continuo. No obstante, esta diferen-
cia es notoria cuando se tienen conjuntos de observaciones pequenos, por debajo
de DS5, exhibiendo IGMM una capacidad de prondstico considerablemente supe-
rior a la de ANN para el conjunto de menor tamano estudiado, y una ventaja de
0.02 para el resto de los métodos. Por el contrario, para el conjunto de mayor ta-
mano estudiado, IGMM presenta una mejor capacidad de prondstico especialmente
en comparacién con BTSR. Otra cuestion de interés consiste en observar que la ca-
pacidad de prondstico de ANN y GP concuerdan, evidenciando las observaciones de
Neal, lo que implica que la rutina de optimizacion de GP es adecuada para resolver
este problema. De manera general, GP muestra una mayor capacidad de prondstico
en comparacion con BTSR, mientras que ANN presenta una mejor inferencia que
BTSR cuando el tamafio muestral es lo suficientemente grande (por encima de DS5).
Nuevamente se observa un valle en los resultados de IGMM para DS7, lo que podria

indicar que la capacidad de pronéstico de IGMM puede mejorarse.
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Figura 5.3: NRMSE de los métodos de solucién al estimar la afinidad de acoplamiento
enziméaticos variando el tamano del conjunto de observaciones. En rojo se muestran
los resultados de ANN, en magenta los correspondientes a GP, en azul aquellos de

IGMM vy en verde los pertenecientes a BTSR.
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Métodos de Conjuntos de observaciones

solucién DS1 DS2 DS3 DS4 DS5 DS6 DS7 DS8 DS9

ANN 0.197 0.168 0.179 0.166 0.176 0.147 0.155 0.160 0.161

GP 0.164 0.163 0.157 0.163 0.155 0.154 0.169 0.152 0.158
IGMM 0.145 0.148 0.151 0.143 0.138 0.142 0.119 0.156 0.129
BTSR 0.160 0.161 0.163 0.163 0.164 0.204 0.165 0.167 0.171

Tabla 5.3: NRMSE de los métodos de solucion al estimar la afinidad de acoplamiento

enziméaticos variando el tamano del conjunto de observaciones.

5.4.3 CONCENTRACION DE METALES PESADOS EN LA CAPA

SUPERFICIAL DEL SUELO

Por su parte, las Tablas 5.4 y 5.5 presentan la capacidad de prondstico al in-
ferir la concentracion superficial de cadmio y cobre, respectivamente. El formato de
la tabla es semejante a los utilizados anteriormente. Las Figuras 5.4 y 5.5 introdu-
cen graficamente estos resultados. Es importante recordar que ANN, GP y BTSR
resuelven cada tarea de manera separada e independiente, mientras que IGMM re-
suelve ambas tareas simultaneamente. Para la tarea de estimar la concentracién de
cadmio, cuando el tamano del conjunto de entrenamiento es pequenio (por debajo
de DS3), ANN, IGMM y BTSR tienen una capacidad de pronéstico semejante. Sin
embargo, conforme aumenta el tamano muestral, los resultados de ANN y BTSR
divergen de aquellos de IGMM. De este modo, IGMM obtiene nuevamente la me-
jor capacidad de prondstico de entre los métodos de solucién, mientras que ANN y
BTSR muestran capacidades de prondstico semejantes entre ellos. No obstante, la
diferencia promedio entre los errores es de 0.3, una diferencia pequena en compara-
cién con la correspondiente para el XOR continuo, pero considerablemente mayor
a la encontrada en complejos proteicos. De manera similar a lo que ocurre en el
XOR continuo, los resultados de ANN y GP divergen notoriamente, evidenciando

nuevamente la desventaja de emplear la rutina de optimizacién para resolver GP.
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El efecto del tamano muestral en la capacidad de pronodstico de IGMM vuelve a
hacerse presente. En cuanto a la tarea de estimar la concentracion de cobre, cuando
el tamano del conjunto de observaciones es pequeno (por debajo de DS6), IGMM y
BTSR muestran la mejor capacidad de prondstico. Sin embargo, conforme el tamano
muestral aumenta, los resultados de BTSR divergen de aquellos de IGMM. Una vez
mas, IGMM obtiene la mejor capacidad de prondstico. Por su parte, ANN obtiene
una capacidad de prondstico relativamente cercana a ambos métodos, difiriendo sus
resultados por un sélo orden de magnitud para conjuntos pequenos de observaciones,
mientras que al aumentar el niimero de observaciones sus resultados se aproximan a
aquellos de BTSR. De manera semejante a la tarea anterior, los resultados de ANN y
GP divergen. Es importante observar que IGMM parece ser robusto ante el tamano

muestral del conjunto de observaciones.

Métodos de Conjuntos de observaciones

solucién DS1 DS2 DS3 DS4 DS5 DS6 DS7 DS8 DS9

ANN 0.148 0.142 0.131 0.189 0.135 0.132 0.121 0.164 0.193

GP 0.202 0.234 0.230 0.225 0.199 0.217 0.290 0.298 0.271
IGMM 0.142 0.142 0.128 0.139 0.111 0.106 0.121 0.117 0.112
BTSR 0.140 0.138 0.135 0.152 0.145 0.135 0.146 0.147 0.175

Tabla 5.4: NRMSE de los métodos de solucion al pronosticar la concentraciéon de

cadmio conforme varia el tamano del conjunto de observaciones.

De manera adicional, se utilizan los conjunto de observaciones empleados en el estu-
dio comparativo presentado en [2] para entrenar y evaluar IGMM, al ser el método
que tiene la mejor capacidad de prondstico en nuestro estudio, de modo que los
resultados de IGMM son comparables con aquellos que involucra tal estudio: pro-
cesos Gaussianos independientes, aproximaciones condicionales parcialmente inde-
pendientes [29], procesos Gaussinos completos y cokriging ordinario (véase [2] para
una descripcion detallada). El conjunto de entrenamiento contiene 259 observacio-

nes, mientras que el conjunto de evaluacion consiste en 100 muestras. El error medio
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Figura 5.4: NRMSE de los métodos de solucién al pronosticar la concentracién de
cadmio conforme varia el tamano del conjunto de observaciones. En rojo se muestran
los resultados de ANN, en magenta los correspondientes a GP, en azul aquellos de

IGMM vy en verde los pertenecientes a BTSR.
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Figura 5.5: NRMSE de los métodos de solucion al inferir la concentracion de cobre al
variar el tamano del conjunto de observaciones. En rojo se muestran los resultados
de ANN, en magenta los correspondientes a GP, en azul aquellos de IGMM y en

verde los pertenecientes a BTSR.
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Métodos de Conjuntos de observaciones

solucién DS1 DS2 DS3 DS4 DS5 DS6 DS7 DS8 DS9

ANN 0.125 0.097 0.096 0.088 0.125 0.076 0.148 0.112 0.148

GP 0.195 0.191 0.177 0.182 0.200 0.207 0.223 0.278 0.299
IGMM 0.073 0.078 0.072 0.075 0.070 0.074 0.072 0.073 0.070
BTSR 0.075 0.072 0.071 0.074 0.080 0.071 0.097 0.092 0.131

Tabla 5.5: NRMSE de los métodos de solucién al inferir la concentracion de cobre

al variar el tamano del conjunto de observaciones.

absoluto (MAE) de IGMM en comparacién con los métodos estudiados en [2] se

presenta en las Figuras 5.6 y 5.7.

Como puede observarse, IGMM presenta un error medio absoluto considera-
blemente menor que el resto de los métodos estudiados en [2] para ambas tareas, por
encima de los procesos Gaussianos completos, lo cual puede considerarse como evi-
dencia de la capacidad de IGMM para problemas complejos de regresion tanto para
problemas de tarea tnica como para problemas multitarea, en este caso multiples

salidas correlacionadas de forma no-trivial.

En la siguiente seccién se presentan las conclusiones generales que se derivan

de este estudio.
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Figura 5.6: Error medio absoluto y desviacion estandar del pronéstico de cadmio para
10 repeticiones de IGMM, ademds de procesos Gaussianos independientes (IGP),
aproximaciones condicionales parcialmente independientes con M valores inductores

(P(M)), procesos Gaussinos completos (FGP) y cokriging ordinario (CK).
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Figura 5.7: Error medio absoluto y desviacién estandar del prondstico de cobre para
10 repeticiones de IGMM, ademds de procesos Gaussianos independientes (IGP),
aproximaciones condicionales parcialmente independientes con M valores inductores

(P(M)), procesos Gaussinos completos (FGP) y cokriging ordinario (CK).



CAPITULO 6

CONCLUSIONES

Finalmente, en este capitulo se discuten y analizan las conclusiones derivadas
de los resultados de este estudio. En la Seccién 6.1 se presentan las conclusiones
generales de esta tesis, mientras que en la Seccién 6.2 se resumen las contribuciones
que se aportan por medio de ésta. Por ultimo, la Seccién 6.3 describe el trabajo a

futuro de este estudio.

6.1 CONCLUSIONES

En esta tesis se estudié el desempeno en la capacidad de prondstico para dos
métodos Bayesianos reconocidos, como lo son las redes neuronales y los procesos
Gaussianos, y de un método que representa algunas ventajas por encima de éstos
pero que no ha sido aplicado de manera continua en la literatura: el modelo de
mezclas infinitas de Gaussianas. Adicionalmente, el desempeno de los tres métodos
Bayesianos es comparado con el método bootstrap, un método que ha ganado po-
pularidad en los ltimos anos al ser capaz de resolver problemas en donde otros
métodos han fallado. El impacto que tiene el tamano del conjunto de entrenamiento
en el desempeno de estos métodos es también estudiado, especialmente la varia-
cion en la capacidad de pronéstico al disminuir la cantidad de observaciones para el

entrenamiento del modelo.

Se mostro que el modelo de mezcla infinita de Gaussianas es una técnica general

robusta en cuanto al tamano del conjunto de entrenamiento, destacandose de entre

109
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los demas métodos de solucion por obtener las mejores capacidades de prondstico
en todos los problemas de estudio y con todos los conjuntos de entrenamiento. La
diferencia promedio en la capacidad de prondstico es considerable en el problema del
XOR continuo, mientras que esta diferencia promedio con respecto al resto de los
métodos parece no ser considerable en la inferencia de la afinidad de los acoplamien-
tos enzimaticos, aunque para ciertos tamanos muestrales si representa una marcada
ventaja, como es el caso de DS7. Una cuestién similar sucede para la inferencia de
concentracion de metales pesados, donde ademéas IGMM muestra una capacidad de
prondstico considerablemente mejor en comparacién con algoritmos del estado del
arte presentados en [2]. Los métodos Bayesianos contienen de manera implicita un
mecanismo que previene el sobreajuste, y esto ha quedado evidenciado dado que los
tres métodos Bayesianos presentan NRMSEs relativamente pequenos, sin embargo,
el bootstrap ha demostrado ser una herramienta adecuada para evitar el sobreajuste,
al arrojar resultados comparables a aquellos del modelo de mezcla infinita de Gaus-
sianas, e incluso capacidades de prondstico que superan las de un método clasico
como lo es la red neuronal. Comparando las redes neuronales con el modelo de mez-
cla infinita de Gaussianas, se encuentra que existe una importante diferencia entre la
capacidad de prondstico de ambos métodos cuando el tamano del conjunto de entre-
namiento es pequeno, aminorandose esta diferencia conforme se aumenta el tamafno
muestral. No obstante, se muestra que los cuatro métodos de estudio son capaces de
modelar adecuadamente el ruido y la no-linealidad de los conjuntos de observaciones
multidimensionales, previniendo el sobreajuste. Ademas de la robustez empirica que
presenta, entre las ventajas de utilizar el modelo de mezcla infinita de Gaussianas se
encuentran: (i) el modelo es capaz de realizar clasificacion y regresiéon sin modificar
su estructura, (ii) no tiene pardmetros que necesiten de un ajuste y (iii) no necesita
informacion externa a priori de sus parametros para realizar inferencia Bayesiana.
Nuestro interés en este método consiste en que es un algoritmo completamente au-
tomatico que aprende eficazmente la cantidad de componentes y las Gaussianas que
modelan sus observaciones, ademas de asignar un grado de responsabilidad que tiene

cada Gaussiana para una observacion. Esta es una propiedad sumamente interesante
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para el aprendizaje en linea.

Para llevar a cabo estos objetivos se implementaron computacionalmente los
tres métodos Bayesianos en el lenguaje R, y se seleccionaron problemas de estudio
que permitieran un analisis interpretativo de la variacion en la capacidad de prondsti-
co de los métodos. Los tres problemas presentados en este estudio son problemas
no-lineales retadores provenientes de diferentes disciplinas, teniendo caracteristicas
diferentes. El problema XOR continuo tiene como caracteristica el hecho de que sus
observaciones carecen de ruido, mientras que en el problema de la afinidad de aco-
plamientos enzimaticos existen altos niveles de ruido y no-linealidad. EI problema de
concentracion de metales pesados contiene, ademas de ruido y no-linealidad, corre-
lacién en sus atributos de salida, lo que representa una disminucién en la capacidad
de pronéstico cuando las tareas se hacen individualmente, en comparacion con un

enfoque multitarea.

6.2 CONTRIBUCIONES

Las contribuciones que se derivan de este estudio se enlistan a continuacion:

= Se comprobé la efectividad de los métodos Bayesianos bajo estudio. Se com-
prob6 ademés un método no-Bayesiano que, de acuerdo a su popularidad y
su capacidad para resolver problemas en donde otros métodos fallan, logré un
desempeno comparable al modelo de mezcla infinita de Gaussianas y en oca-

siones superior a las redes neuronales.

= Se demostrd el potencial que tienen los métodos Bayesianos, especialmente la
mezcla infinita de Gaussianas, para evitar el sobreajuste conforme el tamano

muestral decrece.

= Se aplicé el modelo infinito de mezcla de Gaussianas a problemas retadores de
interés actual, con lo que se enriquece el bajo nimero de aplicaciones de este

método que han sido estudiadas.
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= Se implementaron las redes neuronales y los procesos Gaussianos con aprendi-

zaje Bayesiano en R, al estar s6lo disponibles en otros lenguajes.

= Se implement6 el modelo de mezcla infinita de Gaussianas, cuya versién mul-
tivariada no se encuentra disponible en ningtn lenguaje, hasta donde nosotros
sabemos. Esta implementacion es de importancia para estudios que se derivan
de éste y de otros que son ajenos, por ejemplo, en materia de aprendizaje en

linea.

= Se escribié un apéndice que detalla la implementaciéon computacional de los
métodos Bayesianos, una aportacién importante para comprender la forma de
operar del modelo de mezcla infinita de Gaussianas y para esquivar las com-
plicaciones que implica su implementacion. Esta contribucién es importante,

al no haber un documento que detalle tal implementacion.

6.3 TRABAJO FUTURO

Este estudio presenta una gran area de oportunidades en que la investigacion

puede extenderse. Algunos estudios que puede derivarse de éste son:

= Incorporar al estudio otros métodos no-lineales cuya mejor caracteristica sea

prevenir el sobreajuste.

» Realzar estudios acerca de los estados metaestables de las cadenas Markov en

los problemas de estudio, que disminuyen la capacidad de prondstico.

» Extender las comparativas con modelos Bayesianos lineales eficientes encon-

trados en literatura, para determinar los limites de prediccién lineales.

= Abarcar una mayor cantidad de problemas de estudio, buscando en éstos di-
ferentes caracteristicas que permitan proporcionar resultados intuitivos y de

gran calidad.
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= Mejorar la capacidad de prondstico de los métodos para problemas en que se
tiene una correlacion en los atributos de salida, incorporando a los modelos un
intercambio de informacion que proporcione mejores resultados que el resolver

los problemas secuencialmente.



APENDICE A

IMPLEMENTACION COMPUTACIONAL

El objetivo principal de esta tesis es aplicar métodos Bayesianos estadisticos y
de aprendizaje automatico en problemas retadores de estudio como lo son el XOR
continuo, la afinidad en acoplamientos enzimaticos y la concentracién de metales
pesados en la capa superficial del suelo, conforme se disminuye el tamatio del con-
junto de entrenamiento, de modo que sea posible analizar la pérdida de precisién que
exhiben los métodos como efecto que tiene el tamano muestral, asi como el ruido y
la no-linealidad presentes en las observaciones. De igual forma, se desea analizar el
desempeno de las técnicas Bayesianas en comparacion con una técnica no-Bayesiana
que ha ganado popularidad en los tltimos anos, el bootstrap, una herramienta es-
tadistica que produce conjuntos de observaciones adicionales a partir de la muestra
original con el fin de estimar la distribucién muestral de un estadistico. En este
apéndice se presenta una descripcién de la implementacion computacional de los
métodos de solucién propuestos. Esta descripcién consiste en las ecuaciones necesa-
rias para implementar cada método, asi como una explicacion de los pasos a seguir.
Se presentan también a lo largo del apéndice algunas observaciones y sugerencias
para evitar problemas en la implementacién (especialmente por precisién numérica).
En la Seccién A.1 se describe la implementacion de las redes neuronales, mientras
que en la Seccion A.2 se detallan los procesos Gaussianos. Finalmente, en la Seccién

A .3 se describe el modelo de mezclas infinitas de Gaussianas.
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A.1 REDES NEURONALES ARTIFICIALES

De manera inicial se genera un conjunto aleatorio de pesos para la red neuronal,

muestreando de una distribucién uniforme en el intervalo [—1, 1]:

p(w) ~U[-1,1]. (A.1)

Posteriormente se generan muestras para los pesos que provengan de su distribucién
posterior dadas las observaciones, utilizando para esto el muestreo de Gibbs con
paso Metrépolis descrito en la Seccion 2.2.2. El parametro de escala se ajusta de tal
forma que se acepten una cantidad entre el 30 y el 70 por ciento de los candidatos.
La distribucion posterior de interés es proporcional a la verosimilitud de los pesos
dadas las observaciones (i.e., la probabilidad de las observaciones dados los pesos).
Por cuestiones numéricas, el muestreo se hace sobre la funcién logaritmica de la

distribucién posterior:

N
Inp(w| X N, Ty) b Z [tﬁ — yp(xn; wk)}2 - gln(%wg). (A.2)
Una vez que se han tomado Mp muestras de los pesos se procede a descartar las
muestras pertenecientes a la etapa inicial transitoria de la cadena de Markov genera-
da, como se detalla en 2.2.1. Al final de este proceso, se tiene un conjunto conformado
por M muestras. Ahora bien, dada una observaciéon x; para la cual se desean inferir
los objetivos en t¢, se computan M salidas de la red neuronal utilizando cada una

de las M muestras de los pesos. La k-ésima salida de la m-ésima red neuronal dada

la observacion n se evaliua mediante:

+wt  Vk,m,n. (A.3)

q P
n CaamY Jk ] i J
yp (T, wi) = 5 wy,, - tanh [g we, - T, +wy, y
j=1 i=1
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Finalmente, el valor esperado a la salida de la red neuronal para una observacion

consiste en promediar sobre las M salidas:

1 M
(trles) = 32 > v/ (@pw™). (A.4)
m:l

A.2 PROCESOS (GAUSSIANOS

El método comienza con la seleccién de valores iniciales para los pardametros
0= (af, o21y,...,1,)T. A falta de informacién preliminar, estos valores iniciales se

muestrean uniformemente del intervalo [0.1, 10]:

p(8) ~ U[0.1,10]. (A.5)

De acuerdo al Teorema de Bayes (Teorema 2.1.1), el conjunto més probable de los
parametros, @,;p, corresponde con aquel que maximiza la funciéon logaritmica de la
verosimilitud marginal de los parametros. De esta forma, se aplica el método del
recocido simulado, presentado en la Seccién 2.3, para resolver el siguiente problema

de optimizacion:

u

s u 1 T 1k VU

en donde la matriz de covarianza C'y, con dimensién (N x N), se obtiene aplicando
la funcién exponencial cuadrada para cada una de las N observaciones. El elemento

nn' de esta matriz se desarrolla mediante:

2

Cn (T, @) = 07 exp + 602 Vn,n', (A7)

1 & (2, —at,)?

i=1 ¢

donde ¢ representa una delta de Dirac y u la dimensionalidad de los atributos de

salida.
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Posteriormente, dada una observacién x; para la cual se desean inferir los objetivos
en ty, se computa el vector de covarianza cx g, con dimensién (N x 1), aplicando la
misma funcién para cada una de las NV observaciones y la observaciéon x ;. El n-ésimo

elemento de este vector se desarrolla mediante:

2 1 < (% B x?)2 2
cxr(Tn, Tp) = 0F exp —3 Z — 7 | T do;  Vn. (A.8)

i=1

Finalmente, el valor esperado del objetivo t’fc dada la observacion x; esta dado por:

tfh=ckpCy'tt Yk (A.9)

Para poder definir las barras de error de esta predicciéon se necesita evaluar la funcién

exponencial cuadrada en la observacion x, lo que proporciona un escalar:

2 1 (3‘33‘ - x})Z 2
ci(xy, xp) = 0Fexp . ;T +do,. (A.10)
Asi, las barras de error pueden evaluarse mediante:
E;fk =c; — cxpCN' Cxp Vk. (A.11)

A .3 MEzZCLA INFINITA DE (GAUSSIANAS

El algoritmo se inicializa con un componente. En esta seccién se asume que las
observaciones son multivariadas, con dimensién d. Dado que no se hace una distincién
entre atributos de entrada y salida, el conjunto de observaciones esta conformado por
D= {y,}_,, donde asuvezy, = (y:,...,y")T. La media y la precisién inicial de
este inico componente corresponden con la media y precision de las observaciones,

respectivamente:
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Bo= Hp, (A.12)
S = x;n (A.13)

El resto de los parametros e hiperparametros del modelo toman valores iniciales de

acuerdo a un muestreo de sus distribuciones posteriores:

A = N(pp, Ep), (A.14)
R = W(d,35), (A.15)
W = W(d,Sp), (A.16)
B = 1/G(1,1/d)+d—1, (A.17)
a = 1/G(1,1), (A.18)
I, = 1, (A.19)

en donde /. es un indicador de la ultima observacion asignada a una clase no re-
presentada. Ahora bien, el muestreo de las distribuciones posteriores puede ser en
cualquier orden, pero el hecho de incorporar y eliminar componentes hace del orden
de muestreo una dificil decisién. Para hacer que el muestreo funcione de manera
veloz y que exista una convergencia a la distribucién posterior deseada se deberian
muestrear todas las variables en ¢ de manera simultanea, pero esto implica la adi-
cién y remocién de clases, lo que a su vez afecta el resto de los pardametros en c¢. Sin
embargo, cuando no hay componentes que se adicionan o remueven, el resto de los
parametros no se ven afectados. Una posible opciéon es muestrear un parametro en c
por ciclo de Gibbs, pero esto ocasionaria muestras altamente correlacionadas en el
tiempo, lo que seria ineficiente. El lado opuesto seria formar un ciclo para muestrear
los parametros ¢ en que se adicionen o remuevan tantas clases como sea necesario,
hasta terminar de muestrear todos los pardametros efectivamente. Esto no es compu-

tacionalmente adecuado, ya que tal ciclo seria demasiado lento. En esta tesis se sigue
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la sugerencia de Mandel [38] para balancear la eficiencia del cédigo y la velocidad de
convergencia. Esta sugerencia consiste en muestrear tantos elementos de ¢ como sea
posible hasta la primera adicién de una clase. Una vez que se adiciona una clase se

muestrean el resto de los parametros para luego continuar con el elemento ¢, = I..
MUESTREO DE p;. A partir de este punto se comienza con el muestreo de Gibbs como
se describié en la Seccién 2.2.1, muestreando una variable por vez mediante las
distribuciones posteriores correspondientes. El muestreo de Gibbs inicia extrayendo

una muestra para la media del componente ;7 mediante:
oo, D 8, AR ~ N (03,8, + AR)ZLE) i (A20)

en donde la matriz de covarianza es:

> = (h;S;+R)™" Vi (A.21)

La variable h; representa aqui la cantidad de observaciones que pertenecen a la clase

j. Por su parte, g, representa la media de tales observaciones:

B=a S u (A22)

MUESTREO DE A Y R. Posteriormente se muestrean los hiperparametros de las medias

de los componentes a través de sus distribuciones posteriores:

k
pAlp,R) ~ N <<u9251 + ZujR> Eﬁ,Eﬁ) , (A.23)
j=1

p(Rlp,A) ~ WIk+1,

%H <zp + ; (b = X" (1 — A))] [(A.24)
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donde la matriz de covarianza E? es:

¥ = (S5 + kR (A.25)

MUESTREO DE S;. A continuacién se muestrean las precisiones de los componentes
mediante:
p(Sjle, D, B,W) ~ W (B+h;, V) Vj, (A.26)
donde la matriz de escala de la distribuciéon Wishart es:

-1

V =

(A.27)

6+h (ﬁWJFZ “’j>>

1:Ci=]

Se recomienda utilizar la pseudo-inversa de Moore-Penrose [48] en vez de la inversion
ordinaria para V', para evitar que el cddigo regrese un error cuando ésta tienda
a ser computacionalmente no-singular debido a cuestiones de precisién numérica.
La pseudo-inversa de Moore-Penrose es una generalizaciéon de la inversa ordinaria
para matrices no-singulares. Este fenémeno aparece con mayor o menor frecuencia

dependiendo del problema que se desea resolver.

MUESTREO DE W. Como siguiente paso, se muestrea la matriz W de las precisiones

de los componentes mediante:

p(W|S1,..., Sk B) ~W (kﬁ +1,

1
kﬁ+1< +BZS> > (A.28)

MUESTREO DE (3. Posteriormente, para muestrear 3 se aplica el muestreo de Gibbs con
paso Metropolis, descrito en la Seccidn 2.2.2, para generar muestras para g mediante

la distribucién posterior:
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3 d—1)k

+ d g _|_ d _ 1 (g+d—1)kd/2
2(g+d—1) 2

K|Sz exp o+ gr( Si)

|
e

Las muestras para [ se recuperan recordando que § = g + d — 1. El parametro

In|W|

de escala se ajusta de tal forma que se acepten una cantidad entre el 30 y el 70
por ciento de los candidatos. El proceso para generar muestras para [ presenta una
de las dificultades encontradas al implementar el modelo. Dado que 3 se utiliza el
parametro de los grados de libertad de la distribucion Wishart, debe cumplir con

una restriccion de esta distribucién:

B>d. (A.30)

Debido a esto, se decide generar una cantidad suficiente de muestras para g, eliminar
aquellas en que g < 1 y seleccionar aleatoriamente una de tales muestras. Luego, la

muestra de fes 8 =¢g+d—1.
MUESTREO DE «. De manera semejante, se aplica el muestreo de Gibbs con paso
Metroépolis para generar muestras de o mediante:
1
Inp(alk,N)=(k—3/2)lna — %0 InlNa) —In(T'(NV + ). (A.31)
a
No existe ninguna restriccion para el valor de «, por lo que basta con tomar como

muestra el primer candidato que sea aceptado (después de ajustar el parametro de

escala).
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DISTRIBUCION POSTERIOR DE LAS CLASES NO-REPRESENTADAS. A continuacién, se
evalia la probabilidad posterior para las clases mediante el producto de la verosimi-
litud de las clases dadas las observaciones y la distribucién a priori de los indicadores
c. La distribucion posterior de las clases depende del niimero de observaciones aso-
ciadas a la clase. Si I. < N entonces existen clases no-representadas, por lo que
es necesario proponer (N — I.) clases, una por cada observacién no asociada a un
componente. Las medias y precisiones se muestrean mediante sus distribuciones a

priori:

p, = NARY, Vge{l,....N-1I} (A.32)
S, = WB,W1) v, (A.33)

mientras que la verosimilitud sigue una distribucién Gaussiana:

Pty Sq) = N(y,lp,, S, Vn,q (A.34)

Sea p** el vector de las N probabilidades posteriores de las clases no-representadas.

Cada elemento de este vector corresponde con:

— x N SH, SiL<n<Ny0<hy,,
pz_r . N— 1+Oé X (yn“‘l’n n ) S1 SN > y )

0, en cualquier otro caso.

Conforme el muestreo de Gibbs avanza aparecen algunos problemas numéricos en el
muestreo del hiperparametro R, cuya matriz tiende a ser no-singular y no-simétrica
debido a cuestiones de precisiéon computacional, lo que ocasiona que el cédigo de-
vuelva un error. Para las cuestiones de no-singularidad de la matriz se recomienda
utilizar la pseudo-inversa de Moore-Penrose en vez de la inversién ordinaria para R,
mientras que para las cuestiones de no-simetria se recomienda verificar y corregir en

este punto la falta de simetria numérica de la matriz R muestreada.
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DISTRIBUCION POSTERIOR DE LAS CLASES REPRESENTADAS. De manera similar, sea

L la matriz de verosimilitud para las clases representadas, con dimensién (k x N).
El elemento Lj, de esta matriz corresponde con la verosimilitud del componente j

dada la n-ésima observacion:

Si A es la matriz de probabilidad a priori para las clases representadas, con dimension
(k x N), entonces el elemento A, de esta matriz estd en funcién de la cantidad de

observaciones diferentes a y,, que la clase j tiene asociada:

hn/j .
[ Y hn">07
A ) N=1ray T
" ! By =0y co = j
(N=Ta) 700

Asi, la matriz de probabilidad posterior de las clases establecidas es el producto

algebraico de la matriz de verosimilitud y la matriz de probabilidad a priori:

P =A-L (A.36)

en donde (-) indica una multiplicacién de elementos. Mediante la distribucién mul-

tinomial se muestrea una clase para cada observacion:

[ /) v
PP
co=M[T || =m]| | N vj. (A.37)
Pr
P .. Py

Finalmente, se asignan las observaciones a las nuevas clases, desde n = I, hasta la
primera adicién de una nueva clase. De modo que los elementos en ¢ desde n = I,

hasta encontrar una clase que tenga una observacion cuyo componente corresponda
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a una clase no representada se reemplazan por los elementos correspondientes en c,.
Las clases ya establecidas que se encuentran en ¢ se mantienen, mientras que aquellas
que no tienen observaciones asociadas se eliminan. Las clases propuestas que fueron
muestreadas se incorporan al modelo. Cuando I. > N, entonces se reinicia mediante

1. = 1. Este procedimiento representa un ciclo de Gibbs.
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