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Capítulo 1.Introducción 

________________________ 

Los modelos de oligopolio han sido analizados durante más de 200 

años, pero recientemente estos modelos empezaron tomar en cuenta los 

beneficios a la sociedad, en un acercamiento tales modelos se llaman el 

oligopolio mixto. Recordamos que un oligopolio mixto en un  mercado de un 

bien homogéneo cuenta con una compañía (agente), la cual, en contraste a 

los agentes privados, maximiza no la función de su ganancia neta pero la 

función llamada bienestar doméstico social. En los últimos años, la 

investigación de patrones de comportamiento de los agentes en los 

mercados mixtos, se ha vuelto más y más popular. 

Los primeros trabajos de oligopolios se pueden encontrar en [3], donde 

empiezan haciendo el análisis de cómo serían las utilidades de la empresa se 

privatizara siempre y cuando estuvieran compitiendo en un equilibrio de 

Cournot, en [4] consideran un sistema de compensaciones analizando un 

cambio en el equilibrio de Cournot y en [5] donde analizan un duopolio con 

una firma publica y una privada. En [18] se consideró el oligopolio mixto en el 

cual la firma publica maximiza el beneficio social y garantiza el agrado de su 

población, lo que no se considera en este artículo era que la firma publica 

podría tener beneficios negativos, es decir, se puede interesar tanto por el 

bienestar de la gente que puede salir con deudas en cuando a sus ganancias y 

provocar en si la bancarrota de la misma. Para las obras pioneras de los 
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oligopolios en común véase Bos [8] y [11]. Excelentes encuestas se pueden 

encontrar en [9], [10] y [12]. 

El interés en oligopolios mixtos es alto debido a su importancia para las 

economías de Europa (Alemania, Inglaterra y otros), Canadá y Japón (véase 

[16]). Hay ejemplos de oligopolios mixtos en los Estados Unidos tales como 

las industrias de paquetería y entrega nocturnas. Oligopolios mixtos son 

también comunes en la Europa del Este y la antigua Unión Soviética, donde la 

competencia entre las empresas públicas y privadas ha existido o aún existe 

en muchas industrias como la banca, préstamo hipotecarios, seguro de vida, 

líneas aéreas, telecomunicaciones, gas natural, energía eléctrica, ferrocarril, 

automóviles, el acero, la educación, hospitales, atención sanitaria, la 

radiodifusión, y servicios de entrega. 

En los trabajos previamente citados los autores investigan el equilibrio 

en sentido de Cournot o Stackelberg. En el equilibrio de Cournot, nombre 

que se le atribuye a Antoine Augustin Cournot, las firmas buscan maximizar 

sus propios beneficios y toman su decisión sin saber la decisión que tomaron 

las otras firmas. Entre las características más comunes que comparte el 

equilibrio de Cournot son: hay más de una firma y todas fabrican el mismo 

producto, el número de firmas es fijo, ninguna firma esta aliada con otra, 

cada firma supone que solo los cambios de su  volumen de producción 

afectará el volumen total del mercado, las firmas son racionales, es decir, 

buscaran maximizar sus beneficios individualmente y no tomaran decisiones 

que podrían llevarlos a la bancarrota. 

En el equilibrio de Stackelberg, nombre que se le atribuye a Heinrich 

Freiherr von Stackelberg, en el cual el menciona que no necesariamente las 
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firmas eligen al mismo tiempo los volúmenes de producción, sino que la 

firma que más impacto tiene en el mercado elije su volumen de producción, 

a esta fiƌŵa Ƌue tieŶe ŵaǇoƌ iŵpaĐto eŶ el ŵeƌĐado se le llaŵa fiƌŵa ͞lídeƌ͟, 

luego de que el líder escoge su volumen, las demás firmas que tienen un 

peso menor en el mercado escogen su volumen de producción en tomando 

Đoŵo ďase la deĐisióŶ de la fiƌŵa ͞lídeƌ͟, a estas fiƌŵas se les llaŵa fiƌŵas 

͞seguidoƌ͟. El primer modelo de Stackelberg fue visto en un duopolio. El líder 

siempre juega primero; por tanto, los seguidores siempre saben cuál es la 

primera jugada. El líder sabe que los seguidores observan su acción para 

determinar la suya y el líder sabe que los seguidores no tienen la opción de 

cambiar las reglas del juego (es decir, no pueden transformar el equilibrio de 

Stackelberg en algún otro tipo). 

Los equilibrios de variación conjetural  (CVE por sus siglas en inglés) 

fueron definidos por Bowley y Frisch ([1] y [2]) en donde definen otro 

concepto para entender y dar una  solución posible a los juegos estáticos. En 

este concepto los jugadores elijen su estrategia óptima tomando en cuenta 

que la estrategia de cada rival es una función conjeturada de su propia 

estrategia. 

En los trabajos de Bulavsky y Kalashnikov [17], [13] y [14]  se fueron 

investigando nuevas formas de definir los equilibrios de variaciones 

conjeturadas para los modelos de oligopolio clásico.  

Cuando se estudia al mercado de oligopolios en el enfoque de los 

modelos clásicos,  en adición a las preguntas de la existencia  de un equilibrio 

y su calculación, se pone mucha atención usualmente al compararlo con el 
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equilibrio de Cournot y de competencia perfecta. En las obras de Bulavsky y 

Kalashnikov [17], [13] y [14]  los ambos modelos fueron incluidos en una 

clase uniforme de modelos de oligopolios en los cuales el grado de influencia 

de cada agente se modela por un parámetro especial (un coeficiente de 

influencia). En más detalles, en lugar de la hipótesis clásica de Cournot, fue 

asumido que cada productor usó las variaciones conjeturales del volumen 

total de mercado en función de variación de  su propia producción como 

abajo: 

௜ሺ�ሻܩ  = ܩ + ሺ� − ,ܩ௜ሺݓ௜ሻݍ  ௜ሻ (1)ݍ

en donde: 

 ;es el volumen total de producción  del mercado ܩ - 

 ;݅ ௜ es la cantidad producida actualmente por el productorݍ - 
 - � es la cantidad esperada para producir por el productor ݅; 
    ௜ሺ�ሻes el volumen total conjeturado por el agente ݅ por el cambio deܩ - 

    su volumen de producción  ݍ௜ a �. 

La función de la conjetura  ݓ௜ሺܩ,  ௜ሻ en la formula (1) representa elݍ

coeficiente de influencia del productor ݅. En el modelo clásico de Cournot 

este coeficiente es igual a 1 y en el modelo de competencia perfecta es igual 

a cero.  Bajo las suposiciones generales ha sido demostrado la existencia y 

unicidad de dichos equilibrios. 

Un enfoque completamente nuevo  fue propuesto por Bulavsky [15]. 

Se supone que cada jugador hace no conjeturas acerca de variación de 

volumen total en función de variaciones de su propio volumen de 
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producción, pero hace conjeturas acerca de las variaciones del precio de 

mercado en función de sus variaciones infinitesimales de la producción. Con 

este cambio la conjetura fue notada por ݒ௜ y una relación simple con la 

notación anterior  ݓ௜: ݓ௜ = − ሻܩሺ´݌௜ݒ , ݅ = ͳ,ʹ,… , ݊ 

Una vez que se conocen las conjeturas de todas las firmas (a las cuales 

también se les llaman coeficientes de influencia), cada firma realiza un 

procedimiento de verificación  y comprueba  si su coeficiente de influencia es 

coherente con los demás o no. La situación cuando los coeficientes de 

influencia de todas firmas son coherentes entre si es natural considerar como 

equilibrio, estos coeficientes de influencia se llaman consistentes y equilibrio 

con conjeturas consistentes se llama equilibrio consistente con variaciones 

conjeturadas  (CCVE por sus siglas en inglés).  

Las mismas formulas obtenidas por Bulavskiy [15] para el  equilibrio 

consistente con variaciones conjeturadas fueron obtenidas por los chinos Liu 

Yuofei, Ni Y.X., Wu F.F., and Cai Bin [19] . Pero para obtención de estas 

formulas los chinos aplicaron una técnica de control óptimo que es mucho 

más complicada que la técnica de Bulavsky, además  en [19] se usa la función 

de la demanda lineal y las funciones de costo cuadráticas, mientras que en 

[15] permitía funciones de demanda no lineales e incluso no diferenciales y 

funciones de costo no necesariamente cuadráticas, pero si convexas.  

Pueden surgir unas preguntas:  

¿Cuál es la diferencia principal entre el equilibrio  consistente de variaciones 

conjetural  (CCVE)  y el equilibrio  clásico Cournot-Nash? 
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En modelo clásico  Cournot-Nash cada agente supone que solo él 

puede cambiar su volumen de producción ݍ௜y los demás no, es decir su 

conjetura es ݓ௜ = �ீ�௤೔ = ͳ. En contraste con el modelo de Cournot-Nash, en 

el caso de CCVE, los coeficientes de influencia ݒ௜ se encuentran como una 

solución de un sistema de ecuaciones, por ejemplo, en el caso  cuando la 

demanda ܩሺ݌ሻ  es continuamente diferenciable con la derivada negativa ܩ´ሺ݌ሻ < Ͳ y las funciones  de costos son cuadráticas de la forma 

௜݂ሺݍ௜ሻ = ͳʹ ܽ௜ݍ௜ଶ + ܾ௜ݍ௜  
donde ܽ௜ > Ͳ, ܾ௜ > Ͳ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ 

se genera el siguiente sistema de ecuaciones no lineales: 

௜ݒ = ͳ∑ ͳݒ௝ + ௝ܽ௡௝≠௜ − ሻ݌ሺ´ܩ , ݆ = ͳ,… , ݊ 

¿Por qué  los modelos con equilibrio consistente de variaciones conjeturales 

(CCVE) son interesantes? 

1.- Los modelos del equilibrio conjeturado forman una clase uniforme. 

Dentro de esta clase están los modelos de Cournot  y competencia perfecta, 

es decir, este concepto es más general que el equilibrio de Cournot-Nash. 

2.- En muchas aplicaciones, los modelos de CCVE nos dan resultados más 

eficientes y atractivos que los modelos clásicos (ver [19] y [18]). En particular, 

cuando aplicaron el concepto de CCVE  a mercado de electricidad (ver [18]), 
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el  equilibrio consistente conjeturado condujo  a mejores resultados para los 

productores y consumidores.  

Los resultados de  Bulavsky [15] fueron extendidos por V. Kalashnikov, 

N. Kalashnykova, etc. en el trabajo [18], en donde consideran un oligopolio 

mixto con no menos que tres productores que fabrican un producto 

homogéneo con funciones de costo cuadráticas  

௜݂ሺݍ௜ሻ = ͳʹ ܽ௜ݍ௜ଶ + ܾ௜ݍ௜ 
donde ܽ௜ > Ͳ, ܾ௜ > Ͳ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊  y ݍ௜es el volumen de producción de la firma ݅. La 

firma ݅ = Ͳ es considerada como firma pública y las otras firmas ݅ = ͳ,… , ݊ 

como privadas. La firma pública maximiza el excedente social (Domestic 

Social Surplus):  

ܵሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ௡ሻݍ = ∫ ∑ݔሻ݀ݔሺ݌ ௤೔�೔=0
଴ − ௜௡ݍ∑)݌

௜=ଵ ) − ܾ଴ݍ଴ − ͳʹ ܽ଴ݍ଴ଶ 

y las firmas privadas buscan maximizar sus ganancias netas: 

. �௜ሺ݌, ௜ሻݍ = ݌ ∙ ௜ݍ − ௜݂ሺݍ௜ሻ. 
Bajo las suposiciones generales se demuestra la existencia y unicidad del 

equilibrio exterior para cualquier  coeficiente de influencia  ݒ௜ ൒ Ͳ, ݅ =Ͳ,ͳ,… , ݊ y la existencia del equilibrio interior o consistente. 

En este trabajo extendemos los resultados de [18] para el caso de 

oligopolio mixto, en donde la firma pública maximiza una combinación 
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convexa de sus intereses propios, es decir, su utilidad neta con los intereses 

de su población, es decir, el excedente social, más exacto:                        ܵሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ௡ሻݍ
= ൮ߚ ∫ ∑ݔሻ݀ݔሺ݌ ௤೔�೔=0

଴ − ௜௡ݍ∑)݌
௜=ଵ ) − ܾ଴ݍ଴ − ͳʹ ܽ଴ݍ଴ଶ)

+ ሺͳ − ሻߚ ଴ݍ݌) − ܾ଴ݍ଴ − ͳʹ ܽ଴ݍ଴ଶ) 

donde Ͳ < ߚ ൑ ͳ, es decir, podemos considerar ߚ Đoŵo ͞gƌado de la 

soĐializaĐióŶ͟. No consideramos el caso  ߚ = Ͳ porque este valor 

corresponde al  caso del oligopolio clásico, y en esta tesis trabajamos con 

oligopolio mixto. El ejemplo para los resultados numéricos es tomado de [18] 

en el mercado de la electricidad pero adaptados a este modelo. 

El resto de la tesis está organizada de la siguiente manera. En el 

capítulo 2 planteamos el modelo, formulamos las hipótesis y consideraciones 

para el funcionamiento del modelo. En el capítulo 3 definimos el equilibrio 

exterior para los coeficientes de influencia dados y demostramos el teorema 

de existencia y unicidad del equilibrio exterior.  En el capítulo 4 definimos el 

criterio de consistencia y el equilibrio interior, también demostramos la 

existencia de dicho equilibrio.  En el capítulo 5 consideramos el caso 

particular con  la función de la demanda lineal, también demostramos la 

existencia y unicidad del equilibrio interior y demostramos el 

comportamiento monótono respecto al parámetro ߚ de los coeficientes de 

influencia. En el capítulo 6 utilizamos los datos del ejemplo numérico de [18], 



Diego de Jesús Hernández Rodríguez Página 9 

 

realizamos los experimentos numéricos para búsqueda de tres tipos de 

equilibrios para nuestro modelo: 

1.- equilibrio conjeturado y consistente calculado por las fórmulas que se 

desarrollan en esta tesis; 

2.- equilibrio de Cournot; 

3.-equilibrio de competencia perfecta, es decir, cuando los coeficientes de 

influencia son ceros. 

Analizamos y comparamos los resultados obtenidos entre sí. Además, 

proponemos para los ejemplos considerados un criterio para elegir el valor 

óptimo para el parámetro ߚ. En el capítulo 7 están las conclusiones sobre la 

investigación realizada y mis planes para  el trabajo futuro. 
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Capítulo 2. Especificación del modelo 

_______________________________ 

Consideraremos no menos de tres productores en un mercado de 

oligopolio mixto de un bien homogéneo con  funciones de costo  

௜݂ሺݍ௜ሻ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊, ݊ ൒ ʹ donde ݍ௜ es la producción del productor ݅. 
Consideraremos la demanda de dos tipos: la demanda pasiva ܩሺ݌ሻ y la 

demanda activa � que no depende del precio ݌ y es no negativa. 

Relacionaremos el equilibrio entre la demanda y  los suministros para el 

precio p con la siguiente ecuación de balance 

௜ݍ∑  = ሻ݌ሺܩ + �௡
௜=଴  

(2) 

Para el modelo nosotros asumiremos los siguientes supuestos. 

A1. La función de demanda pasiva ܩሺ݌ሻ está definida para los precios,              ݌ ∈ ሺͲ,+∞ሻ es continuamente diferenciable, no creciente con  ܩ′ሺ݌ሻ < Ͳ. 

A2. Para cada ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ la función de costos  ௜݂ሺݍ௜ሻ es cuadrática, es decir,   

 ௜݂ሺݍ௜ሻ = ͳʹ ܽ௜ݍ௜ଶ + ܾ௜ݍ௜ (3) 

donde ܽ௜ > Ͳ, ܾ௜ > Ͳ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ 

También, asumiremos que                                
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 ܾ଴ ൑ maxଵ≤௜≤௡ ܾ௜ (4) 

 

Los productores  ݅ ,݅ = ͳ,… , ݊ son privados y eligen  su volumen de 

producción ݍ௜ maximizando su función de utilidad neta �௜ሺ݌, ௜ሻݍ = ݌ ∙ ௜ݍ −௜݂ሺݍ௜ሻ.  El  productor ݅ = Ͳ,  llamado  público, selecciona su volumen de 

producción ݍ଴ maximizando la función que es la combinación convexa de la 

función de beneficio social y utilidad neta  

                        ܵሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ௡ሻݍ
= ൮ߚ ∫ ∑ݔሻ݀ݔሺ݌ ௤೔�೔=0

଴ − ௜௡ݍ∑)݌
௜=ଵ ) − ܾ଴ݍ଴ − ͳʹ ܽ଴ݍ଴ଶ)

+ ሺͳ − ሻߚ ଴ݍ݌) − ܾ଴ݍ଴ − ͳʹ ܽ଴ݍ଴ଶ) 

 

 

 

 

(5) 

donde  Ͳ < ߚ ൑ ͳ. 

Ahora diremos que cada agente (tanto públicos como privados) asumen la 

decisión de sus volúmenes de producción afectaran el precio ݌. En este caso 

la condición necesaria de optimalidad de primer orden para el agente público  

(݅ = Ͳ) toma la forma siguiente        

଴ݍ߲߲ܵ = ݌ − [ሺ ͳ − + ଴ݍሻߚ ௜௡ݍ∑ߚ
௜=ଵ ] ଴ݍ߲݌߲ − ܾ଴ − ܽ଴ݍ଴ {= Ͳ,    ݍ ݅ݏ଴ > Ͳ;൑ Ͳ,   ݍ ݅ݏ଴ = Ͳ;   (6) 

  

y para los agentes privados (݅ = ͳ,… , ݊)         
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 ߲�௜߲ݍ௜ = ݌ + ௜ݍ ௜ݍ߲݌߲ − ௜݂´ሺݍ௜ሻ {= Ͳ,    ݍ ݅ݏ଴ > Ͳ;൑ Ͳ,   ݍ ݅ݏ଴ = Ͳ; ݅ ܽݎܽ݌  = ͳ,… , ݊ 
(7) 

Para describir el comportamiento de los agentes necesitamos evaluar el 

comportamiento de la derivada  
�௣�௤೔ =   ݌ ௜ antes de la dependencia deݒ−

sobre ݍ௜ .  Introduciremos el signo negativo con el objetivo de poder trabajar 

con los valores no negativos de ݒ௜. La dependencia ݌  respecto a ݍ௜   debe 

probar (al menos localmente) concavidad del beneficio del i- esimo agente  

en función de su propia producción ݍ௜.  De otra manera no podemos 

garantizar que el beneficio sea maximizado (pero no minimizado).  Como 

hemos supuesto que las funciones de costo ௜݂ሺݍ௜ሻ son cuadráticas y 

estrictamente convexas, entonces, para la concavidad de la función  �௜ሺݍ௜ሻ,  ݅ = ͳ,… , ݊  es suficiente obtener la concavidad del producto ݌ ∙  ௜ . Siݍ

asumimos que el coeficiente ݒ௜ (al cual ahora nos referiremos como el 

coeficiente de influencia del agente i- esimo) es no negativo y constante. 

Entonces, la dependencia local de la utilidad neta  �௜ሺݍ௜ሻ respecto al volumen 

de producción �௜ tiene la forma [݌ − ௜ሺ�௜ݒ − ௜ሻ]�௜ݍ − ௜݂ሺ�௜ሻ y la condición 

(7)  para  �௜ =              ௜se reescribe de la siguiente maneraݍ

݌}  = ௜ݍ௜ݒ + ܾ௜ + ܽ௜ݍ௜ , ௜ݍ ݅ݏ > Ͳ;݌ ൑ ܾ௜ ௜ݍ ݅ݏ                           , = Ͳ; ܽݎܽ݌ ݅ = ͳ,… , ݊ 
(8) 

y se usa como la condicion suficiente. 

Similarmente, las conjeturas de la dependencia local de la función de 

beneficio  de la compañía pública ( ݅ = Ͳ) respecto a  su volumen de 

producción �଴está dada de la forma siguiente 
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൮ߚ  ∫ ∑+0�ݔሻ݀ݔሺ݌ ௤೔�೔=0
଴ − ݌] ଴ሺ�଴ݒ − − [଴ሻݍ ௜௡ݍ∑)

௜=ଵ ) − ଴݂′ሺ�଴ሻ)
+ ሺͳ − ݌]ሻߚ ଴ሺ�଴ݒ − − ଴ሻ]�଴ݍ − ଴݂′ሺ�଴ሻ 

 

 

(9) 

Lo que permite escribir la condición de optimalidad de primer orden cuando  �଴ =     :଴ en la forma como sigueݍ

 

{  
݌   = ௜ݍ∑଴ݒߚ− + ሺͳ − ଴ݍ଴ݒሻߚ + ܾ଴ + ܽ଴ݍ଴, ଴ݍ ݅ݏ > Ͳ;௡

௜=ଵ݌ ൑ ௜ݍ∑଴ݒߚ− + ܾ଴,                                             ݍ ݅ݏ଴ = Ͳ;௡
௜=ଵ

 

 

(10) 

y usar (10) como la condicion suficiente. Si las conjeturas de los agentes eran 

dadas exógenamente  tan como en papeles de Bulavsky y Kalashnikov ([13], 

[14]) , en este caso los valores ݒ௜, en general, dependen del volumen de 

producción del agente ݅ y del precio del mercado, es decir, sean funciones de ݍ௜ y ݌, pero, puede ser, que ݒ௜ depende  también y de volumen total del 

mercado. Sin embargo, en este trabajo usaremos el enfoque propuesto por 

Bulavsky ([15]),  donde las conjeturas ݒ௜ están incluidas en el equilibrio y son 

determinadas simultáneamente con el precio ݌ y los volúmenes de 

producción ݍ௜. En el último caso, los coeficientes de influencia son 

parámetros escalares determinados solo por el equilibrio. Más adelante tal 

equilibrio es descrito por ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ,௡ݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  .௡ሻ y se llama interiorݒ
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Capítulo 3. Equilibrio Exterior 

_______________________________ 

Para poder proseguir lo anterior necesitamos definir otra noción de equilibrio 

llamado exterior ([15]) con coeficientes de influencia ݒ௜ ൒ Ͳ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ 

dados de forma exógena.  

Definición: el conjunto ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … ,  ௡ሻ es llamado  equilibrio exterior, paraݍ

los coeficientes de influencia ሺݒ଴, ,ଵݒ … ,  ௡ሻ si el mercado es balanceado, esݒ

decir, la condición (2) se satisface, y para cada agente  las condiciones (8) y 

(10) son válidas. 

A continuación, vamos a considerar solo el caso en el que el conjunto de 

productores está fijo, es decir, no depende de los valores  de los coeficientes 

de influencia ݒ௜. Para eso suponemos lo siguiente: 

A3. Para el precio ݌଴ = maxଵ≤௝≤௡ ௝ܾ, la siguiente desigualdad se cumple:     

 ∑ ଴݌ − ܾ௜ܽ௜ < ଴ሻ௡௜=଴݌ሺܩ  

 

(11) 

La suposición anterior, junto con las suposiciones A1 y A2, garantiza que para 

todos los valores no negativos de ݒ௜ , ݅ = ͳ,… , ݊  y para cualquier valor de ݒ଴ ∈ [Ͳ, ଴̅̅ݒ ̅ሻ donde                        
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 Ͳ < ௢̅̅ݒ ̅ = {  
  ܽ଴ ଴ሻ݌ ሺܩ] − ଴݌ − ܾ଴ܽ଴  ∑ ଴݌ − ܾ௜ܽ௜௡௜=ଵ − ͳ] , ଴݌∑ ݅ݏ − ܾ௜ܽ௜௡

௜=ଵ > Ͳ
݋݀݋݉ ݋ݎݐ݋ ݁݀                                   ,∞+  

 

 

(12) 

existe una solución óptima para las condiciones (8) y (10) que satisface la 

ecuación de balance (2), es decir, un equilibrio exterior.  Y además, las 

condiciones (2), (8) y (10) se cumplen simultáneamente si y solo si ݌ >  ,଴݌

esto es, si y solo si todos los volúmenes de producción ݍ௜ son estrictamente 

positivos para  ݅ = ͳ,… , ݊.  En efecto, si ݌ > ݌  ଴, entonces  las desigualdades݌ ൑ ܾ௜ , ݅ = ͳ,… , ݊ dadas por (8)  y ݌ ൑ ∑଴ݒ− ௜ݍ + ܾ଴௡௜=ଵ   dadas por (10) no 

son posibles, lo que significa que  todos ݍ௜, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊  son positivos.  Si 

todos volúmenes de producción ݍ௜ > Ͳ, ݅ = Ͳ,ͳ, . . . , ݊, entonces para las 

condiciones dadas por (8) tenemos que 

݌  = ௜ݍ௜ݒ + ܾ௜ + ܽ௜ݍ௜ > ܾ௜ , ݅ = ͳ,… , ݊  

entonces  ݌ > maxଵ≤௝≤௡ ௝ܾ =  ଴݌
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Teorema 1. Con las suposiciones A1, A2 y A3  y para cualquier � ൒ Ͳ,ݒ௜ ൒ Ͳ, ݅ = ͳ,… , ݊ y ݒ଴ ∈ [Ͳ, ଴̅̅ݒ ̅ሻ  existe  un único equilibrio exteriorሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … ,  ௡ሻݍ
que depende continuamente de los parámetros ሺ�, ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ௡ሻ. El precioݒ

del equilibrio ݌ = ,�ሺ݌ ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ௡ሻ como función de esos parámetros esݒ

diferenciable respecto a  � y ݒ௜ , ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊. Además,݌ሺ�, ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ  ଴ y݌<

 

�߲݌߲   = ͳݒ଴ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒ ሻߚ ͳݒ௜ + ܽ௜ − ሻ௡௜=଴݌ሺ´ܩ  
(13) 

 

 

Demostración. 

Sea ݒ = ሺݒ଴, ,ଵݒ … , �௡ሻݒ ൒ Ͳ, utilizando las ecuaciones de optimas de un 

equilibrio exterior (8) y (10), vamos a definir las funciones de los volúmenes 

de producción de cada productor ݍ௜ = ,݌௜ሺݍ ,଴ݒ … , ,଴݌] ௡ሻ en el intervaloݒ +∞ሻ, estas funciones son continuamente diferenciables con respecto a p 

y están dadas de la siguiente manera:       

଴ݍ  = ݌ − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ܽ଴ݒߚ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ −݌ ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ  

(14) 

y      

௜ݍ  = ݌ − ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜ , ݅ = ͳ,… , ݊ 
(15) 
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Como son continuamente diferenciales con respecto a ݌, vamos a analizar 

sus derivadas parciales, esto es:        

݌଴߲ݍ߲  = ͳܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ܽ଴ݒߚ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ ൒

൒ ͳܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ  > Ͳ 

 

(16) 

y                                            

݌௜߲ݍ߲  = ͳݒ௜ + ܽ௜ > Ͳ, ݅ = ͳ,… , ݊ 
(17) 

Ahora introduciremos la función ܳሺ݌; ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ∑ ;݌௝ሺݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻ௡௝=଴ݒ  la cual es continuamente 

diferenciable y estrictamente creciente y tiende a +∞ cuando ݌ → +∞. 

Basado sobre (14), (15) y la suposición A3  en el caso si ∑ ௣0−௕೔�೔+௔೔ > Ͳ௡௜=ଵ  para 

cualquier                        ݒ௜ ൒ Ͳ,     ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ tenemos que 
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                          ܳሺ݌଴; ,଴ݒ ,ଵݒ … , =௡ሻݒ ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴݌∑଴ݒሻߚ − ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ  

< ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴̅̅ݒ ̅ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴݌∑଴ݒሻߚ − ܾ௜ܽ௜௡
௜=ଵ

൑ ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ ଴ሻ݌ ሺܩ] + − ଴݌ − ܾ଴ܽ଴  ∑ ଴݌ − ܾ௜ܽ௜௡௜=ଵ − ͳ]∑݌଴ − ܾ௜ܽ௜௡
௜=ଵ= ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ + ଴ሻ݌ሺܩ − ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ =  ଴ሻ݌ሺܩ

 

y en el caso si  ∑ ௣0−௕೔�೔+௔೔ = Ͳ௡௜=ଵ  tenemos: 

                         ܳሺ݌଴; ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ == ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ܽ଴ݒߚ + ሺͳ − ଴݌∑଴ݒሻߚ − ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ+ ଴݌ − ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜ = ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ ൑ ଴݌ − ܾ଴ܽ଴ <  ଴ሻ݌ሺܩ

 

Entonces existe único valor ݌∗ > ;∗݌଴  tal que: ܳሺ݌ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ሻ∗݌ሺܩ + � 

Para este valor ݌∗, calculamos los volúmenes de producción                              ݍ௜∗ = ;∗݌௜ሺݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ,௡ሻݒ ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ utilizando las formulas (14) y (15).   

Entonces está demostrada la existencia y unicidad del equilibrio exterior ሺ݌∗, ,∗଴ݍ ,∗ଵݍ … , ௜ݒ  ௡∗ሻ para cualquier parámetro dadoݍ ൒ Ͳ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊, y �. 

Ahora demostramos que el precio ݌∗del equilibrio exterior continuamente 

diferenciable respecto a los parámetros ሺ�, ,଴ݒ … ,  ௡ሻ. Para esto, vamos aݒ
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sustituir en las expresiones (14) y (15) para ݍ௜ = ;݌௜ሺݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ௡ሻ  en laݒ

ecuación de balance (2) y obtenemos la siguiente relación:    

଴ݍ  ௜௡ݍ∑+
௜=ଵ  − ሻ݌ሺܩ − � 

= ( ݌ − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ܽ଴ݒߚ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ −݌ ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ ) + ݌ − ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜− ሻ݌ሺܩ − � = = )݌ ͳܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ −݌ ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ )

− ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ − ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡
௜=ଵ− ሻ݌ሺܩ − � = Ͳ 

 

 

 

 

 

(18) 

Ahora vamos a introducir una función 

                            Γሺ݌; ,଴ݒ ,ଵݒ … , =௡ሻݒ ݌ ( ͳܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ
+ ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ −݌ ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡

௜=ଵ ) − ܾ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ
− ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ܾ௜ݒ௜ + ܽ௜௡

௜=ଵ − ሻ݌ሺܩ − �   

 

 

 

(19) 

Y vamos a reescribir  la igualdad (18) como una ecuación funcional               

 Γሺ݌; ,଴ݒ ,ଵݒ … , ,௡ݒ �ሻ = Ͳ (20) 
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Vamos a analizar el comportamiento de la derivada parcial con respecto a p: 

߲Γ�݌ = ͳܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ + ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௜ + ܽ௜ − ሻ݌ሺ´ܩ ൒௡
௜=ଵ

ͳܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ > Ͳ 

Observamos que la derivada parcial siempre es estrictamente positiva, dada 

esta condición, podemos aplicar el Teorema de la Función Implícita para 

concluir que el precio ݌ considerado como función ݌ = ,଴ݒሺ݌ ,ଵݒ … , ,௡ݒ �ሻ es 

diferenciable con respecto a todos los parámetros ݒ଴, ,ଵݒ … , ,௡ݒ �, más 

importante, la derivada parcial del precio del equilibrio  ݌ con respecto a � 

puede ser encontrada de la ecuación ߲Γ߲݌ ∙ �߲݌߲ + ߲Γ߲� = Ͳ 

Lo que finalmente lleva a ߲߲݌� = ͳݒ଴ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒ ሻߚ ͳݒ௜ + ܽ௜ − ሻ௡௜=଴݌ሺ´ܩ  

Y con esto la demostración esta completa. 
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Capítulo 4. Equilibrio Interior 

_______________________________ 

Para poder describir  el equilibrio interior, primero describiremos el 

procedimiento de verificación de los coeficientes de influencia ݒ௜ como 

fueron descritos por Bulavsky [15]. Supongamos que tenemos un equilibrio 

exterior ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ,଴ݒ௡ሻ que ocurrió para algunos ሺݍ ,ଵݒ … ,  .� ௡ሻ y unaݒ

Uno de los productores, digamos el ݇, temporalmente cambia su 

comportamiento absteniéndose de maximizar  sus ganancias y haciendo 

pequeñas variaciones sobre su volumen de producción ݍ௞. En términos 

matemáticos es equivalente a restringir a los agentes del subconjunto ݅ ≠ ݇ 

con su producción ݍ௞ substraída desde la demanda activa. 

La variación del volumen de producción del agente ݇ es equivalente  a la 

variación de la demanda activa en la forma �௞ = � −  ௞.  Si Consideramosݍ

que estas variaciones son infinitesimales, entonces, el agente ݇ puede 

estimar la derivada del precio del equilibrio con respecto a la demanda 

activa, es decir, sus coeficientes de influencia. 

Aplicando la formula (13) del Teorema 1 para calcular las derivadas, debemos 

de recordar que el agente ݇ esta temporalmente ausente del modelo en 

equilibrio, por lo tanto uno a si excluido de todas las sumas con el numero     ݅ = ݇. Teniendo esto a considerar, tenemos el siguiente criterio. 
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Criterio de Consistencia: Dado un equilibrio exterior ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … ,  ௡ሻ, losݍ

coeficientes de influencia ݒ௞, ݇ = Ͳ,ͳ,… , ݊ se referirán como consistentes  si 

las siguientes ecuaciones se cumplen:  

଴ݒ  = ͳ∑ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ −  ሻ݌ሺ´ܩ
 

(21) 

y                          

௜ݒ  = ͳݒ଴ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௝ + ௝ܽ௡௝=଴௝≠௜ − ሻ݌ሺ´ܩ , ݅ = ͳ,… , ݊ 

 

(22) 

Nota: si todos los agentes maximizan su producción como compañías 

privadas, entonces las formulas (21)-(22) se reducen a una única fórmula: 

௜ݒ = ͳ∑ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௝=଴௝≠௜ − ሻ݌ሺ´ܩ , ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ 

Ahora podemos definir con detalle que es un equilibrio interior. 

 

Definición 1: La colección ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ,௡ݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௞ݒ                          ௡ሻ dondeݒ ൒ Ͳ, ݇ = Ͳ,ͳ,… , ݊ es un equilibrio interior si la colección ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … ,   ௡ሻݍ
es el equilibrio exterior para los coeficientes de influencia dados                               ݒ௞ ൒ Ͳ, ݇ = Ͳ,ͳ,… , ݊  y el criterio de consistencia se satisface para todo ݇. 

 

Teorema 2. Con las suposiciones A1, A2 y A3, existe un equilibrio interior. 
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Demostración 

Vamos a demostrar que existen ݒ଴߳ [Ͳ, ଴̅̅ݒ ̅ሻ, ௜ݒ ൒ Ͳ, ௜ݍ ൒ Ͳ , ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ y  ݌ > ,݌଴ tal que el vector ሺ݌ ,଴ݍ ,ଵݍ … , ,௡ݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ௡ሻ es un equilibrioݒ

exterior y las ecuaciones (21) y (22) se satisfacen. Para trabajar de una 

manera más sencilla y eficiente, vamos a introducir un parámetro ߙ de tal 

manera que ܩ ´ሺ݌ሻ = ఈଵ+ఈ donde ߙ ∈ [−ͳ,Ͳ] , e introducimos las funciones 

siguientes:   

,ߙ଴ሺܨ  ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ͳ + ͳߙ + ∑ߙ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ −  ߙ

 

(23) 

y           

,ߙ௜ሺܨ  ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ͳ + ሺͳߙ + ሻߙ ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௝ + ௝ܽ௡௝=ଵ௝≠௜ − ݅   ,ߙ = ͳ,… , ݊. 
 

 (24) 

Como ݒ௜ ൒ Ͳ, ܽ௜ ൒ Ͳ , ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊  y ߙ ∈ [−ͳ,Ͳ], las funciones                       ܨ௜ , ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ estan bien definidas y son continuas con respecto a sus 

argumentos sobre el dominio correspondiente. 

Ahora introduzcamos una función auxiliar Φ: [−ͳ,Ͳ]ܴݔ+௡+ଵ → [−ͳ,Ͳ] de la 

manera siguiente. Para un valor arbitrario ߙ ∈ [−ͳ,Ͳ] y                    ሺݒ଴, ,ଵݒ … , ௡ሻݒ ∈  [Ͳ, ଴̅̅ݒ ̅ሻݔ ܴ+௡, se encontrara el único vector del equilibrio 

exterior ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … ,  ௡ሻ (existe por el Teorema 1) y luego se calculara delݍ

valor de la derivada ܩ ´ሺ݌ሻ en el punto de equilibrio ݌. Luego definiremos el 

valor de la función Φ  como sigue:    
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 Φሺߙ, ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ߙ̂ = ܩ ´ሺ݌ሻͳ − ܩ ´ሺ݌ሻ  ∈ [−ͳ,Ͳ]. (25) 

Cuando definimos esta función auxiliar, nosotros no indicamos la 

dependencia sobre �, porque no va a variar para nada en la demostración. 

Como la derivada ܩ ´ሺ݌ሻ es continua con respecto a ݌ (esto por A1) y el precio 

del equilibrio      ݌ = ,଴ݒሺ݌ ,ଵݒ … ,  ௡ሻ, esta vez, es una función continua (estoݒ

usando el Teorema 1), entonces la función Φ es continua por ser una 

composición de funciones continuas (nótese que la dependencia sobre ߙ es 

ficticia). 

Para terminar con la demostración, vamos a definir el siguiente mapeo          ܪ = ሺΦ, ,଴ܨ ,ଵܨ … , :௡ሻܨ [−ͳ,Ͳ]ܴݔ+௡+ଵ → [−ͳ,Ͳ]ܴݔ+௡+ଵ y luego seleccionamos  

un conjunto compacto que ܪ mapea a sí mismo. A continuación vamos a 

encontrar cotas para todas las funciones que definimos en las formulas (23) y 

(24). Para eso definamos ݏ = max{ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡}.  En las formulas (23) y (24) 

se cumplen las siguientes relaciones: si ߙ = −ͳ entonces  

,଴ሺ−ͳܨ  ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = Ͳ  (26) 

,௜ሺ−ͳܨ  ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = Ͳ, ݅ = ͳ,… , ݊ (27) 

mientras que para ߙ ∈ ሺ−ͳ,Ͳ] se obtiene   

 Ͳ ൑ ,ߙ଴ሺܨ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ͳ + ͳߙ + ∑ߙ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ − ߙ ൑ 

ͳ + ͳߙ + ∑ߙ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ = ͳ∑ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ ൑ 

ͳ∑ ͳݒ௜ + ௡௜=ଵݏ  

 

 

 

(28) 
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y           

                         Ͳ ൑ ,ߙ௜ሺܨ ,଴ݒ ,ଵݒ … , =௡ሻݒ ͳ + ሺͳߙ + ሻߙ ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ − ߙ
൑ ͳݒ଴ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ ൑ ͳ   ∑ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ൑ ͳ∑ ͳݒ௜ + ௡௜=ଵݏ , ݅ = ͳ,… , ݊. 

 

 

 

 

(29) 

Las relaciones (26) – (29) se observa que para cualquier ߙ ∈ [−ͳ,Ͳ] si                Ͳ ൑ ௝ݒ ൑ ௦௡−ଵ , ݆ = Ͳ,ͳ,… . , ݊ entonces los valores de ܨ௝ሺߙ, ,଴ݒ ,ଵݒ … , ݆    ,௡ሻݒ = Ͳ,ͳ, . . . , ݊ caen en el mismo intervalo cerrado [Ͳ, ௦௡−ଵ]. Por lo tanto, establecimos que el mapeo continuo ܪ =ሺΦ,ܨ଴, ,ଵܨ … , ݔ௡ሻ mapea el conjunto compacto [−ͳ,Ͳ]ܨ [Ͳ, ௦௡−ଵ]௡+ଵ. 

Entonces, por el Teorema del punto fijo de Brouwer, el mapeo ܪ tiene un 

punto fijo ሺߙ, ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ,௡ሻ , este esݒ

 

{  
  Φሺߙ, ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ,ߙ଴ሺܨ,ߙ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ,ߙଵሺܨ,଴ݒ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ,ߙ௡ሺܨ⋮,ଵݒ ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = .௡ݒ  

 

(30) 

Para el punto fijo ሺߙ, ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ௡ሻ  por el Teorema 1, podemos encontrarݒ

único equilibrio exterior ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … ,  ௡ሻ para los coeficientes de influenciaݍ
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ሺݒ଴, ,ଵݒ … , ௡ሻݒ ∈  [Ͳ, ଴̅̅ݒ ̅ሻݔ ܴ+௡  del punto fijo. Del sistema (30) y de la 

definición de la función   los coeficientes de influencia ሺݒ଴, ,ଵݒ … ,  ௡ሻݒ
satisfacen las condiciones (21) y (22). Por lo tanto, de acuerdo a la definición 

1, en consecuencia el vector construido ሺ݌, ,଴ݍ ,ଵݍ … , ,௡ݍ ,଴ݒ ,ଵݒ … ,  ௡ ሻ es elݒ

equilibrio interior deseado. Y con esto la demostración está completa. 
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Capítulo 5.La demanda es función lineal 

_________________________________ 

 

Consideramos el caso particular cuando la demanda es la función lineal           ܩሺ݌ሻ = ݌ܭ− + ܶ con ܭ > Ͳ, ܶ > Ͳ y demostraremos el siguiente teorema: 

 

Teorema 3. Para cada Ͳ < ߚ ൑ ͳ existe único equilibrio interior ሺ݌∗ሺߚሻ, ,ሻߚ଴∗ሺݍ …,ሻߚଵ∗ሺݍ , ,ሻߚ௡∗ሺݍ ,ሻߚ଴∗ሺݒ …,ሻߚଵ∗ሺݒ ,  ሻሻ. Los coeficientes deߚ௡∗ሺݒ

influencia ݒ௜∗ሺߚሻ, ݅ = Ͳ,ͳ,… , ݊ son diferenciables dentro del intervalo  Ͳ < ߚ ൑ ͳ 

y monótonamente decrecientes  dentro del intervalo ͳͳ + ܽ଴ ሺ݊ − ͳሻଶ݊ݏ < ߚ ൑ ͳ 

donde ݏ = max{ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡}.  

Demostración 

De manera similar a la demostración 2, definiremos las siguientes funciones  

,ߚ଴ሺܨ̂  ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ͳ∑ ͳݒ௜ + ܽ௜௡௜=ଵ + ܭ =  ଴ݒ

 

(31) 

y                     
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,ߚ௜ሺܨ̂  ,଴ݒ ,ଵݒ … , ௡ሻݒ = ͳݒ଴ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳݒ௝ + ௝ܽ௡௝=ଵ௝≠௜ + ܭ = ௜ݒ , 
                                                                                             ݅ = ͳ,… , ݊ 

(32) 

y sea el conjunto ݏ = max{ܽ଴, ܽଵ, … , ܽ௡} y definamos el vector – función       Γ̂ = ,ଵ̂ܨ) … ,  ௡̂൯, usando la misma construcción del teorema 2, se observa queܨ

para cualquier valor de ߚ ∈ ሺͲ,ͳ] y ݒ଴ ൒ Ͳ el vector – función mapea el cubo 

n – dimensional � = [Ͳ, ௦௡−ଵ]௡sobre si mismo. Ahora demostraremos que el 

subsistema (32) tiene una solución única                              ݒሺݒ଴, ሻߚ = ,଴ݒଵሺݒ) …,ሻߚ , ,଴ݒ௡ሺݒ ߚ ሻ൯௧  para cualquierߚ ∈ ሺͲ,ͳ] y ݒ଴ ൒ Ͳ , por 

otra parte, la función ݒሺݒ଴,  ሻ es continuamente diferenciable con respecto aߚ

ambas variables. 

Para proseguir con la demostración vamos a utilizar la matriz Jacobiana del 

mapeo Γ̂ = ,ଵ̂ܨ) … , ̂� ௡̂൯ , esto es, la matrizܨ = (�ி�̂��ೕ)௜=ଵ,௝=ଵ௡,௡
 la cual tiene los 

siguientes valores:    

௝ݒ߲̂�ܨ߲  = { Ͳ,                  ݅ݏ          ݆ = ଴ݒ;݅ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ ௝ݒ)ଶ̂�ܨ + ௝ܽ൯ଶ, , ݆ ≠ ݅. 
 

(33) 

Así, la matriz �̂ es no negativa y no descomponible. Ahora calculemos las 

sumas de los elementos de la matriz en cada  fila ݅ = ͳ,ʹ,… , ݊:           



Diego de Jesús Hernández Rodríguez Página 29 

 

        ∑ ௞ݒ߲̂�ܨ߲ ଴ݒ = + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ ∑ଶ̂�ܨ  ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻଶ௡
௞=ଵ௞≠௜

௡
௞=ଵ

൑ ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻଶ௡௞=ଵ௞≠௜ቆ ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻ௡௞=ଵ௞≠௜ ቇଶ
= ͳݒ଴ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒሻߚ

∑ ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻଶ௡௞=ଵ௞≠௜ቆ∑ ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻ௡௞=ଵ௞≠௜ ቇଶ
൑ ∑ ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻଶ௡௞=ଵ௞≠௜ቆ∑ ͳሺݒ௞ + ܽ௞ሻ௡௞=ଵ௞≠௜ ቇଶ = ܴ௜ሺݒଵ, … , ;௡ݒ ଴ሻݒ < ͳ 

 

 

 

 

 

 

(34) 

Para cada valor fijo ݒ଴ ൒ Ͳ (esto es tratado como parámetro) las funciones 

mencionadas arriba ܴ௜ሺݒଵ, … , ;௡ݒ ,଴ሻݒ ݅ = ͳ,… , ݊  están definidas en el cubo �, dependen de las variables ݒଵ, … ,  .௡ y solo toman valores menores que 1ݒ

Por lo tanto, sus máximos valores en el cubo son estrictamente menos que 1, 

lo que implica que la matriz ܫ −  es la matriz ܫ ) tiene inversa positiva ܬ̂

identidad de dimensión ݊) y el mapeo Γ̂ = ,ଵ̂ܨ) … ,  ௡̂൯ definido en � esܨ

contracción estricta en una norma cubica (es decir, la norma del supremo ∥∙∥∞)  

Lo obtenido anteriormente  dice que para cualquier valor fijo de ߚ ∈ ሺͲ,ͳ] y ݒ଴ ൒ Ͳ el subsistema de ecuaciones (32) tiene una única solución  

,଴ݒሺݒ  ሻߚ = ,଴ݒଵሺݒ) …,ሻߚ , ,଴ݒ௡ሺݒ  ሻ൯௧ (35)ߚ
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Como det(ܫ − ൯ܬ̂ ≠ Ͳ para cualquier ߚ ∈ ሺͲ,ͳ] y ݒ଴ ൒ Ͳ, el Teorema de la 

Función Implícita garantiza que ݒሺݒ଴,  ሻ es continuamente diferenciableߚ

sobre ambas variables.  

Para establecer que la  solución ݒሺݒ଴,  ሻ del subsistema (32)  es  monótonaߚ

respecto a ߚ  para cada valor fijo ݒ଴ ൒ Ͳ derivamos (32)  respecto a ߚ  , lo 

que nos lleva a      

ߚ௜߲ݒ߲ = ଶ̂�ܨ− [  
  
( 
 ͳ + ሺݒ଴ + ܽ଴ሻ ∑ ͳݒ௝ + ௝ܽ

௡
௝=ଵ௝≠௜ ) 

 ሺܽ଴ + ሺͳ − ଴ݒ଴ሻ−ଶݒሻߚ
+ ( ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ −  )(଴ݒሻߚ

 ∑ ௝ݒ)ߚ௝߲ݒ߲− + ௝ܽ൯ଶ௡
௝=଴௝≠௜ ) 

 
]  
  , ݅ = ͳ,… , ݊ 

            

 

 

(36) 

          

Re-escribimos (36)  en forma vectorial           

′ఉݒ = ′ఉݒܬ̂ − ଶ̂ܨ [   
଴ݒ  + ଴ݒ଴ሺݒ + ܽ଴ሻ∑ ͳݒ௝ + ௝ܽ

௡
௝=ଵ௝≠௜

ሺሺܽ଴ + ሺͳ +    [଴ሻ−ଶሻݒሻߚ
 
 

 

(37) 

donde                          ݒఉ′ = ߚଵ߲ݒ߲) ,… , ߚ௡߲ݒ߲ )� 

y    

ଶ̂ܨ  = ሺܨଵଶ̂, … , �௡ଶ̂ሻܨ > Ͳ. (38) 
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Como todos los elementos de la matriz ሺܫ −  ሻ  son no negativos y la matrizܬ̂

inversa ሺܫ −  ሻ−ଵ no tiene columnas de ceros, entonces (37) – (38) implicanܬ̂

que                   

′ఉݒ  = −ሺܫ − ଶ̂ܨሻ−ଵܬ̂ [   
଴ݒ  + ଴ݒ଴ሺݒ + ܽ଴ሻ∑ ͳݒ௝ + ௝ܽ௡௝=ଵ௝≠௜ሺܽ଴ + ሺͳ + ଴ሻଶݒሻߚ ]   

 < Ͳ.  

(39) 

Entonces, la función  ݒሺݒ଴,  ߚ  ሻ es estrictamente decreciente respecto aߚ

para cualquier valor fijo de ݒ଴ ൒ Ͳ. 

Para probar que la solución ݒሺݒ଴, ଴ݒ  ሻ es monótona  respecto aߚ ൒ Ͳ, para 

cada valor fijo de ߚ ∈ ሺͲ,ͳ], derivamos (32)  respecto a ݒ଴ 

 

 

଴ݒ௜߲ݒ߲  = ௜ଶܨ ( ଴ݒ + ܽ଴ܽ଴ + ሺͳ − ∑(଴ݒሻߚ ௞ݒ଴ሺݒ௞߲ݒ߲ + ܽ௞ሻଶ௡
௞=ଵ௞≠௜  

+ ௜ଶሺܽ଴ܨ + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ [ͳ − ߚ − ܽ଴ߚ∑ ͳݒ௞ + ܽ௞௡
௞=ଵ௞≠௜ ] 

 

 ݅ = ͳ,… , ݊. 

 

 

 

(40) 

Re-escribimos (40) en forma vectorial 

′0�ݒ  = ′0�ݒ ܬ − ܳ, (41) 

donde                  
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′0�ݒ  = ଴ݒଵ߲ݒ߲) , … ,  �(଴ݒ௡߲ݒ߲
(42) 

y  ܳ ∈  ܴ+es el vector con los componentes  

 ܳ௜ = ௜ଶሺܽ଴ܨ + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ [ͳ − ߚ − ܽ଴ߚ∑ ͳݒ௞ + ܽ௞௡
௞=ଵ௞≠௜ ]  

݅ = ͳ,… , ݊. 
 

(43) 

De (41) sigue que    0�ݒ′ = −ሺܫ − ሻ−ଵܳܬ < Ͳ para los parámetros  ߚ dentro 

del siguiente intervalo            

 ͳͳ + ܽ଴ ሺ݊ − ͳሻଶ݊ݏ < ߚ ൑ ͳ.  (44) 

Lo que significa que cada componente de ݒሺݒ଴,  ሻ es una funciónߚ

estrictamente decreciente respecto a  ݒ଴ para cada parámetro ߚ dentro del 

intervalo (44). 

Ahora podemos establecer la existencia y unicidad de la solución   ݒሺߚሻ = …,ሻߚ଴ሺݒ) ,  ሻ൯௧ߚ௡ሺݒ
del sistema (31) – (32) para cada valor fijo de  ߚ ∈ ሺͲ,ͳ]. Para esto 

sustituimos las soluciones (35) de (32) en (31)   

଴ݒ  = ͳ∑ ͳݒ௜ሺݒ଴, ሻߚ + ܽ௜ + ௡௜=ଵܭ  
(45) 

Para cada valor fijo ߚ ∈ ሺͲ,ͳ] introducimos la función   
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 Ψ̂ሺݒ଴ሻ = ͳ∑ ͳݒ௜ሺݒ଴, ሻߚ + ܽ௜ + ௡௜=ଵܭ  
(46) 

Como habíamos establecido que  

 Ͳ ൑ ,଴ݒ௜ሺݒ ሻߚ ൑ ݊ݏ − ͳ , ݅ = ͳ,… ݊, (47) 

tenemos que     

 Ψ̂ሺݒ଴ሻ ൑ ͳ∑ ͳݒ௜ሺݒ଴, ሻߚ + ܽ௜௡௜=ଵ ൑ ͳ∑ ͳݒ௜ሺݒ଴, ሻߚ + ௡௜=ଵݏ  

         ൑ ͳ∑ ͳ݊ݏ − ͳ + ௡௜=ଵݏ = ͳ∑ ݊ − ͳ݊ݏ௡௜=ଵ = ݊ݏ − ͳ, 
 

(48) 

lo que significa que para cualquier parámetro fijo ߚ ∈ ሺͲ,ͳ] la función Ψ̂ሺݒ଴ሻ 
mapea  el intervalo cerrado [Ͳ, ௦௡−ଵ] en si mismo. Por lo tanto, usando el 

Teorema del Punto fijo de Brouwer, existe un punto fijo ݒ଴ = Ψ̂ሺݒ଴ሻ dentro 

de este intervalo. 

Ahora vamos a probar que este punto fijo es único para cada parámetro ߚ 

dentro del intervalo (44). En efecto, las funciones ݒ௜ሺݒ଴, ,ሻߚ ݅ = ͳ,… ݊  dentro 

de este intervalo son estrictamente decrecientes  respecto a ݒ଴ ൒ Ͳ 

entonces, 
ଵ�೔ሺ�0,ఉሻ+௔೔ es estrictamente creciente.  Ahora deducimos que  la 

función Ψ̂ሺݒ଴ሻ para cada parámetro ߚ dentro del intervalo (44) es 

estrictamente decreciente  respecto a ݒ଴ ൒ Ͳ, lo que significa que el punto 

fijo ݒ଴ = Ψ̂ሺݒ଴ሻ es único.  Diferenciando la función bien definida ݒ଴ =   ሻߚ଴ሺݒ
respecto a ߚ dentro del intervalo (44)  y utilizando el Teorema de la función 

implícita obtuvimos  
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 ߲Ψ߲̂ݒ଴ = Ψ̂ଶ  ∑ ,଴ݒ௜ሺݒ଴ሺݒ௜߲ݒ߲ βሻ + ܽ௜ሻଶ < Ͳ௡
௜=ଵ  

(49) 

 

para cada parámetro ߚ dentro del intervalo (44). 

Para establecer la monotonía de ݒ଴ =  dentro del  ߚ ሻ respecto aߚ଴ሺݒ

intervalo (44),  derivamos   (45) – (46)           

ߚ଴݀ݒ݀  = ൮Ψଶ  ∑ ௜ݒ଴ሺݒ௜߲ݒ߲ + ܽ௜ሻଶ௡
௜=ଵ ߚ଴݀ݒ݀( + Ψଶ∑ ௜ݒሺߚ௜݀ݒ݀ + ܽ௜ሻଶ௡

௜=ଵ  

 

(50) 

De (50)                   

ߚ଴݀ݒ݀  =  (51) ,ܣܤ

donde                

ܣ  = ͳ −∑ ௜ݒ଴ሺݒ௜߲ݒ߲ + ܽ௜ሻଶ௡
௜=ଵ > Ͳ, (52) 

debido a (44), y  

ܤ  = [∑ ௜ݒሺߚ௜݀ݒ݀ + ܽ௜ሻଶ௡
௜=ଵ ] < Ͳ 

 

(53) 

Entonces,  
��0�ఉ < Ͳ y por lo tanto la función ݒ଴ =  ሻ es estrictamenteߚ଴ሺݒ

decreciente dentro del intervalo (44).  

Derivamos (39) respecto a ߚ dentro del intervalo (44) tomando en cuenta 

que ݒ଴ =     ሻߚ଴ሺݒ



Diego de Jesús Hernández Rodríguez Página 35 

 

ߚ௜݀ݒ݀  = ௜ଶܨ− [   
଴ሺܽ଴ݒ  + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ − ߚ଴݀ݒ݀ [ͳ − ߚ − ܽ଴ߚ]ሺܽ଴ + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ  
+ ଴ݒ଴ሺݒ + ܽ଴ሻሺܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ሻଶݒሻߚ ͳݒ௝ + ௝ܽ

௡
௝=ଵ௝≠௜ ]   

 
+ ଴ݒ௜ଶሺܨ + ܽ଴ሻܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ݒሻߚ ௝ݒ)ߚ௝݀ݒ݀ + ௝ܽ൯ଶ௡

௝=ଵ௝≠௜
, ݅ = ͳ,… , ݊.  

 

 

 

 

 

(54) 

Utilizando las notaciones  ݒ = ሺݒଵ, … , ଶܨ ௡ሻ yݒ = ሺܨଵଶ, … ,  ௡ଶሻ re- escribimosܨ

(54): 

ߚ݀ݒ݀ = ܬ ߚ݀ݒ݀ − ଶܨ [   
଴ሺܽ଴ݒ  + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ − ߚ଴݀ݒ݀ [ͳ − ߚ − ܽ଴ߚ]ሺܽ଴ + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ

+ ଴ݒ଴ሺݒ + ܽ଴ሻሺܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ሻଶݒሻߚ ͳݒ௝ + ௝ܽ
௡
௝=ଵ௝≠௜ ]   

 
 

de donde encontramos la derivada 
���ఉ 



Diego de Jesús Hernández Rodríguez Página 36 

 

ߚ݀ݒ݀ = −ሺܫ − ଶܨሻ−ଵܬ [   
଴ሺܽ଴ݒ  + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ − ߚ଴݀ݒ݀ [ͳ − ߚ − ܽ଴ߚ]ሺܽ଴ + ሺͳ − ଴ሻଶݒሻߚ

+ ଴ݒ଴ሺݒ + ܽ଴ሻሺܽ଴ + ሺͳ − ∑଴ሻଶݒሻߚ ͳݒ௝ + ௝ܽ
௡
௝=ଵ௝≠௜ ]   

 < Ͳ 

es decir, ݒ௜ = ,ሻߚ௜ሺݒ ݅ = ͳ,… , ݊  monótonamente decrece para los 

parámetros ߚ que satisfaces (44). La demostración está completa. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Diego de Jesús Hernández Rodríguez Página 37 

 

, 

Capítulo 6. Resultados numéricos 

_______________________________ 

En esta sección nos basamos en los resultados de los experimentos 

numéricos aplicados a un ejemplo sacado del trabajo de Liu [19], calculamos 

y comparamos  entre sí  tres tipos del  equilibrio: equilibrio consistente con 

variaciones conjeturadas (CCVE), equilibrio en sentido de Cournot y equilibrio 

de Competencia Perfecta. Los coeficientes de influencia se determinan para 

el CCVE mediante las formulas obtenidas en este trabajo [(20), (21)], para el 

equilibrio de Cournot (ݓ௜ = ͳ), los coeficientes de influencia son iguales a  ݒ௜ =  ሻ y para el equilibrio de Competencia Perfecta tienen valor deܩሺ′݌−

cero. 

A continuación describimos en detalles el ejemplo sacado de [19]: 

la función de la demanda inversa está dada por 

ሻܩሺ݌ = ͷͲ − Ͳ.Ͳʹܳ = ͷͲ − Ͳ.Ͳʹ∑ݍ௜5
௜=଴  

los costos de los agente  ሺ݅ = Ͳ,ͳ,… ,ͷሻ son cuadráticos  

௜݂ሺݍ௜ሻ = ଵଶ ܽ௜ݍ௜ଶ + ܾ௜ݍ௜, 
donde   ܽ௜ > Ͳ, ܾ௜ > Ͳ,  y sus valores están en la Tabla 1  
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Tabla 1. Valores de las funciones de costo de las firmas 

Firma 0 1 2 3 4 5 ܾ௜ 2 1.75 3 3 1 3.25 ܽ௜ 0.02 0.0175 0.025 0.025 0.0625 0.00834 

 

Consideramos 

Caso 1: dentro de este caso la firma ݅ = Ͳ es  pública y maximiza la función 

del excedente social y las firmas ݅ = ͳ,… ,ͷ son privadas. 

Con el fin de simplificar las notaciones para las tablas de los resultados, 

introduciremos las siguientes notaciones: 

- M1 para el modelo de oligopolio mixto con variaciones conjeturadas    

       consistentes (CCVE); 

- M2 para el  modelo de oligopolio mixto con equilibrio de Cournot; 

- M3 para el  modelo de Competencia Perfecta. 

El procedimiento para analizar los resultados será el siguiente, lo que hare 

será comparar los valores obtenidos en cada modelo (M1, M2 y M3) 

respectivamente.  

Iniciemos con los coeficientes de influencia. En la Tabla 2 presentamos los 

coeficientes de influencia para todas las firmas en el caso M1, en donde los 

coeficientes de influencia están dados por la fórmula que se añade en su 

tabla. 
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Tabla 2. Coeficientes de influencia de las firmas (Caso 1: M1) 

Firma: 0 1 2 3 4 5 ߚ 
Coeficientes de influencia ݓ௜ = − �೔௣′ሺீሻ , ݅ = Ͳ,ͳ,… ,ͷ 

0.05 0.1925085 0.1948635 0.186146 0.186146 0.1733565 0.2223555 

0.1 0.1922625 0.193378 0.184702 0.184702 0.17199 0.2208005 

0.15 0.1920165 0.1918925 0.1832585 0.1832585 0.1706245 0.2192445 

0.2 0.19177 0.1904075 0.181816 0.181816 0.1692605 0.2176875 

0.25 0.191523 0.1889225 0.1803735 0.1803735 0.1678965 0.2161295 

0.3 0.191276 0.187439 0.1789325 0.1789325 0.166535 0.2145715 

0.35 0.1910285 0.185956 0.1774925 0.1774925 0.165174 0.213013 

0.4 0.190781 0.184473 0.1760535 0.1760535 0.163815 0.2114535 

0.45 0.1905325 0.182991 0.1746155 0.1746155 0.1624565 0.2098935 

0.5 0.190282 0.1815135 0.1731815 0.1731815 0.1611025 0.2083335 

0.55 0.1900375 0.1800295 0.171743 0.171743 0.159745 0.2067725 

0.6 0.1897875 0.1785495 0.1703075 0.1703075 0.15839 0.20521 

0.65 0.189538 0.17707 0.1688735 0.1688735 0.1570375 0.203648 

0.7 0.1892885 0.175592 0.167441 0.167441 0.155686 0.2020855 

0.75 0.189039 0.1741145 0.1660095 0.1660095 0.1543365 0.200523 

0.8 0.1887885 0.172638 0.1645795 0.1645795 0.1529885 0.1989595 

0.85 0.188538 0.171163 0.1631505 0.1631505 0.151642 0.197396 

0.9 0.1882885 0.169685 0.16172 0.16172 0.150294 0.1958295 

0.95 0.1880365 0.1682105 0.1602925 0.1602925 0.1489495 0.1942645 

1 0.187786 0.1667435 0.1588725 0.1588725 0.147613 0.1927045 

 

En el equilibrio de Cournot el coeficiente de influencia es igual a uno, es 

decir, ݓ௜ = ͳ, lo que corresponde en el modelo M2 a coeficiente de 

influencia  ݒ௜ = Ͳ.Ͳʹ . En el equilibrio de Competencia Perfecta el coeficiente 

de influencia es igual a cero, es decir, ݓ௜ = Ͳ y ݒ௜ = Ͳ.   
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En la Tabla 3 mostramos los volúmenes de producción de cada firma en el 

modelo M1, en la Tabla 4 mostramos los volúmenes de producción de cada 

firma en el modelo M2. 

 

Tabla 3. Volúmenes de producción de las firmas (Caso 1: M1) 

Firma: 0 1 2 3 4 5 ߚ Volúmenes de Producción ݍ௜ 
0.05 366.891 402.806 256.553 256.553 142.024 556.727 

0.1 380.393 400.487 254.667 254.667 141.15 553.263 

0.15 393.912 398.165 252.78 252.78 140.277 549.787 

0.2 407.447 395.839 250.891 250.891 139.403 546.3 

0.25 420.998 393.509 249 249 138.529 542.8 

0.3 434.566 391.175 247.107 247.107 137.656 539.289 

0.35 448.148 388.838 245.213 245.213 136.783 535.766 

0.4 461.746 386.497 243.317 243.317 135.91 532.232 

0.45 475.358 384.152 241.419 241.419 135.037 528.685 

0.5 488.985 381.803 239.52 239.52 134.165 525.128 

0.55 502.628 379.452 237.619 237.619 133.293 521.557 

0.6 516.283 377.097 235.717 235.717 132.421 517.976 

0.65 529.953 374.738 233.813 233.813 131.55 514.383 

0.7 543.636 372.376 231.908 231.908 130.679 510.778 

0.75 557.332 370.011 230.001 230.001 129.808 507.162 

0.8 571.042 367.643 228.094 228.094 128.938 503.534 

0.85 584.764 365.271 226.185 226.185 128.068 499.894 

0.9 598.499 362.897 224.275 224.275 127.199 496.244 

0.95 612.245 360.519 222.363 222.363 126.33 492.581 

1 626.006 358.138 220.451 220.451 125.462 488.905 

 

Tabla 4. Volúmenes de producción de las firmas (Caso 1: M2) 

Firma: 0 1 2 3 4 5 ߚ Volúmenes de Producción ݍ௜ 
0.05 357.667 340.889 256.296 256.296 164.040 398.142 

0.1 396.778 334.700 251.139 251.139 161.227 389.952 

0.15 436.404 325.429 245.913 245.913 158.377 381.655 
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0.2 476.556 322.075 240.618 240.618 155.489 373.247 

0.25 517.244 315.637 235.253 235.253 152.562 364.728 

0.3 558.479 309.112 229.815 229.815 149.596 356.094 

0.35 600.272 302.498 224.304 224.304 146.590 347.343 

0.4 642.634 295.795 218.718 218.718 143.543 338.473 

0.45 685.578 288.999 213.055 213.055 140.454 329.481 

0.5 729.114 282.110 207.314 207.314 137.323 320.365 

0.55 773.256 275.125 201.493 201.493 134.148 311.122 

0.6 818.016 268.042 195.591 195.591 130.928 301.750 

0.65 863.407 260.059 189.605 189.605 127.663 292.245 

0.7 909.442 253.275 183.534 183.534 124.352 282.606 

0.75 956.137 246.186 177.377 177.377 120.993 272.829 

0.8 1003.504 238.690 171.131 171.131 117.586 262.911 

0.85 1051.559 231.086 164.794 164.794 114.130 252.8489 

0.9 1100.316 223.370 158.364 158.364 110.623 242.639 

0.95 1149.791 215.541 151.840 151.840 107.064 232.280 

1 1200 207.596 145.219 145.219 103.453 221.767 

 

En el modelo de competencia perfecta para cualquier Ͳ < ߚ ൑ ͳ los 

volúmenes de producción son iguales a 348.427,   412.488,   238.741,   

238.741,   127.496  y  685.676  ƌespeĐtivaŵeŶte paƌa las fiƌŵas Ϭ,ϭ,…,ϱ. 

Observando los resultados podemos ver que en general, para los modelos 

M1 y M2, el volumen de producción de la firma publica aumenta mientras 

que el de las privadas disminuye conforme beta tiende a uno, observamos 

también que los volúmenes de producción de la firma publica son mayores 

cuando se usan los CCVE en comparación al equilibrio de Cournot, 

destacamos los resultados de los volúmenes de producción de las firmas en 

el modelo M3 que permanecen constantes aun cuando beta sigua oscilando 

entre 0 y 1, dando a comprender la idea general del equilibrio de 

competencia perfecta. 
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En la Tabla 5 están dados los valores del precio y volumen para el modelo 

M1, en la Tabla 6 para el modelo M2. Para el modelo M3 el precio vale 8.969 

y el volumen total de producción vale 2051.572754. 

Tabla 5. Precio y volumen de producción (Caso 1: M1) 

 Precio ߚ

Volumen 

Total 

0.05 10.369 1981.553 

0.1 10.307 1984.628 

0.15 10.246 1987.701 

0.2 10.185 1990.770 

0.25 10.123 1993.837 

0.3 10.062 1996.900 

0.35 10.001 1999.960 

0.4 9.94 2003.017 

0.45 9.879 2006.071 

0.5 9.818 2009.121 

0.55 9.757 2012.167 

0.6 9.696 2015.210 

0.65 9.635 2018.249 

0.7 9.574 2021.284 

0.75 9.514 2024.316 

0.8 9.453 2027.344 

0.85 9.393 2030.367 

0.9 9.332 2033.386 

0.95 9.272 2036.401 

1 9.212 2039.412 

 

Tabla 6. Precio y volumen de producción (Caso 1: M2)  

 Precio ߚ

Volumen 

Total 

0.05 14.533 1773.332397 

0.1 14.301 1784.937012 

0.15 14.066 1796.694458 

0.2 13.828 1808.607666 

0.25 13.586 1820.679932 

0.3 13.342 1832.914429 
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0.35 13.094 1845.314575 

0.4 12.842 1857.883545 

0.45 12.587 1870.625000 

0.5 12.329 1883.542236 

0.55 12.067 1896.639404 

0.6 11.802 1909.919922 

0.65 11.532 1823.387573 

0.7 11.259 1937.046638 

0.75 10.982 1950.900879 

0.8 10.701 1964.955078 

0.85 10.416 1979.213135 

0.9 10.126 1993.679443 

0.95 9.833 2008.358643 

1 9.535 2023.256104 

 

 

En base a los resultados observamos que el precio en el modelo M3 es el 

mejor en comparación a los otros 2 modelos, pero no es viable por los pocos 

volúmenes de producción que fabricarían. El precio en el modelo M1 es 

mejor que en el modelo M2 para todo valor de beta (mejor en el sentido para 

los consumidores, no para las firmas) y el volumen total de producción es 

mayor en el modelo M1 que en el modelo M2 para todo valor de beta. 

La Tabla 7 muestra el valor de la función de beneficio del modelo M1, la 

Tabla 8 del modelo M2 y la Tabla 9  del modelo M3. 

Tabla 7. Beneficio de cada firma (Caso 1: M1) 

Firma 0 1 2 3 4 5 ߚ Beneficio 

0.05 3687.6741 2052.0483 1067.7798 1067.7798 700.2762 2670.8359 

0.1 5651.8506 2023.729 1050.2708 1050.2708 691.1403 2628.1794 

0.15 7622.957 1995.618 1032.9177 1032.9177 682.0723 2585.8525 

0.2 9600.9902 1967.7152 1015.7205 1015.7205 673.0721 2543.856 

0.25 11585.9482 1940.021 998.6791 998.6791 664.1398 2502.1912 
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0.3 13577.8252 1912.5382 981.7952 981.7952 655.2762 2460.8621 

0.35 15576.6191 1885.265 965.0675 965.0675 646.4807 2419.8672 

0.4 17582.3242 1858.2021 948.4963 948.4963 637.7533 2379.2078 

0.45 19594.9375 1831.3512 932.0825 932.0825 629.0944 2338.8872 

0.5 21614.4434 1804.7155 915.8284 915.8284 620.5056 2298.9136 

0.55 23640.8574 1778.2839 899.7255 899.7255 611.9818 2259.2629 

0.6 25674.1602 1752.0685 883.7824 883.7824 603.5279 2219.9629 

0.65 27714.3438 1726.0659 867.9967 867.9967 595.1426 2181.0046 

0.7 29761.17 1700.2767 852.36 852.36 586.82 2142.39 

0.75 31815.34 1674.7 836.89 836.89 578.58 2104.12 

0.8 33876.14 1649.34 821.58 821.58 570.4 2066.19 

0.85 35943.8 1624.2 806.42 806.42 562.28 2028.62 

0.9 38018.31 1588.25 791.42 791.42 554.24 1991.38 

0.95 40099.66 1574.53 776.58 776.58 546.26 1954.5 

1 42187.8 1550.03 761.9 761.9 538.36 1917.98 

 

 

 

Tabla 8. Beneficio de cada firma (Caso 1: M2) 

Firma 0 1 2 3 4 5 ߚ Beneficio 

0.05 4451.9951 3340.9087 2134.8589 2134.8589 1379.1024 3831.3606 

0.1 5767.6670 3220.6978 2049.8027 2049.8027 1332.2065 3675.3657 

0.15 6996.9326 3101.1492 1965.3893 1965.3893 1285.5200 3520.6223 

0.2 8135.5366 2982.3210 1881.6663 1881.6663 1239.0635 3367.2207 

0.25 9179.0420 2864.2747 1798.6846 1798.6846 1192.8590 3215.2566 

0.3 10122.8232 2747.0740 1716.4969 1716.4969 1146.9293 3064.8306 

0.35 10962.0537 2630.7852 1635.1583 1635.1583 1101.2982 2916.0461 

0.4 11691.6982 2515.4788 1554.7262 1554.7262 1055.9907 2769.0125 

0.45 12306.5068 2401.2283 1475.2614 1475.2614 1011.0331 2623.8445 

0.5 12800.9961 2288.1104 1396.8269 1396.8269 966.4529 2480.6614 

0.55 13169.4463 2176.2058 1319.4890 1319.4890 922.2791 2339.5884 

0.6 13405.8896 2065.5984 1243.3169 1243.3169 878.5416 2200.7563 

0.65 13504.0859 1956.3772 1168.3829 1168.3829 835.2723 2064.3027 

0.7 13457.5352 1848.6346 1094.7634 1094.7634 792.5044 1930.3710 

0.75 13259.4297 1742.4683 1022.5380 1022.5380 750.2728 1799.1121 

0.8 12902.6748 1637.9797 951.7899 951.7899 708.6143 1670.6863 

0.85 12379.8477 1535.2762 882.6067 882.6067 667.5669 1545.2507 
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0.9 11683.1982 1434.4691 815.0796 815.0796 627.1710 1422.9857 

0.95 10804.6211 1335.6766 749.3048 749.3048 587.4689 1304.0708 

1 9735.6484 1239.0220 685.3831 685.3831 548.5051 1188.6959 

 

Tabla 9. Beneficio de cada firma (Caso 1: M3) 

Firma 0 1 2 3 4 5 ߚ Beneficio 

0.05 3318.490 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.1 5422.966 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.15 7527.441 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.2 9631.916 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.25 11736.392 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.3 13840.867 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.35 15945.343 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.4 18049.818 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.45 20154.293 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.5 22258.769 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.55 24363.244 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.6 24363.244 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.65 28572.195 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.7 30676.670 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.75 32781.146 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.8 34885.621 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.85 36990.096 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.9 39094.572 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

0.95 41199.047 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

1 43303.522 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 1960.5369 

 

Los resultados numéricos para el Caso 1 muestran que para grados inferiores 

de la socialización Ͳ < ߚ ൑ Ͳ.͹ͷ, los productores privados ganan más en el 

equilibrio de Cournot que en el CCVE, pero para Ͳ.ͺ ൑ ߚ ൑ ͳ, ganan más en 

el equilibrio CCVE que en el Cournot. En la Tabla 10 mostramos esto más 

detallado. 
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Tabla 10. Utilidades netas de firmas privadas en ambos modelos. 

beta M1 M2 

 ߚ

Beneficio de 

la firma i=0 

La utilidad 

neta total 

para las 

firmas 

privadas Precio 

Beneficio de 

la firma i =0 

La utilidad 

neta total 

para las 

firmas 

privadas Precio 

0.05 3687.6741 7558.72 10.369 4451.9951 12821.0895 14.533 

0.1 5651.8506 7443.5903 10.307 5767.667 12327.8754 14.301 

0.15 7622.957 7329.3782 10.246 6996.9326 11838.0701 14.066 

0.2 9600.9902 7216.0843 10.185 8135.5366 11351.9378 13.828 

0.25 11585.9482 7103.7102 10.123 9179.042 10869.7595 13.586 

0.3 13577.8252 6992.2669 10.062 10122.8232 10391.8277 13.342 

0.35 15576.6191 6881.7479 10.001 10962.0537 9918.4461 13.094 

0.4 17582.3242 6772.1558 9.94 11691.6982 9449.9344 12.842 

0.45 19594.9375 6663.4978 9.879 12306.5068 8986.6287 12.587 

0.5 21614.4434 6555.7915 9.818 12800.9961 8528.8785 12.329 

0.55 23640.8574 6448.9796 9.757 13169.4463 8077.0513 12.067 

0.6 25674.1602 6343.1241 9.696 13405.8896 7631.5301 11.802 

0.65 27714.3438 6238.2065 9.635 13504.0859 7192.718 11.532 

0.7 29761.17 6134.2067 9.574 13457.5352 6761.0368 11.259 

0.75 31815.34 6031.18 9.514 13259.4297 6336.9292 10.982 

0.8 33876.14 5929.09 9.453 12902.6748 5920.8601 10.701 

0.85 35943.8 5827.94 9.393 12379.8477 5513.3072 10.416 

0.9 38018.31 5716.71 9.332 11683.1982 5114.785 10.126 

0.95 40099.66 5628.45 9.272 10804.6211 4725.8259 9.833 

1 42187.8 5530.17 9.212 9735.6484 4346.9892 9.535 

 

Estos resultados numéricos también nos proporcionaron ideas para poder 

deteƌŵiŶaƌ uŶ posiďle valoƌ ͞optiŵo͟ paƌa el  paƌáŵetƌo  ߚ. Asumimos que 

un gobierno socialmente responsable (municipalidad) decide entregar 

subsidios a los productores con el objetivo de inclinarlos para cambiar el 

equilibrio de Cournot por CCVE, o a los consumidores, con un objetivo de 

compensarlos el precio de equilibrio más alto que en el equilibrio de Cournot. 

Nuestros experimentos realizados muestran que los subsidios para 

productores son inferiores que los subsidios para los consumidores. De ahí 
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podemos proponer la elección de un valor óptimo para el parámetro ߚ tal 

que el gobierno no debe pagar a nadie, ni a los productores privados ni a los 

consumidores ya que desaparece la diferencia en los precios para dos tipos 

de equilibrio. Para el Caso 1,  entonces, Ͳ.͹ͷ < ó௣௧௜௠௢ߚ < Ͳ.ͺͲ. 

 

Consideramos 

Caso 2: dentro de este caso la firma ݅ = ͷ , la cual es más fuerte que la firma ݅ = Ͳ , es  pública y las firmas ݅ = Ͳ,ͳ,… ,Ͷ  son privadas. 

El  análisis de  este  caso  se  realizara  de  manera  similar a la utilizada  en el  

caso 1.  

En la Tabla 11 presentamos los coeficientes de influencia para todas las 

firmas en el caso M1, en donde los coeficientes de influencia están dados por 

la fórmula que se añade en su tabla. 

Tabla 11. Coeficientes de influencia de las firmas (Caso 2: M1) 

Firma: 0 1 2 3 4 5 ߚ 
Coeficientes de influencia ݓ௜ = − �೔௣′ሺீሻ , ݅ = Ͳ,ͳ,… ,ͷ 

0.05 0.1897855 0.1933535 0.184668 0.184668 0.1719445 0.22352 

0.1 0.186809 0.1903485 0.1817385 0.1817385 0.1691605 0.223128 

0.15 0.1838255 0.1873355 0.1788025 0.1788025 0.1663715 0.222735 

0.2 0.180834 0.184314 0.17586 0.17586 0.164078 0.22234 

0.25 0.1777835 0.181284 0.1729105 0.1729105 0.16078 0.2219435 

0.3 0.174829 0.1782465 0.1699555 0.1699555 0.1579785 0.221546 

0.35 0.171816 0.1752015 0.1669945 0.1669945 0.155173 0.221147 

0.4 8.4398 0.1721485 0.1640275 0.1640275 0.152364 0.2207465 

0.45 0.165769 0.1690875 0.1610545 0.1610545 0.149551 0.2203445 

0.5 0.162736 0.16602 0.1580765 0.1580765 0.146735 0.2199415 
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0.55 0.1596965 0.1629445 0.1550935 0.1550935 0.143916 0.219537 

0.6 0.1566505 0.1598625 0.1521045 0.1521045 0.1410935 0.219131 

0.65 0.1535985 0.156773 0.149111 0.149111 0.138268 0.2187235 

0.7 0.15054 0.18677 0.1461125 0.1461125 0.13544 0.2183145 

0.75 0.1474775 0.150575 0.14311 0.14311 0.1326105 0.217905 

0.8 0.1444085 0.147466 0.140103 0.140103 0.129778 0.217494 

0.85 0.141334 0.144351 0.1370915 0.1370915 0.126944 0.2170815 

0.9 0.1382545 0.14123 0.1340765 0.1340765 0.124108 0.216668 

0.95 0.1351705 0.138103 0.1310575 0.1310575 0.12127 0.216253 

1 0.1320815 0.1349705 0.128035 0.128035 0.118431 0.2158375 

 

En el modelo M2 los coeficiente de influencia son iguales a  ݒ௜ = Ͳ.Ͳʹ  y en 

M2 son iguales a cero.  

Continuamos a realizar el análisis sobre los volúmenes de producción. En la 

Tabla 12 mostramos los volúmenes de producción de cada firma en el 

modelo M1, en la Tabla 13 mostramos los volúmenes de producción de cada 

firma en el modelo M2. 

Tabla 12. Volúmenes de producción de las firmas (Caso 2: M1) 

Firma: 0 1 2 3 4 5 ߚ Volúmenes de Producción 

0.05 348.971 400.337 254.554 254.554 141.100 585.279 

0.1 344.510 395.521 250.652 250.652 139.297 610.496 

0.15 340.022 390.674 246.728 246.728 137.488 635.830 

0.2 335.505 385.793 242.784 242.784 135.674 661.279 

0.25 330.961 380.880 238.819 238.819 133.855 686.844 

0.3 326.390 375.935 234.833 234.833 132.030 712.525 

0.35 321.790 370.957 230.826 230.826 130.200 738.319 

0.4 317.163 365.945 226.798 226.798 128.365 764.228 

0.45 312.508 360.901 222.750 222.750 126.525 790.250 

0.5 307.826 355.824 218.681 218.681 124.680 816.385 

0.55 303.115 350.714 214.592 214.592 122.830 842.632 

0.6 298.377 345.571 210.482 210.482 120.975 868.990 

0.65 293.612 340.395 206.352 206.352 119.116 895.459 
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0.7 288.818 335.185 202.202 202.202 117.253 922.038 

0.75 283.997 329.942 198.032 198.032 115.385 948.727 

0.8 279.149 324.666 193.842 193.842 113.513 975.524 

0.85 274.273 319.357 189.632 189.632 111.637 1002.430 

0.9 269.369 314.014 185.402 185.402 109.756 1029.442 

0.95 264.438 308.638 181.153 181.153 107.872 1056.561 

1 259.480 303.229 176.884 176.884 105.984 1083.784 

 

Tabla 13. Volúmenes de producción de las firmas (Caso 2: M2) 

Firma: 0 1 2 3 4 5 ߚ Volúmenes de Producción 

0.05 310.956 338.353 254.183 254.183 162.888 457.527 

0.1 302.700 329.546 246.844 246.844 158.885 509.781 

0.15 294.289 320.575 239.368 239.368 154.807 563.014 

0.2 285.719 311.434 231.750 231.750 150.652 617.255 

0.25 276.986 302.118 223.987 223.987 146.417 672.533 

0.3 268.084 292.623 216.074 216.074 142.101 728.876 

0.35 259.008 282.942 208.007 208.007 137.701 786.317 

0.4 249.754 273.071 199.782 199.782 133.214 844.887 

0.45 240.317 263.005 191.393 191.393 128.638 904.621 

0.5 230.690 252.736 182.835 182.835 123.971 965.554 

0.55 220.868 242.259 174.104 174.104 119.209 1027.721 

0.6 210.844 231.567 165.195 165.195 114.349 1091.161 

0.65 200.614 220.655 156.101 156.101 109.388 1155.914 

0.7 190.169 209.514 146.817 146.817 104.324 1222.020 

0.75 179.504 198.138 137.337 137.337 99.154 1289.522 

0.8 168.612 186.519 127.655 127.655 93.872 1358.465 

0.85 157.484 174.649 117.763 117.763 88.477 1428.896 

0.9 146.113 162.521 107.656 107.656 82.964 1500.863 

0.95 134.492 150.125 97.326 97.326 77.329 1574.417 

1 122.612 137.452 86.766 86.766 71.569 1649.612 

 

En el modelo de competencia perfecta para cualquier Ͳ < ߚ ൑ ͳ  los 

volúmenes de producción son iguales a 348.427,   412.488,   238.741,   

Ϯϯϴ.ϳϰϭ,   ϭϮϳ.ϰϵϲ  Ǉ  ϲϴϱ.ϲϳϲ  ƌespeĐtivaŵeŶte paƌa las fiƌŵas Ϭ,ϭ,…,ϱ. 
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Proseguimos con el precio y volumen total de producción. En la Tabla 14 

mostramos los datos para el modelo M1. En la Tabla 15 mostramos los 

resultados para el modelo M2. En el modelo de competencia perfecta el 

precio tomo un valor de 8.969 y el volumen total de producción tomo un 

valor de 2051.572754. 

Tabla 14. Precio y volumen de producción (Caso 2: M1) 

 Precio ߚ

Volumen 

Total 

0.05 10.304 1984.798 

0.1 10.177 1991.131 

0.15 10.051 1997.473 

0.2 9.924 2003.823 

0.25 9.796 2010.181 

0.3 9.669 2016.547 

0.35 9.542 2022.920 

0.4 9.414 2029.300 

0.45 9.286 2035.687 

0.5 9.158 2042.079 

0.55 9.030 2048.477 

0.6 8.902 2054.880 

0.65 8.774 2061.289 

0.7 8.646 2067.701 

0.75 8.518 2074.118 

0.8 8.389 2080.539 

0.85 8.261 2086.962 

0.9 8.132 2093.388 

0.95 8.004 2099.817 

1 7.875 2106.247 

 

Tabla 15. Precio y volumen de producción (Caso 2:M2) 

 Precio ߚ

Volumen 

Total 

0.05 14.438 1778.0887 

0.1 14.108 1794.6004 

0.15 13.772 1811.4217 
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0.2 13.429 1828.5614 

0.25 13.079 1846.0286 

0.3 12.723 1863.8325 

0.35 12.360 1881.9832 

0.4 11.990 1900.4910 

0.45 11.613 1919.3670 

0.5 11.228 1938.6206 

0.55 10.835 1958.2649 

0.6 10.434 1978.311 

0.65 10.025 1998.773 

0.7 9.607 2019.6614 

0.75 9.180 2040.9912 

0.8 8.744 2062.7771 

0.85 8.299 2085.0324 

0.9 7.845 2107.7734 

0.95 7.380 2131.0161 

1 6.904 2154.7768 

 

La Tabla 16 se muestra el valor de la función de beneficio para el modelo M1, 

la Tabla 17 para el modelo M2 y la Tabla 18  para el modelo M3. 

 

Tabla 16. Beneficio de cada firma (Caso 2: M1) 

Firma 0 1 2 3 4 5 ߚ Beneficio 

0.05 1680.0581 2022.1338 1049.2982 1049.2982 690.6359 4669.8491 

0.1 1630.3153 1964.3805 1013.6921 1013.6921 672.0162 6639.5566 

0.15 1581.2103 1907.3251 978.6318 978.6318 653.6234 8622.9883 

0.2 1532.7505 1850.9764 944.1229 944.1229 635.4596 10620.1855 

0.25 1484.9432 1795.3435 910.1707 910.1707 617.5267 12631.1924 

0.3 1437.7982 1740.4375 876.7822 876.7822 599.8277 14656.0508 

0.35 1391.3213 1686.2655 843.9614 843.9614 582.3640 16694.7988 

0.4 1345.5210 1632.8379 811.7144 811.7144 565.1380 18747.4727 

0.45 1300.4033 1580.1620 780.0455 780.0455 548.1513 20814.1094 

0.5 1255.9767 1528.2474 748.9607 748.9607 531.4063 22894.7422 

0.55 1212.2477 1477.1027 718.4644 718.4644 514.9047 24989.4063 

0.6 1169.2227 1426.7352 688.5610 688.5610 498.6481 27098.1328 

0.65 1126.9094 1377.1545 659.2559 659.2559 482.6387 29220.9492 
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0.7 1085.3142 1328.3682 630.5535 630.5535 466.8781 31357.8828 

0.75 1044.4429 1280.3835 602.4576 602.4576 451.3679 33508.9609 

0.8 1004.3020 1233.2085 574.9727 574.9727 436.1097 35674.2109 

0.85 964.8978 1186.8508 548.1028 548.1028 421.1051 37853.6484 

0.9 926.2355 1141.3171 521.8514 521.8514 406.3554 40047.3080 

0.95 888.3216 1096.6152 496.2228 496.2228 391.8623 42255.1797 

1 851.1606 1052.7509 471.2198 471.2198 377.6268 44477.3086 

 

Tabla 17. Beneficio de cada firma (Caso 2: M2) 

Firma 0 1 2 3 4 5 ߚ Beneficio 

0.05 2900.803 3291.374 2099.789 2099.789 1359.784 5826.806 

0.1 2748.815 3122.275 1980.293 1980.293 1293.774 7672.103 

0.15 2598.183 2954.590 1862.155 1862.155 1228.214 9523.838 

0.2 2449.066 2788.494 1745.519 1745.519 1163.168 11381.388 

0.25 2301.633 2624.168 1630.535 1630.535 1098.699 13244.073 

0.3 2156.067 2461.805 1517.365 1517.365 1034.879 15111.157 

0.35 2012.560 2301.619 1406.180 1406.180 971.780 16981.836 

0.4 1871.319 2143.830 1297.164 1297.164 909.485 18855.242 

0.45 1732.564 1988.677 1190.512 1190.512 848.077 1732.564 

0.5 1596.532 1836.415 1086.434 1086.434 787.648 22606.375 

0.55 1463.474 1687.317 985.152 985.152 728.297 24481.971 

0.6 1333.659 1541.672 886.904 886.904 670.126 26356.014 

0.65 1207.376 1399.793 791.945 791.945 613.249 28227.205 

0.7 1084.930 1262.012 700.546 700.546 557.784 30094.137 

0.75 966.653 1128.685 612.998 612.998 503.861 966.653 

0.8 852.895 1000.193 529.611 529.611 451.615 33808.996 

0.85 744.034 876.943 450.716 450.716 401.194 35653.496 

0.9 640.472 759.374 376.670 376.670 352.755 37486.852 

0.95 542.643 647.952 307.853 307.853 306.467 39306.969 

1 451.008 543.178 244.670 244.670 362.510 41111.602 

 

Tabla 18. Beneficio de cada firma (Caso 2: M3) 

Firma 0 1 2 3 4 5 ߚ Beneficio 

0.05 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 4065.0125 

0.1 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 6169.4878 

0.15 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 8273.964 
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0.2 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 10378.4385 

0.25 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 12482.9141 

0.3 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 14587.3896 

0.35 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 16691.8652 

0.4 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 18796.3418 

0.45 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 20900.8184 

0.5 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 23005.2930 

0.55 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 25109.7695 

0.6 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 27214.2461 

0.65 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 29318.7207 

0.7 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 31423.1973 

0.75 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 33527.6719 

0.8 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 35632.1484 

0.85 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 37736.6250 

0.9 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 39841.1016 

0.95 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 41945.5781 

1 1214.0155 1488.7826 712.4706 712.4706 507.9817 44050.0508 

 

Los resultados numéricos para el Caso 1 muestran que para grados inferiores 

de la socialización Ͳ < ߚ ൑ Ͳ.͹Ͳ, los productores privados ganan más en el 

equilibrio de Cournot que en el CCVE, pero para Ͳ.͹ͷ ൑ ߚ ൑ ͳ, ganan más en 

el equilibrio CCVE que en el Cournot. En la Tabla 19 mostramos esto más 

detallado. 

 

Tabla 19. Utilidades netas de firmas privadas en ambos modelos 

Beta M1 M2 

 ߚ

Beneficio de 

la firma i=5 

La utilidad 

neta total 

para las 

firmas 

privadas 

Precio 
Beneficio de 

la firma i=5 

La utilidad 

neta total 

para las 

firmas 

privadas 

Precio 

0.05 585.279 6491.4242 10.304 457.527 11751.539 14.438 

0.1 610.496 6294.0962 10.177 509.781 11125.45 14.108 

0.15 635.83 6099.4224 10.051 563.014 10505.297 13.772 

0.2 661.279 5907.4323 9.924 617.255 9891.766 13.429 

0.25 686.844 5718.1548 9.796 672.533 9285.57 13.079 
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0.3 712.525 5531.6278 9.669 728.876 8687.481 12.723 

0.35 738.319 5347.8736 9.542 786.317 8098.319 12.36 

0.4 764.228 5166.9257 9.414 844.887 7518.962 11.99 

0.45 790.25 4988.8076 9.286 904.621 6950.342 11.613 

0.5 816.385 4813.5518 9.158 965.554 6393.463 11.228 

0.55 842.632 4641.1839 9.03 1027.721 5849.392 10.835 

0.6 868.99 4471.728 8.902 1091.161 5319.265 10.434 

0.65 895.459 4305.2144 8.774 1155.914 4804.308 10.025 

0.7 922.038 4141.6675 8.646 1222.02 4305.818 9.607 

0.75 948.727 3981.1095 8.518 1289.522 3825.195 9.18 

0.8 975.524 3823.5656 8.389 1358.465 3363.925 8.744 

0.85 1002.43 3669.0593 8.261 1428.896 2923.603 8.299 

0.9 1029.442 3517.6108 8.132 1500.863 2505.941 7.845 

0.95 1056.561 3369.2447 8.004 1574.417 2112.768 7.38 

1 1083.784 3223.9779 7.875 1649.612 1846.036 6.904 

 

Para el Caso 2, entonces, Ͳ.͹Ͳ < ௢௣௧௜௠௢ߚ < Ͳ.͹ͷ  . 
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Capítulo 7. Conclusiones y trabajo 

futuro 

_______________________________ 

Consideramos un oligopolio mixto (con más de 2 productores) en un 

mercado de un bien homogéneo con la estructura especial del agente 

público. Recordamos que un oligopolio mixto cuenta con una compañía 

(agente) pública, la cual, en contraste a los agentes privados, maximiza no la 

función de su ganancia neta pero tan llamado bienestar doméstico social. 

Teoremas de existencia de equilibrios exteriores e interiores con variaciones 

conjeturadas (CVE por sus siglas en inglés) en tal modelo de oligopolio mixto 

han sido derivados en los trabajos previos por Nataliya I. Kalashnykova y sus 

coautores.  

En nuestro modelo,  el productor público combina en forma convexa 

las funciones de bienestar doméstico social y de la ganancia neta. Bajo 

suposiciones generales, demostramos la existencia y la unicidad del equilibrio 

exterior (definido por las conjeturas fijas de los agentes dadas en forma 

exógena), así como la existencia de por lo menos uno equilibrio interior (o 

bien, consistente), en los cuales las conjeturas (coeficientes de influencia) de 

los agentes se encuentran en el proceso de la búsqueda del equilibrio mismo. 

Finalmente, analizamos el comportamiento de ciertos parámetros del 

equilibrio interior (consistente) en dependencia del coeficiente de la 

combinación convexa de las funciones objetivos en la meta del agente 

público. 
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Para trabajos futuros consideraremos el modelo de oligopolio mixto con la 

función de la demanda pasiva ܩሺ݌ሻ  discontinua. Estamos planeando dar 

análisis teórico para las ideas de elección de valor óptimo para el parámetro ߚ en la función objetivo del agente público.  
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Anexos. Código en Dev-C++ 

________________________ 

#include<stdio.h> 

#include<conio.h> 

#include<math.h> 

 

float Col_ai[10][1],Col_bi[10][1],Col_wi[10][1],Col_vi[10][1],Col_qi[10][1],Col_beneficio[10][1]; 

float beta,aux,aux2,aux3,aux4,aux5,aux6,aux7,aux10; 

float Col_parametro[5][1],maximo,A[50]; 

float precio,aux_precio1,aux_precio2,aux_precio3,aux_precio4,aux_precio5,aux_q0; 

float VolumenG,Volumen_MagnitudG,aux_beneficio,Razniza,aux_razniza; 

int i,k,j,m,n,iteraciones; 

 

main() 

{ 

    for(k=0;k<=5;k++) 

        { 

          printf("Inserte a%d\n",k);scanf("%f",&Col_ai[k][1]);   // escaneo las a 

        } 

    for(k=0;k<=5;k++) 

        { 

          printf("Inserte b%d\n",k);scanf("%f",&Col_bi[k][1]);    // escaneo las b 

        } 

    for(k=0;k<=5;k++) 

        { 
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          Col_wi[k][1]=0; Col_beneficio[k][1]=0;     //asigno ceros a los elementos de las columnas 

        } 

    for(k=0;k<=5;k++) 

        { 

        Col_vi[k][1]=0;                              // asigno ceros a los elementos de la columna de las v 

        } 

    iteraciones=0; 

    beta=0.05;   

     do  

       {    

               

precio=0,aux_precio1=0,aux_precio2=0,aux_precio3=0,aux_precio4=0,aux_precio5=0,aux_q0=0;  

         do 

         {           

               aux=0,aux2=0,aux3=0,aux4=0,aux5=0,aux6=0,aux7=0,aux10=0;     

           for(i=0;i<=5;i++) 

           { 

             Col_wi[i][1]=Col_vi[i][1];                

           } 

           for(j=1;j<=5;j++)                           

           { 

            aux+= 1/(Col_ai[j][1]+Col_wi[j][1]); 

           }                 

            Col_vi[0][1]= 1/(aux +50); 

            aux2=(Col_wi[0][1]+Col_ai[0][1])/(Col_ai[0][1]+(1-beta)*(Col_wi[0][1])); 

            //para sacar la v1 

            

aux3=(1/(Col_wi[0][1]+Col_ai[0][1]))+(1/(Col_wi[2][1]+Col_ai[2][1]))+(1/(Col_wi[3][1]+Col_ai[3][1])

)+(1/(Col_wi[4][1]+Col_ai[4][1]))+(1/(Col_wi[5][1]+Col_ai[5][1])); 
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            Col_vi[1][1]= 1/(((aux2*aux3) +50)); 

         

            //para obtener la v2 

            

aux4=(1/(Col_wi[0][1]+Col_ai[0][1]))+(1/(Col_wi[1][1]+Col_ai[1][1]))+(1/(Col_wi[3][1]+Col_ai[3][1])

)+(1/(Col_wi[4][1]+Col_ai[4][1]))+(1/(Col_wi[5][1]+Col_ai[5][1])); 

            Col_vi[2][1]= 1/(((aux2*aux4) +50)); 

      

            //para obtener la v3 

            

aux5=(1/(Col_wi[0][1]+Col_ai[0][1]))+(1/(Col_wi[1][1]+Col_ai[1][1]))+(1/(Col_wi[2][1]+Col_ai[2][1])

)+(1/(Col_wi[4][1]+Col_ai[4][1]))+(1/(Col_wi[5][1]+Col_ai[5][1])); 

            Col_vi[3][1]= 1/(((aux2*aux5) +50)); 

         

            // para obtener la v4 

            

aux6=(1/(Col_wi[0][1]+Col_ai[0][1]))+(1/(Col_wi[1][1]+Col_ai[1][1]))+(1/(Col_wi[2][1]+Col_ai[2][1])

)+(1/(Col_wi[3][1]+Col_ai[3][1]))+(1/(Col_wi[5][1]+Col_ai[5][1])); 

             

            Col_vi[4][1]= 1/(((aux2*aux6) +50)); 

         

            //para obtener la v5 

            

aux7=(1/(Col_wi[0][1]+Col_ai[0][1]))+(1/(Col_wi[1][1]+Col_ai[1][1]))+(1/(Col_wi[2][1]+Col_ai[2][1])

)+(1/(Col_wi[3][1]+Col_ai[3][1]))+(1/(Col_wi[4][1]+Col_ai[4][1])); 

         

            Col_vi[5][1]= 1/(((aux2*aux7) +50)); 

         

            for(k=0;k<=5;k++) 

            { 

             Col_parametro[k][1]=fabs(Col_vi[k][1]-Col_wi[k][1]);              

            }                    
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          for(i=0;i<=5;i++) 

              { 

               A[i]=Col_parametro[i][1]; 

              } 

          for(i=0;i<=n-1;i++) 

            { 

                 for(j=0;j<=n-1;j++) 

                      { 

                            if(A[j]>A[j+1]) 

                              { 

                                 aux10=A[j]; 

                                 A[j]=A[j+1]; 

                                 A[j+1]=aux10; 

                              } 

                       } 

              } 

                 iteraciones++;      

            aux=0;aux10=0;  

           

         }while(A[5]>.0000001); 

         

        for(i=0;i<=5;i++) 

              { 

               A[i]=0; 

              } 

      // vamos a sacar el valor de P 

________________________________________________________________________________ 

        aux_precio1=Col_bi[0][1]/ (Col_ai[0][1] + ((1-beta)*(Col_vi[0][1]))); 

        aux_precio2=(Col_vi[0][1]+Col_ai[0][1])/ (Col_ai[0][1] + ((1-beta)*(Col_vi[0][1]))); 
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        aux_precio3=1/(Col_ai[0][1] + ((1-beta)*(Col_vi[0][1]))); 

        for(i=1;i<=5;i++)              

        { 

          aux_precio4+= Col_bi[i][1]/(Col_vi[i][1]+Col_ai[i][1]); 

        } 

        for(i=1;i<=5;i++) 

        { 

          aux_precio5+= 1/(Col_vi[i][1]+Col_ai[i][1]);               

        } 

        precio= (aux_precio1 + (((aux_precio2*aux_precio4)+2500))) / ((aux_precio3) + 

(((aux_precio2*aux_precio5)+50))); 

       //_________________________________________________________________________ 

       for(i=1;i<=5;i++) 

       { 

       aux_q0+=(precio-Col_bi[i][1])/(Col_vi[i][1]+Col_ai[i][1]); 

       } 

       Col_qi[0][1]= (precio-Col_bi[0][1]+(beta*Col_vi[0][1]*aux_q0))/(Col_ai[0][1]+ (1-

beta)*(Col_vi[0][1])); 

        

       for(i=1;i<=5;i++) 

       { 

         Col_qi[i][1]= (precio-Col_bi[i][1])/(Col_vi[i][1]+ Col_ai[i][1]); 

       } 

       for(i=0;i<=5;i++) 

       { 

         VolumenG+=Col_qi[i][1];                

       } 

        

       Volumen_MagnitudG=(50-precio)/.02; 
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      // Ahora vamos al paso 4 

____________________________________________________________     

        for(i=1;i<=5;i++) 

        { 

            aux_beneficio+=Col_qi[i][1];             

        } 

        Col_beneficio[0][1]= beta*((50)*VolumenG -.01*VolumenG*VolumenG -

precio*aux_beneficio) -Col_bi[0][1]*Col_qi[0][1] - (.5*Col_ai[0][1]*Col_qi[0][1]*Col_qi[0][1]) + ((1-

beta)*precio*Col_qi[0][1]);      

        for(i=1;i<=5;i++) 

        { 

          Col_beneficio[i][1]= precio*Col_qi[i][1] -Col_bi[i][1]*Col_qi[i][1]-

.5*Col_ai[i][1]*Col_qi[i][1]*Col_qi[i][1];              

        } 

        for(i=1;i<=5;i++) 

        { 

         aux_razniza+=Col_beneficio[i][1];  

        } 

        Razniza= Col_beneficio[0][1]-aux_razniza; 

       printf("Tabla de resultados para Beta=%.2f\n\nn",beta); 

printf("     vi              qi            precio        Beneficio          Razniza\n\n"); 

       for(i=0;i<=5;i++) 

       { 

printf("%.8f          %.6f          %.3f        %.4f       

%.2f\n",Col_vi[i][1],Col_qi[i][1],precio,Col_beneficio[i][1],Razniza);  

       } 

       printf("Volumen de G con suma de qi=%.6f\n\n Volumen de Magnitud de G 

=%.6f\n\n",VolumenG,Volumen_MagnitudG);  

         getch(); 

    

printf("__________________________________________________________________________

__\n\n");  
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        beta=beta+.05; 

aux=0;iteraciones=0;VolumenG=0;aux_beneficio=0;Volumen_MagnitudG=0;aux_razniza=0;aux_be

neficio=0; 

        aux_precio4=0;aux_q0=0; 

        for(i=0;i<=5;i++) 

        { 

           Col_wi[i][5]=0;Col_vi[i][1]=0;Col_qi[i][1]=0;Col_beneficio[i][1]=0;Col_parametro[i][1]=0; 

        }                  

       }while(beta<1.05);       

} 

 

// Final del código 
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