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MENSAJE

El presente trabajo tiene como finalidad que aprendas y apliques los con-
ceptos de:

Numeros Complejos.
La solucién de Ecuaciones Cuadraticas.
La solucién de Sistemas de Ecuaciones Cuadraticas.

Sucesiones y Series: Progresiones y el Teorema del
Binomio.

Permutaciones y Combinaciones.
Se ha tratado de expresar la teorfa en forma concisa, utilizando un lengua-

je sencillo y claro, proporcionando siempre uno o varios ejemplos donde
se refleja la aplicacién del concepto que se ha pretendido explicar.

Intenta ser un material de consulta permanente del alumno, para lo cual
incluye un buen niimero de ejercicios resueltos al detalle y que sirven de
prototipo a seguir en los ejercicios de aplicacion.

Confio en que sabras aprovechar este material que te ofrezco aportando
tu mayor esfuerzo y dedicacion al estudio. Debes ser constante. No todo
se consigue al primer intento, la perseverancia y el deseo sincero nos per-

miten lograr nuestros propésitos. iMantengamos vivo siempre nuestro
deseo de superacion!

Ing. Juan Miguel Ortiz Guerra.




OBJETIVO GENERAL DEL CURSO:

El alumno sera capaz de:

'
Aplicar los conceptos generales de: Niimeros Complejos;
la solucién de Ecuaciones Cuadriticas y Sistemas de

Ecuaciones Cuadraticas; asi como Sucesiones y Series,
Progresiones y el Teorema del Binomio; y también Per-
mutaciones y Combinaciones.

Comple jos




PRIMERA UNIDAD
NUMEROS COMPLE]JOS

OBJETIVO DE UNIDAD:’

El alumno, al terminar la unidad, en el tema:

L. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLE-
JOs.

1. Aplicarad los conocimientos adquiridos sobre nmeros comple-

jos para efectuar las operaciones fundamentales.
OBJETIVOS DE APRENDIZA JE:
El alumno, por escrito en su cuaderno y sin error, en el tema:

I. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLE-
JOs.

1.1  Definird qué es nimero real.

1.2  Definird qué son nimeros imaginarios puros.

1.3 Enunciaré el concepto de nimero complejo, escrito en for-

ma rectangular.

14 Representard grificamente a los nimeros complejos escritos
en forma rectangular.

Efectuard con precisién las cuatro operaciones bdsicas con
los nimeros complejos en forma rectangular.

INTRODUCCION

Los niimeros complejos fueron analizados por vez primera, en
un libro de dlgebra publicado en 1572, sin embargo, no fué
sino hasta alrededor de 1800 cuando se les dio una interpre-
tacion geométrica y fueron entendidos como objetos cuya
existencia podia ser plenamente justificada.

La idea fue originada, en forma independiente, por el norue-
go C. Wessel en 1797, por el francés J. R. Argand en 1806, y
por el aleman Karl F. Gauss en esa misma época.

Comprenderemos la necesidad de extender nuestro concepto
de niimero real, cuando en expresiones como x2 + 4 = 0
no encontramos ninglin nimero real que pueda tomar x para
hacer cierta la igualdad. Sabemos que cualquier nimero (posi-
tivo o negativo) cuando es elevado al cuadrado es siempre po-

sitivo y sumdndole otro niimero positivo jam4s nos dara cero,
¢verdad?

Estudiaremos entonces, un nuevo sistema numérico, es decir,

un nuevo conjunto de numeros, los complejos y sus propie-
dades.




1. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLE.-
Jos.

A. Niameros reales.

Recordemos el concepto de Niimeros Reales.
Se le llama Niimeros Reales, al conjunto de némeros que comprende a
los Racionales y a los Irracionales, R=Q UL

También se les define como aquellos nimeros que pueden expresarse
como decimales.

Son nimeros Racionales (Q) aquellos que pueden ser representados por
una fraccién, o sea el cociente de dos enteros, exceptuando la divisién

P
por cero, Q =; donde q # 0.

Ejemplos:  Son ntimeros Racionales:

a) Todos los nimeros enteros:
24

El cero puede ser dividido por cualquier otro niimero (excepto
el cero) y el cociente siempre sera cero.

0 0 0
0 =5 =% =, »donden€N

La divisién por cero no tiene sentido, ya que para que el cociente 0

tenga significado, necesitamos encontrar un mimero x tal que x . 0=5
Este nimero no existe.

0 0
En el caso de la division 5, podemos decir que 0 = N, ya que

0 - N = 0 para cualquier valor de N, por lo que una vez mas afirmamos
que la divisién por cero no conduce a un resultado 1til, por lo tanto,
no es permisible.

Cualquier niimero racional tiene una representacién decimal,
exacta o periddica y viceversa.

Ejemplos:




Son nfimeros Irracionales (I) aquellos cuya representacién decimal estd
formada por infinitas cifras que no se repiten periédicamente.

También se les define como “todo niimero real que no es racional”.

Ejemplos:

7 AU g A

B. Numeros imaginarios puros.

Cuando estos némeros fueron introducidos por vez primera hace
aproximadamente 400 afios, parecieron una cosa tan extrafia que se les
denominé “imaginarios”, ain cuando no son mas “irreales” que los né-
meros “reales”.,

La expresion n\/;\_ = R,siysolosi R® = A nos define el concepto
de raiz enésima principal de un niimero, donde:

2/ = radical

n indice del radical
radicando

’
Taiz

Asi tenemos que:

325 5 porque (5)*
2 porque( 2)3 8
porque (2)° 32
porque (' 2)? + 4 , y también
porque ( —2}’ +4

De aqui que toda raiz cuadrada de un numero tiene dos valores, uno
positivo y otro, negativo.

Pero si ahora queremos analizar cuando n es par y A es negativo, tendre-
mos:

Por ejemplo:

2
Foede  Hun ap=_4

y p}lcsto que no hay valor real de x que al ser elevado al cuadrado sea ne-
gativo, entonces, procederemos asf:

| 3/_—4=\’/4(-1) = Yy =t 2¥ 7 =

obteniendo, de esta manera, un niimero imaginario.
Establecemos que:
2
-1

3/—1 = Es la unidad de los niimeros imaginarios y lo representa-
mos por la letra /

no es un numero real,

o ———— |

L a0 INLFA,




“Se Jlaman niimeros imaginarios puros a los né-
meros de la forma bi, donde b es real y diferente

. z )
de cero, € i =\/—l ¥

Ejemplos:
OB iy,
3 TSt ak oy e L [ etc.. .
En el sistema de los niimeros imaginarios son vélidas las propledades
de los niimeros reales, pero debemos expresar siempre en términos de
i:
Ejemplos:

a) \2/— 25
b) ~/—6

5i

iVe

e
TR i

LT Sy S T L=y
o

a 239 2 Vo -V_1 + 516 -1

6i + 20i = 26i

El producto y el cociente de dos nameros imaginarios puros, son nime-

ros reales:

Ejemplos:

a) \2/:;-\2/-—27=i\/—;'i\/2—=i2\2/8_1=—

\J— 10 z\/I_(; 10
- il V2 2

Potencias sucesivas de i, i 2, i

3

y *

2

Hemos visto que i = \—1,

2 ’ . . o .
i“sera i X i | sustituyendo el valor de i:

el

i 1
(—1)-’ : ="
%
(< )2 2 1a. ley de los exponentes.

(1=

Por tanto, i es un namero imaginario tal que elevado al cuadrado da el
nimero real — 1.

—1
-1

B i=0-1) IS - 3/_1

it= R 17(~1) + 1

=N e R
=(1) (-1)

N RV 2 P

=i(1) (1) + 1

El valor de las potencias de i se repite en ciclos de cuatro.




1.-

.~ Hallar la suma o diferencia:

EJERCICIOI-1

g 3. - 3.- Encontrar el producto:
Expresar en términos de i:

2
a) 2\V-81 D) Vgl o 25
~ b) +/—100 - V_100
b) 3/ -350 2
Al ) (-V-5)(V=3)
vt 1
c) (=24)* = N
d) 6 V-2 | €) 2i-4i-3i=

-~ Hallar el cociente:

y V& 90

S B AN

a)

O’
b) \/—
c) \/—4_

d) v[?

4—-

¢ i/t i



C. ‘Nameros complejos. -

Se les llama niimeros complejos a los mimeros formados por la suma de
un nimero real y un nimero imaginario.

Ejemplos:

= T SN et
2+51,—2— 41,-—1 3 4 efc...

Son de la forma g + bi, donde qa y b son reales y diferentes

de cero, e i = ,2/—-1 y

a es la parte real y bi es la parte imaginaria del nimero complejo. Esta
es llamada la forma canénica o forma rectangular.

Sia =0, el nimero complejo a + bi es:

0+ bi=bi’ imag. puro

Si b =0, el nimero complejo a + bi es:

at+0i=a nGmero real

Por consiguiente, en los nimeros complejos estdn incluidos todos los
nimeros reales y todos los nimeros imaginarios puros.

D. Representacién grifica de los niimeros complejos.

La idea de representar gréficamente un niimero complejo es realmente
muy simple ya que éstos se pueden representar por puntos en un siste-

ma rectangular, puesto que todo niimero complejo queda identificado
por una pareja de nimeros reales (a, b).

Establecemos una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los
numeros complejos y los puntos del Plano XY. As{ los puntos del eje
X corresponden a niimeros reales y los puntos del eje Y a niimeros ima-
ginarios puros; éste es llamado el Plano Complejo.

La localizacién de puntos en el Plano Complejo constituyen el Diagra-
ma de Argand.
Ejemplo: Localizar en el plano complejo los siguientes nimeros
complejos en forma rectangular.

®G

T

PLANO COMPLEJO
DIAGRAMA DE ARGAND




, . Los nimei i i . -
E. Operaciones fundamentales con nimeros complejos. reales.umeros complejos tienen todas las propiedades de los ntimeros

>

Definicién de igualdad de dos mimeros complejos: OPERACIONES FUNDAMENTALES,

La condicién necesaria y suficiente para que dos néimeros complejos b ADICON:
sean iguales es, que sus partes reales sean iguales y sus partes imaginarias ,
scan emhién ignales, : Para sumar dos nimeros complejos se suman, por una parte, las
partes reales y, por otra, las imaginarias:
Es decir: 3
(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i
a+bi=c+di, siysélosija=c y b=d

Ejemplos:

v A0 10 . " i
b A i N i TR Ejemplos:

6+ 8 # 6 - & a) (5 +4i)+(3 +2i) g5++6i)+(4+2ﬁ

|
-
4
b4
’)
>
1

entonces: b) (-6 + 2i)+ (4 — 5i) (—6+4)+(2-5)
—2-3i :
a+bi =0, siysblosia=0 y b=0 2) SUSTRACCION,
c+di =3, siysblosi c=3y d=0 ’ i
Para restar dos numeros complejos se restan, por una parte, las par-

a+bi =2, siysblosia=0y b=2 tes reales y, por otra, las imaginarias:

: : (a+bi)—(c+di) = (a—c)+(b—dj

\ El conjugado de un nizmero complejo:—

Ejemplos:
por definicién:

a) (3+2i)-(5-3i) (3-5)+[2—-(-3))
a+bi suconjugadoes a—bi, vy — 2+ 5i

a—bi suconjugadoes a-+bi

b) (=1+i)-(=3+2i) -1 —(-3)1+(1-2)i
) ' 2—i
Ejemplo:

5 — 3i y 5+ 3i son conjugados reciprocamente.

22




3) MULTIPLICACION.

Para multiplicar dos nimeros complejos se efectia la operacién co- g) 2—-5i _ 2-5i 4-3i 8—-6i—20i+ 15i°

mo si se tratase de dos binomios, sustituyendo ltiego i *por — 1. 4+ 3i 4+3i 4 _3i 16— %*

= ac+adi+bci +bdi* - _ 8-26i+15(-1) 726
= (ac —bd)+ (ad +bc)i K—9r=1 25

fa+bi)(c+di)

Ejemplos: 7 .26 .
25 25:°

a) |5+ 3i)(2—2i) 10 — 10i + 6i — 6i°
10 —4i—6(—1)

b) 13 2i)(4+i) o1 ICHNS TR

12— 5i - 2(— 1) EJERCICIOI - 2

Localizar en el plano complej igui
! plejo los siguientes nimeros comple-
il - jos en forma rectangular: i

(3 + 2i) (1+00)

Para dividir dos niimeros complejos, usamos la propiedad del nd-
mero |, multiplicando el dividendo y el divisor por el conjugado 1 [
(— 2 t3i)

del divisor. (0+i)

a+bi _ atbi . cdi / (ac + bd)+ (bc —ad) i (—2-2) (0 + 3i)
<¥di  c+di c-—di cz +d? .

Ejemplos. - - Efectuar las sumas:
XN s M S T S AN 244 '
a) 73 % —i%3+5) 10 (5—2i)+(6+3i) =

ISR

3i+ (3+9i) =
(—10+ 7)) + (10+ 7i) =

(3+2i) + (6 —5i) + (=2+8i) =




Efectuar las restas:
(6+3i)—(4—2)=
(5 —3i)—(—2+5i) =
(54 7i) 2(5L7) =
P )

W AR et B

Efectuar los productos:
Si(2L<i)

(5+3i)"

(243)(2 i) =

(4 =i)(3+2i) =

(—5+3i)(5+3i) =

Encontrar los cocientes y expresar en forma rectangular:

=
3+i

RESUMEN

Niameros Reales: Comprenden al conjunto unién de los Racionales e
Irracionales,

Numeros Racionales: Son los que pueden ser representados por una

fraccién, o sea el cociente de dos enteros, exceptuando la di-
vision por cero,

Nimeros Irracionales: Se les define por exclusién, como: “todo ntiime-
ro real que no es racional”,

También se les define como aquellos nimeros cuya represen-
tacién decimal estd formada por infinitas cifras que no se re-
piten periédicamente.

Nimero Imaginario Puro: Es aquel nimero indicado por la raiz de in-
dice par de un néimero negativo; y también, lo definimos co-
mo el producto de un niimero real cualquiera, positivo o ne-
gativo, pero diferente de cero, por la unidad imaginaria,

. s 2
bi(i= ~/- 1)

Nimero Complejo: Es la suma algebriica de un niimero real, diferente
de cero, con un niimero imaginario,

Forma rectangular de un nimero complejo: a + bi, donde a y b son
: reales y diferentes de cero, e i = :

Los niimeros complejos comprenden:

, Naturales
0 negativos

N
Cero
nteros

E
] Negativos
Raclonales o

Fracciones
REALES

NUMEROS Irracionales
COMPLEJOS

IMAGINARIOS




) 2 3) MULTIPLICACION: Se efectta la operacid i
P D > 8 A 1 de los niime- n Clon como s1 se tratara de
En istema de los niimeros imaginarios y también en e d 5 g : P
ros Zlc):;lij; son vélidas las propiedades de los nimeros reales. 3 10s, sustituyendo luego i2por — 1.

4) DIVISION: Usamos la propiedad del nimero 1, multiplicando el

dividendo y el divisor por el conjugado del divisor, se si
; se expresa finalment 1 1
El valor de las potencias de i se repiten en ciclos de cuatro: P mente en la forma g + bi.

Potencias sucesivas de i:

mplifica y

2
sa | El conjugado de un nimero complejo:

=1

sy

1

Por definicién:

atbi  esel conjugado de a — bi v ¥

a—bi  eselconjugado de a + bi.

aed 1 AL M

etc.
Operaciones fundamentales con nimeros complejos:

1) ADICION: Se suman, por separado, las partes reales y las partes
imaginarias,

2) SUSTRACCION: Se restan, por separado, las partes reales y las par-
tes imaginarias. -




AUTOEVALUACION

INSTRUCCIONES: Expresa en términos de i.
2 /
1 =
a) 5 S
1 —
by 5 336 =
c) (-8
2 —
d) V=50 =
INSTRUCCIONES: Encuentra la suma o diferencia; segin el caso,
a) V=18 + NV-18 =
b) \/—25 + -4 _'\/_49 =
12 1L
) 2 8
d) $2 | [ WAt B

III. INSTRUCCIONES: Encuentra el producto o el cociente, segtn ¢
caso.

3)¢ ( =5 )0

Iv.

INSTRUCCIONES: Traza el Diagrama de Argand, con los siguientes
numeros complejos,

b) (—1+4i) e) (0-—2i)

eFFr= 3y £) (3-3i)

INSTRUCCIONES: Efectiia las sumas o restas, segiin se indica:

a) (2+i) + (6—-3i) _ (—1_4i) =

1 1 1 .1

INSTRUCCIONES: Efectiia los productos o cocientes, segln se in-
dica:

R_5
A e

1
b) 2= =

c)3




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

; \/’3 V. 4) 9+ 2i
3i

2i 4/2
5i 4/2
6i /2 . a)

0

Lo

£ 1,

c) &8

0

Cuadratica

IV. DIAGRAMA DE ARGAND:
B bi.

A

; "' D‘




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

; \/’3 V. 4) 9+ 2i
3i

2i 4/2
5i 4/2
6i /2 . a)

0

Lo

£ 1,

c) &8

0

Cuadratica

IV. DIAGRAMA DE ARGAND:
B bi.

A

; "' D‘




SEGUNDA UNIDAD
LA ECUACION CUADRATICA

OBJETIVO DE UNIDAD:

El alumno, al terminar la unidad, en el tema:

1. SOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS:

(B

Aplicara diversos métodos para resolver en forma precisa las
ecuaciones cuadraticas en una variable.

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE:

El alumno, por escrito en su cuaderno y sin error, en el tema:

I. SOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS.

1.1

1.2

1.3

1.4

15

1.6

Expresara la forma general de una ecuaciéon cuadrdtica en una
variable.

Clasificara las ecuaciones cuadraticas atendiendo a su forma.

Encontrara la solucién de las ecuaciones cuadréaticas incomple-

tas: Puras y Mixtas.

Representara graficamente la funcién cuadrética.

Determinara “los ceros” de una funcién cuadratica por el mé-

todo grafico.

Encontrara la solucién de una ecuacion cuadratica por el mé-

todo de factorizacion.

Encontrara la solucién de una ecuacién cuadratica por el mé-

todo de completar el trinomio cuadrado perfecto.

1.8 Encontrara i6 i
trard la solucién de ecuaciones cuadraticas por el mé

1.9

todo de la férmula general.

Utilizara : ituci
2 ara el mej:odo de sustitucién de variable para transfor
ar una ecuacion “de forma cuadritica” en una cuadritica

1.10 Resolvera ecuaciones que contengan radicales

1.11 Resolvera problemas expresados mediante palabras (de razo

QXA DX+ C= o a#

namiento i6n impli
), cuya solucién implique ecuaciones cuadriticas

o




INTRODUCCION

Sabemos que una ecuacion es una declaracién de que dos expresiones
son iguales.

As{ tenemos:
. s ecuacién verdadera
7 -4 ecuacion falsa
R HE =9

ecuacién condicional

Esta tltima se llama condicional, porque puede ser cierta o falsa, segiin
los valores que se ledena x .

Cualquier valor de la incégnita con el que la ecuacién resulte verdadera,
se le denomina “solucién de la ecuacién”.

Existen ecuaciones en que €l conjunto solucién puede estar vac{o, ejem-
plo: :

x+ 2=x -3 C.S. {ﬂ} para cualquier valor

real de x

Hay otras en que cualquier valor real de x , hace que la ecuacién sea
verdadera:

(x+2)(x -—2)=x 2 _ 4 ,reciben también el nombre de identidades.

Cuando la ecuacién contiene como potencia de la incégnita, la segunda,
recibe el nombre de :

\ecuacién de 20. grado o cuadratica.

En esta unidad estudiaremos la ecuacién de 2o. grado con una incognita
y sus diferentes métodos de solucion.

También, ecuaciones que aunque no son propiamente cuadraticas se les
incluye dentro de esta familia. Finalmente, estudiaremos algunos pro-
blemas interesantes cuyo planteo requiere una ecuacién cuadritica.

36

I. SOLUCION DE ECUACIONES CUADRATICAS.

A. Forma canénica de la ecuacién cuadritica en la variable x

2
ax‘+ bx +¢c =0 donde a,b,c ER ya # 0

B. Clasificacién de las ecuaciones cuadriticas por su forma:

Por s i At
u forma las ecuaciones cuadraticas se clasifican en:

ax2+bx+c =0

COMPLETAS cuando tiene sus tres

elementos
a¥ 0

PURAS; ax?+ ¢ =0 cuando b =0

INCOMPLETAS: {

MIXTAS:  ax? +bx=0 cuandoc=20

Resolver la ecuacién cuadritica:

Es encontrar el conjun 2
njunto de soluciones, es deci
cir,
que hacen que se cumpla la igualdad. ; i Iesalores de.y

También son llamadas * raices de la ecuacion *'.




C. Métados de resolucién de las ecuaciones cuadriticas.

INCOMPLETAS. Carecen de un elemento y son, a sa};cr:

i PURAS: Son de la forma ax? \+ c= 0.\,1Para encontrar los v.a’lores
. de x que satisfacen la ecuacion; despejaremos a % en funcion de

los valores conocidos:
Ejemplo 1.—

2% 72 =0

72
2

x2=

extraemos raiz cuadrada en ambos lados.

Las raices de la ecuacién son:

e

Ejemplo 2.—

25x* + 9 =0

9.
25
: A
\A; 25

i

x x

Las raices de la ecuacién son:

o ii
xl—-+5

MIXTAS: Son de la forma ax2 + bx = 0. !Para encontrar los va-

lores de x que satisfacen la ecuacién, aplicaremos el método de
descomposicién en factores y el siguiente teorema:

Dados los niimeros reales a y b
ab=0 siysdlosi a=0 6 b=0

Ejemplo:

2x2 +6x = 0
2x(x+3) =0

EJERCICIOII - 1
Resolver las siguientes ecuaciones cuadriticas PURAS.
4.7 S 0 e) 9x? + 25
12x* — 3 = 0 f) y* + 27

1
e g) 2x% + 50

1




2.- Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas MIXTAS.
a)  9x%4+ 15x=0 e) 3x2-f 6x =
b) 5? e 0 fy ' 3x?c5%

c): 2%+ x g) yz_ 7y

d)y 9y*_ 3y =0 h)  Sx?+ 15x

COMPLETAS.— Tienen sus tres elementos, y se pueden resolver
por los siguientes métodos:

GRAFICAMENTE: La gréfica de la funcién cuadritica
y=ax2+bx+c , aF* o0

es una curva uniforme abierta, llamada PARABOLA; cuando el.
ceeficiente de x 2 es positivo la curva *“‘sé abre hacia arriba” y
cuando el coeficiente . de x? es negativo “se abre hacia abajo®;
i Los puntos de la grifica sobre el
eje de las X, (la abscisa de este
punto) son los valores de x que
hacen que y =0.

x
(%0) Este valor de x es un “cero de la

funcion” y es una raiz de la
ecuacion,

y=ax* +bx +c =0

Por tanto, las soluciones, o raices reales (si las hay) de una ecuacién
cuadrdtica pueden obtenerse a partir de la grifica de la ecuacién cua.

drdtica y son los valores de las abscisas de los puntos en que la para.
bola corta o toca al eje X .

Si la curva no corta al eje X, no hay soluci6n en el-dominio de los nt-
meros reales, entonces, las raices son imaginarias o complejas.

EJEMPLO 1.-

Resolver graficamente la ecuacién cuadritica:

y =x? _2x _3

Graficaremos en un Sistema Coordenado Rectangular XY la ecua-
cion dada, para ello:

lo.- Asignamos valores a la variable independiente %,

20. Substituimos estos valores en la ecuacién y calculamos los valo-
res de la variable dependiente y.

Registramos estos valores en un tabulador.

Localizamos en el plano cartesiano los valores de las parejas or-
denadas (x, y), uniendo estos puntos trazamos la grafica de la

funcién cuadratica que es una curva uniforme abierta llamada
parabola.




Aqui la x solo puede tomar ciertos valores para que se cumpla la igual-
dad, a diferencia de y =
y x2 _— 2x — 3

= x2 — 2x — 3 en la que para cada valor asig-
nadoa x , calculamos otro para y .

En la gréfica leemos el valor de las abscisas de los puntos en que la pa-
rabola corta al eje X [ coordenada
= (-1)" - 2-1)
y = (-

(x, 0) ], se le conoce también como
los ““ceros de la funcién”,

y=(0)"-20) c.s. {-1,3)

EJEMPLO 2.-

y=(2)2_2(2)

Resolver grificamente 1a ecuacién cuadritica

y=(4)"-24)

y =

x24+ 6x + 9

Procederemos como en el ejemplo anterior.

GRAFICA DE LA
FUNCION CUADRATICA

2 —1l o 1] 2 |
il ;C,|| 5 || o -31-4]-3 ] xl-2|-28|_3|_35
by Reial v| 1[025[ o] 025

1 . 0
. - .z ’ .7

0.75
.r . )

los valores de x para cuando y = 0 en la ecuacion y =x% — 2%-23y

nos queda, entonces:

RAIZ DOBLE
0.50

C.S. {—3}
0.25 :




EJERCICIO II - 2
EJEMPLO 1.
Resolver grificamente las siguientes ecuaciones cuadraticas.
Resolver Ia ecuacion cuadratica por factorizacion:
a) y=6x?—-5x—-6=0 e) y=4x?_-12x+9=0 :
x2 _8x — 20 = 0
b) y=x2-x—-6=0 fy y=x?+6x+5=0 (x —10)(x +2)=0

c) y=x2+x—-6=0 g) y=2x?+5x—-12=0 si y solo si

d y=2x*+3x-5=0 h) y=8+5x—-2x*=10 x—-10=0
x, = 10

2.POR FACTORIZACION: La resolucién de ecuaciones cuadra-
ticas por este método es como sigue:
COMPROBACION
lo) Factorizamos el trinomio cuadrado (si es factorizable) y aplica-
mos ¢l teorema estableciendo que cada factor es igual a cero. Si
el trinomio no es factorizable, podremos encontrar el conjunto x2 8
solucién por el método de la formula general,

Cuando x 10 cuando x = _ 2

— 20 =0

(10)* ~ 8(10) - 20 =0

920)  Igualamos a cero cada factor, obteniendo asi un par de ecuacio- 10
nes de primer grado; encontraremos luego el valor de la variable 0" =180 — 200
que hace cierta la igualdad. 100 — 100 =0

x2 — 8% — 20
(22)% - 8683 .20
4 + 16 - 20
20 — 20 =

De esta forma determinaremos el conjunto solucién de la ecuacién ori- 0 =0
ginal, pudiendo comprobar estos resultados substituyendo los valores

encontrados en la ecuacién dada y verificando que se cumpla la igual-

dad.

0=

El conjunto solucién es: {— 2, 10}

Toda ecuacién cuadritica tiene, a lo mds, dos raices.




EJEMPLO 2.-
Hallar el conjunto solucién de la ecuacién cuadritica, por facto.
rizacion:

2= J%x — 12 =0
(2x + 3)x—4)=0

si y s6lo si

2x + 3 =0
3

2

COMPROBACION

cuando x, = 4

2x2 — 5x — 12

204)* - 5(4) — 12
32 — 20 — 12

32 - 32

EJERCICIOII - 3
Resolver por factorizacién las siguientes ecuaciones cuadraticas:
x*+ 2 = 3x f) 40x*_-31x + 6 =0

x2_ 7x + 10 = 0 2x2 2 = x —4x

x24+ 2x — 8 =0 4x?

x2 —3x— 10 0 i 2x?

x2+ 14x = _ 49 i 2x?

POR “COMPLETANDO EL TRINOMIO CUADRADO PER-
FECTO": La resolucién de ecuaciones cuadraticas por este mé-
todo es como sigue:

Se trata de formar un trinomio cuadrado perfecto (TJC€. P.).envel
lado izquierdo de la igualdad. Tlustraremos este método con un

ejemplo:

4x? _4x _15=0

PRIMER PASO:

Trasponer el término constante al lado derecho de la
igualdad.

4x% _4x = 15




QUINTO PASO;

Extraer, en ambos lados de la igualdad, raiz cuadrada

SEGUNDO PASO;
utilizando el signo * en el lado derecho.

Dividir miembro a miembro de la igualdad entre el
ciente del término cuadrado y simplificar.

coefi-

TERCER PASO:

EJERCICIO II - 4

Formar un T. C. P. en el lado izquierdo de la igualdad,
para ello, agregar en ambos lados “el cuadrado de la mi-
Resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas por el método “comple-

»

tad del coeficiente de x ™.
tando el trinomio cuadrado perfecto”.

2 2
x2 _ x +(_i_) — _1;5 =+ (__1_)
4 2

4x* —12x + 9

4x? — 8x

O 3 e ML

T.C.P.
6x* + 7x _ 3

6x* +13x — 5

CUARTO PASO:

Expresar el lado izquierdo de la igualdad, como un bino:
mio al cuadrado, es decir, factorizar el T. C. P. 'y efectuar

operaciones.

1

7




APLICANDO LA FORMULA GENERAL: Consideremos la
ecuacién cuadrética general

ax?+ bx + ¢ =0 donde abc€ Ry a#0

si resolvemos esta ecuacién aplicando el método de “completan-
do el trinomio cuadrado perfecto” obtendremos una férmula que
nos permite hallar Jas raices de cualquier ecuaci6én cuadrética, sin
Kmitacién alguna, con solo substituir los valoresde a, b y ¢ en
Ja férmula por los valores particulares de cada caso.

Veamos:

ax2+ bx + c =0

ax?+ bx = — ¢
2

ax b c

———+—x=“-—a

FORMULA
GENERAL

EJEMPLO 1.-

x2_5x+4 =90

bt Vb? _4ac

2a

=5) & -5)* —4(1)4) =5
2(1)

EJEMPLO 2.-

Resolver 1a ecuacid 20 : -
simesy uacion cuadratica aplicando el método de la férmula

2x2 _ 2x.4v1.= 0

X 5% B g
2a

—(-2) + \/(—2)2 —~4(2X1) o 2.t
2(2) '

2% Nool = Astilis 274
4 4 4

4_3
4

+1;
2

1
c.s.{_ +
2

2
2
i
2 j

51 1020119520




EJERCICIOII - 5

Resolver las siguientes ecuaciones cuadriticas aplicando_el método dela
férmula general:

a) B+ Tx—6 =10 i) xr_4x+1=0

b) 4x? #7x =2 K282 *9x = 5

||| %= 3x+27= 0 x?—2x+10 =0
d) 4y2+12y+9 =0 y24+2y+5=0
e) | x%—5x—6'=0 252 Z6x+5 =0
f) x*-6"=x x2 8 +25=0
g) 3x* —2x—-8=0 2% —6x+9 =10
h) 16x2 —8x+1 =10 x2+x+1=20

2 L
i) x2—-2¢x—-1=0 2x2 ~ 2% +5= 0

D. Ecuaciones de Forma Cuadratica.

F %4 Se
Hay ecuaciones que no son cuadraticas pero que pueden transformar
en cuadraticas y resolverse como tales:

Son de la forma:

ax® 4+ bx" .+ c'=0 siendo a, b, ¢, n € Rac.
yayn #F0

Para resolverlas procederemos como sigue:

Hacemos el cambio de variable x" = ¥, entonces la ecuacién se transfor-
ma en otra que si es una ecuacién cuadritica en la nueva variable y .

ax® + bx" + ¢ =90 b"=y
alx"f + bx" + ¢ =0
ay’+ by + ¢ =0
Resolvemos para y , y de estos valores obtenemos los de x .
Deberemos siempre comprobar los valores obtenidos, substituyendo en la

ecuacién original, dado que algunas soluciones de la ecuacién derivada no
lo son de la ecuacién original,

Son ejemplos de ecuaciones de forma cuadritica los siguientes:
x'— 'Sl =0
3 — 1% — 27 =0

45 _11xt 44 =0

1
(x+6)—(x+6)>—2=0

Zx-Z_x—’__; = 0

L




EJEMPLO 2.-
EJEMPLO 1.-

Resolver para x , la ecuacién de forma cuadratica: Resolver para x |, la ecuacién de forma cuadritica:
3

-4 -2 )
ot R = 1 9§

o B ) x2 =
2.2 A . y

1 2 ; 1
(x2) — x2— 30 X%
_ 5 + 4

y y—y —30

(y—6)(y+35)

1

2
1
8

x =
1

COMPROBACION

Cuando x = 1 COMPROBACION

- _2 ! Cuando x = 25
(12 —501)°+4 =l _
} 1
2
X — X

T HBLIOTECA UNIVERSITARLY

= 5 +4=@

s
(36) — (36)%_ (25)—(25) 30
24_52% '+4=0 b\ =% L 25 - 5 _30 #
Qi v A0 40 36 — 25 _ 35 #

20 — 20=0 —CS #

0 no es solucién!




EJERCICIO II - 6
Resolver las ecuaciones de forma cuadrdtica,
a) x%—3x2-10=0 h) x4=25x% — 144
b) x* <3x2L"4=0 i) x* +27 = 122
oY/ AL $ =24 =P j) 8x® — 192 — 27 =4o
d) y-‘—Sy‘z-i-4=0 R) 84\ Tx=? =1
e) 3x-? —4x =4 1) (x+6)—(x+6)=i'—-2=0
2 1

f) 2x7 —; )| ek | 256 — 8= 0

g) n) x> —5x" +4=0

E. Ecuaciones con radicales de segundo orden.

Son as{ llamadas las ecuaciones en que aparecen variables bajo el signo ra-
dical de indice dos.

El método de resolucién consiste en trasponer términos de modo que nos
quede el radical s6lo, en un miembro de la ecuacién; elevaremos al cua-
drado tantas veces como sea necesario para eliminar el signo radical, lue-

go despejaremos la variable en funcién de los valores conocidos. Este pro- |

cedimiento (elevar al cuadrado) da lugar, a veces, a ecuaciones que no

son equivalentes a la ecuacién original y por lo tanto los valores encon- |

trados no siempre la satisfacen; por esta razon es esencial que todas las
raices de las ecuaciones con radicales sean comprobadas para poder ser
aceptadas como soluciones veridicas.

Algunos autores llaman a las soluciones de una ecuacion derivada, que
no lo son de la ecuacién original, raices extrafas; por lo tanto el conjun-
to solucién lo forman solo los valores que si satisfacen la ecuacién origi-
nal.

EJEMPLO 1.-

Resolver la ecuacién con radical:

Vx+2 +4=x
'°x+2 =x — 4
W x+2f=(x_4)°

x+2 =x2_8x+ 16

x2_8c —x+16—2

-

x2—9x+14 =10

(x—7)(x—-2)=0

x—7=0 x—2

COMPROBACION

é—
:
g
:

Cuandox =7 Cuando x =2

Vx+2 +4 Vx+2 +4 :
?
ML 2 bt g g & o
?
N Vi +4L52

3 +4 7 F4#£2

7 6 #2

no es solucién!
Por lo tanto, la ecuacion tiene solo una rafz.

C.s. {7}

57




EJEMPLO 2.-
Resolver la ecuacién con radicales: EJERCICIOII - 7

Vox -3 =7-V2x+4
Resolver las ecuaciones con radicales y verificar en cada caso las solucio-

(\/2x—-3 f= (7— A/2x +4 )2 nes obtenidas:

2x—3 =49-14\2x+4 +2x+4

14 \[2x+4 = 53+3
V2x+ 5
14 \V2x +4 = 56
14

14
VBT =4
Woxt4) =04

2x+4 = 16

2x 16 — 4

2x 12

12
2
6

BAILIOTECA UNIVERSITARLY

COMPROBACION

Va3 =7- VE+t
206)—3 =7— y2(6)+4

9 =7- 16

F. Problemas diversos que se resuelven por ecuaciones cuadraticas.

iy p Muchos problemas con enunciado, en particular aquellos que tratan con
! productos o cocientes que contienen la incégnita incluyen en su solucién
3 =3 ecuaciones cuadriticas.




Se sugiere el siguiente método para establecer la ecuacién con la cual
se resuelven:

lo. Leer y releer el problema con sumo cuidado y estudiarlo hasta
lograr entenderlo con claridad.

Identificar las cantidades conocidas y las desconocidas del proble.
ma,

Seleccionar una de las incégnitas representindola por medio de un
simbolo, x ;a continuacion se expresan las otras incégnitas en tér.
minos de este simbolo,

Encontrar qué cantidades o combinaciones entre ellas son iguales,

A partir de las combinaciones encontradas se establece una ecua-
cion cuadratica. ’ |

|
Resolver la ecuacién obtenida y verificar el conjunto solucion en el
problema original.

Aqui debe observarse que a veces un problema que se resuclve mediante
una ecuacion cuadrdtica tiene una solucion unica, mientras que la ecua-
cién tiene dos soluciones. En tales casos la raiz que no satisface las condi-
ciones del problema se descarta.

EJEMPLO 1.-

Hallar dos enteros positivos consecutivos cuyo producto sea 210

Sea x = unnitmero entero positivo,
x+1 = suconsecutivo

x(x+1)=210
x2+ x—-210=0
(x —14)(x + 15)=0
x—14=0 x+15=0
x, = 14 X, == 15
se descartal

Como los nimeros solicitados son positivos, tomaremos solamente el

o : valo
x = 14, los nlimeros son, entonces: :

un numero = 14

su consecutivo 14 + 1= 15

Comprobacién:

14(14 + 1) = 210

14 (15) = 210
210 = 210

EJEMPLO 2.-

El largo de un jardin rectangular es 7 metros menos que dos veces

su a'nch'o. Si el drea del jardin es204m? ¢Cudles son las dimensiones
del jardin?

Sea:

ancho del jardin = x
largo del jardin = 2x — 7
Area = 204m2

dimensiones =?

ﬁ‘&&ﬁﬁ%@%ﬂm




x(2x — 7)= 204

2% — Tx —204=0

2a

—(=7)% V(=7)} — 4(2X—204)
2(2)

7+1/49+ 1632 _ 7%41

Z 7

48 .
1T &4

= —~85

no es solucién!

SOLUCION: COMPROBACION:

ancho del jardin = x (12)(17) = 204

largo del jardin =2x — 7 204 204

EJEMPLO 3.-

Un nuevo horario para un tren requiere que viaje 351 km en w

cuarto de hora menos que el tiempo anterior. Para esto, el tren debt
aumentar su velocidad en 2 km/hr. {Cudl debe ser su promedio de}

velocidad para poder cumplir el nuevo horario?

Sea x la velocidad promedio real del tren en km/hr,

Sabemos que: t = Y » entonces:

tiempo anterior — tiempo nuevo = % hr

351 _ 351
x X H+2

351 (x+2)— 351x
x(x +2)

351x + 702 — 351x
x? + 2x

x2 + 2x = 4(702)

x2 + 2x — 2808 = 0

_—2% \/(2)* — 4(1)(—2808)
2(1)

—2% AJ4+11,232  _2+106

2 2

_ —2+106 104

2 = 2 = 52

_ —2-106 —108
- 2 2 = _54

no es solucién!

;
:
;73:‘
;




La velocidad promedio del trenserd de 52 + 2 = 54 Km/hr.

COMPROBACION:

351 351 1

=59 5\ A
c.s. {4}

6.75 — 6.50= 0.25

0.25= 0.25

EJEMPLO 4.-

La diferencia en tiempos que tardan dos pintores A y B, en pinta

2 de una barda es de 1 minuto, Juntos pueden pintar 27m? a

1m
1 hora, {Cudnto tiempo le tomard a cada uno por separado para pins

tar lm?2?

Consideremos que:

% = Nfimero de minutos requeridos por el pintor mds rapido pa
ra pintar 1 m? (supongamos que sca A), entonces:

» + 1 = Ntimero de minutos requeridos por el pintor B.

Ahora:

= Es la fraccién de 1 m? que el pintor A puede pintar en un

1
X minuto.

1
___ = Eslafraccionde 1 m 2 que el pintor B logra pintar en un m

x+ 1 nuto.

De aqui que: trabajando juntos sera:
fraccién de 1 m* que ambos pintan eh 1 minuto.

Pero nos dice el problema, que juntos pueden pintar 27 m?
en 1 hora; en 1 minuto haran:

4 (. 9
60 ° simplificando queda: 5 de m?

Entonces podemos establecer que:

. W B
x +x+1

x+t1 + x _i
x(x+ 1) 20

2x + 1

2x+1 2
x2 +x 20

9(x® +x) 20(2x + 1)

9x2 +9x — 40x—-20=0

9x% —31x — 20 = 0
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—bx

2a

_(-31) +4/(—31)% — 4(9)20)
> 2(9)

31+1/961+720 _ 31 % 41

18

no es solucién!

= s
> imi i tivo y no tiene sentid’
Laraiz ™ g, se elimina ya que es un tiempo nega y

en este problema.

Por consiguiente:

e 4 SOLUCION:

- 2

x+1=35 A — tarda 4 minutos en pintar 1 m
j i P

B — tarda 5 minutos en pintar 1 m

EJERCICIO II - 8

1.- Problemas de niimeros:

a)

by

€)

Hallar dos niimeros positivos sabiendo que uno de ellos es igual
al triple del otro mds 5 y que el producto de ambos es igual a 68

Hallar dos niimeros sabiendo que la suma de sus cuadrados es 34
Y que uno de ellos es igual al doble del otro menos 1.

Hallar tres nlimeros enteros consecutivos sabiendo que la suma
de sus cuadrados es 110.

Hallar un niimero sabiendo que la suma del triple del mismo con
el doble de su reciproco es 5.

Si a 10 veces un nimero le sumamos 12 se obtiene un resultado
igual a dos veces el cuadrado del niimero, Encontrar el ntimero.

2.- Problemas geométricos:

a)

b)

Hallar las dimensiones de un rectangulo cuyo perimetro es 50 m
ysudreaes 150 m? ,

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo es igual a 34 cms. Ha-
llar las longitudes de los catetos, sabiendo que uno de ellos es
14 cms., mayor que el otro.

Hallar las dimensiones de un rectingulo sabiendo que su longi-
tud es igual al triple de su altura, Y que si se disminuye en 1 cm
la altura y se aumentaen 8 cm la longitud, el drea serd 72 cm? ,

EASLIOTECA UNIVERSITAIR




El perimetro de un triangulo rectingulo es 60 cms., y su hipo-
tenusa mide 25 cms. Hallar las longitudes de los otros dos lados.

Un terreno rectangular tiene 50 m. de ancho y 60 m. de largo.
Si el ancho y el largo se aumentan en la misma cantidad, el drea
aumenta en 1200 m? . Encontrar la cantidad en que se ha au.
mentado el ancho y el largo del terreno.

3 ‘Problemas de moviles:

a)

Un piloto realiza un vuelo de 600 kilémetros. Sabiendo que si
aumenta la velocidad en 40 km/hr podria recorrer dicha distan-
cia empleando 30 minutos menos, hallar su velocidad.

Un policia de caminos salié de su cuartel y viajé con velocidad
constante durante 28 kms. y entonces se le notificé de un acci-
dente. Manej6 hasta el lugar del accidente que estaba a 8 kms.
a una velocidad que era 45 kms/hr mayor que su velocidad de
crucero anterior. Si habfan transcurrido 54 minutos desde que
se inici6 su servicio hasta que llegé al accidente, encuentre su ve-
Jocidad de crucero.

Un ranchero recorrié 100 km. hasta una ciudad para recoger un
automévil nuevo regresandose al mismo lugar en él. Su veloci-
dad promedio 2 la ciudad fue de 10 kms/hr mis que la velocidad
de regreso; el recorrido| completo lo realizé en 3 horasy 40 mi-
nutos. Encuentre 1a velocidad para cada parte del viaje.

4. Problemas de tiempos de trabajos:

a)

Dos hermanos lavaron las paredes de su cuarto en 3 horas. |
¢Cusntas horas requerird cada uno para lavar las paredes de |
cuartos iguales, si el mayor puede hacer el trabajo en 2 horas 30 K78g

minutos menos que el otro?

Dqs operarios A y B, juntos, realizan una tarea en 10 dfas. Tra-
bajando por separado, A tardaria 5 dfas mds que B. Hallar el

n ’ ’ ’
umero dfa dias que tardarian en hacer la tarea trabajando cada
uno por si solo.

El operario B ta.rda 6 horas més que el A en efectuar un trabajo
Habl-lar cuanto tiempo tardarian en realizarlo cada uno de ellos
sabiendo que juntos, invierten 4 horas en terminarlo.

x =velocidad de crucero en Km/hr

BaAEL
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de segundo grado.
Forma general de la ecuacion cuadritica en una variable:

ax?+bx+c =0 donde a, b, c, sonrealesy a # 0.

Por su forma, las cuadraticas se clasifican en:

ax2+bx dien= 0
con a 0

Tienen todos sus
COMPLETAS elementos

2 =
PURAS: ax® +c 5
Carecen de un
elemento:

b éc

INCOMPLETAS

mixTas: ax> +bx =0, c=0

i i ciones, &
Raices de la ecuacién: Reciben este nombre, el conjunto de solu N

decir, aquellos valores de x que hacen que se cumpla la igualdad.

Férmula general de la ecuacion cuadratica:

-b la\/bi—4ac
X =
Za

Ecuaciones de “forma cuadritica”:

2n n
ax +bx +c=0 donde q, b, ¢, n, son racionales, con

a y n diferentes de cero.

Son ecuaciones que no son propiamente cuadriticas pero que pueden ser
transformadas en cuadriticas y resolverse como tales.

Ecuaciones con radicales de segundo orden:

Son asi llamadas las ecuaciones en

que aparece la variable bajo el signo ra-
dical de indice dos,

Se resuelven por elevaciones sucesivas al

cuadrado, hasta que desaparezca
el signo radical.

Es esencial que todas las raices encontradas sean verificadas en la ecuacién

original, si la satisfacen son aceptados como soluciones veridicas, si no,
son rechazadas como solucién.




AUTOEVALUACION

.INS’I.‘RUCCIONES: Resuelve el siguiente problema, cuya solucién
INSTRUCCIONES: Resuelve las siguientes cuestiones cuadraticas) implica una ecuacién cuadritica:
incompletas. '

“Hallar dos nimeros positivos, sabiendo que la suma de sus cua-
AT & B2 0 drados es 20 y que uno de ellos es igual al triple del otro menos 2”

1
b) [[8x> 4+ 5=

c) 6x2 — 2x =0
d) 3x* + 2x =0

INSTRUCCIONES: Resuelve las siguientes cuestiones cuadraticay
completas, por el método que se solicita.

a) Grifico: N 4 idx + 5 =0

2

b) Factorizacion: Poc Vw6 =00

2 U x_6

c) Completar T. C. P, 2x
d) Férmula General: 2% —2x +1=0

INSTRUCCIONES: Resuelve la ecuacion “de forma cuadratica”.

1
_5x"3 +4=0

2
x—z

INSTRUCCIONES: Resuelve la ecuacién con radicales:




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION
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las raices no son reales.
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Cuadraticas




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

C.S. ={¢}

las raices no son reales.

Sistemas de

Ecuaciones
Cuadraticas




TERCERA UNIDAD
SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS

OBJETIVO DE UNIDAD:

El alumno; al terminar la unidad, en el tema:

1. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS. |

Aplicaré los diferentes métodos en la resolucién de ecuacio-
nes cuadréticas.

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE:
El alumno, por escrito en su cuaderno y sin error, en el tema:
1. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS. |

1.1 Enunciaré la forma de una ecuacién cuadritica general con
dos variables. -

1.2 Identificar las Secciones Cénicas, su ecuacién, su forma y al-
guna caracteristica distintiva. |
1.3 Comprenders la resolucién de sistemas de ecuaciones cuadrd- /
ticas, por graficacién.
5
Encontrari la solucién de un sistema de ecuaciones 'cuadrati-
cas, por el método de sustitucion: I
a) Un sistema formado por-una ecuacion de primer gradoy |

y una de segundo grado.

B

PARABOLA

El plano es paralelo a AB HIPERBOLA

El plano es perpendicular al pla-

no de la base del cono doble
invertido,

Earlx scgm(clla veremos solamente la ecuacién y alguna caracteristica sobre
saliente de las secciones cdnicas, ya que su estudio ofy detalle Gatraptid

d z .. .
e a Geometria Analitica; por ahora para los fines del tema que estudia-

* : v B s
: o_s'basta con su identificacién para comprender wgjor el conjunto so-
ucion de un sistema de ecuaciones cuadraticas dadg

i

y CIRCULO.—  La grédfica de una ecuacion de la forma:

x2+y’=¢2

(x,y) esun circulo de radio s y centro en el

origen.

b) Un sistema formado por dos ecuaciones cuadraticas.
Encontrars la solucién de un sistema de ecuaciones cuadrati- |
cas, por el método de sumas o restas.

Encontrara la solucién de un sistema de ecuaciones cuadrati-
cas, con términos xy y sin términos lineales, por el método de
eliminacién del término constante, :

76

De acuerdo con el Teorema de Pitigoras

las coordenadas de ewalquier punto del
circulo satisfacen la ecnacién




HIPERBOLA EQUILATERA o RECTANGULAR .— La grifica de una

ELIPSE.—- lLa gréﬁca de una ecuacién de la forma:
. ecuacion de la forma:

ax2+by2=c -
Y xy =b donde b # 0

cona, b,c. >0y a#bse Ilama elipse. .

;
i

5 x

a<b
PARABOLA.— La gréfica de una ecuacién de la forma:

b>0

. ax?® + bxak =

en dond = i . oyl o
ea¥ 0, y ab,c, son constantes reales,

Yy

HIPERBOLA.— La gréfica deuna ecuacion de la forma:

a? —by?=c

donde ¢, b, > 0 sellama hipérbola.

cF0 \/ /

=
- <
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1. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS.'

A. Por Graficacién.

as en dos variables puede resolverse

y

Un sistema de ecuaciones cuadratic
grificamente, trazando en un mismo plano cartesiano el lugar geométri-

co de las parejas ordenadas de valores que satisfacen a cada una de las
ecuaciones siguiendo el procedimiento acostumbrado, a saber:

Resolver cada ecuacién para una dg las variables en términos de
la otra.

lo.

diente, calcular el valor de la

20. Asignar valores a la variable indepen
ores de las parejas ordena-

variable dependiente y tabular los val
das.

Trazar la grifica de cada ecuacién, localizando en un mismo pla- ﬁ
no los puntos determinados por los pares de valores y uniéndolos

con una curva de variacién uniforme.

El conjunto solucién del sistema queda determinado por los puntos de
interseccién de ambas grificas. Cada uno de estos puntos son una solu-
cién del sistema, puesto que satisfacen a ambas ecuaciones simultinea-

mente.

Las intersecciones pueden ser en uno, dos, tres, cuatro o ningin punto,
en cualquier caso, las soluciones que se obtienen a partir de graficas son
solo aproximadas. Ademds, puesto que los puntos en un plano cartesia-
no corresponden sélo a pares ordenados de nimeros reales, este método
de graficacién no dari soluciones complejas (cuando las graficas no se

intersectan).

23

Las cénicas son tangentes en un
punto.

El conjunto solucién tiene un
elemento en el sistema de los
numeros reales,

vy

Las cénicas se cortan en tres pun-
tos,

Ell conjunto solucién tiene tres
e’ementos en el sistema de los
numeros reales.

e E

Las cénicas se cortan en dos pun-
tos.

El conjunto solucién tiene dos
elementos en el sistema de los
numeros reales,

¥

Las cénicas se intersectan en cua-
tro puntos, :
El conjunto solucién tiene cuatro

elementos en el sistema de los
2
nimeros reales,

s

o
u
=
=
= )
%
g
5
]




(4-2y)" + 4y* = 16

16—16y+4y2+4y2_16=0

34
; \ Ahora sustituim 1 ..
/ \ : . B s os el valor de x en la ecuacion (2) y efectuamos opera-
kJ b e

I |

=
i
e

1 2
(?) 8y " —16y = 0

Las cénicas no se intersectan.
El conjunto solucién es el conjunto vacio ( $ ),
2

en el sistema de los nimeros reales.
y — 2y =0

SITPE

SHLIOTECA UNIVERS

B. Métodos Algebraicos. yy—-2)= 0

RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS:

1.
POR SUSTITUCION,

.
-

Un sistema formado por una ecuacién de primer grado

y una de segundo grado:

PRIMER CASO:

Ejemplo:

(B~ kW2 F ¥ linea recta

(2) x>+ 4y* =16 elipse con eje mayor horizon-
tal.

C.S. {(4,0), (o0, 2)} que son las coordenadas de los puntos donde se

De la ecuacién (1), despejamos a x : .
(1), despej intersectan las graficas.

x =42




COMPROBACION
;x;2 + "1':)’2 = 16

2 v S
py(40)[ 4 +20=4 |(4) FHO) =16

x + 2y=4

0+ 202)=4 | (0)* + 42)" =16
16 16

v
101

junto soluc
os comprobado ambos elementos del conjun

Nétese que hem
en las dos ecuaciones.

EJERCICIO III - 1

Resolver, por sustitucion, el sistema formado por una ecuacién de pri-
mer grado y una ecuacion de segundo grado:

a) ﬂ

2?2 25 e) %2 Fxy

x A2y 10 Ix — y

xS { 2y 4 3x? + 2y2= 11
yz—xy_7 x—y =1
Ix — 7 + 2 ' ST e

x>~ y*+4 =0 y x> =1

xz—xy+y= h) y2=2x
2x + y 2 —y =1

La suma de los digitos de un nimero de dos cifras es 11. La su-
ma de los cuadrados de las dos cifras es 65. Hallar el o los ni-

IMEros,

La suma de dos niimeros es 9 y la suma de sus reciprocos es

1
3 - Hallar los ntimeros.

Un rectangulo tiene 40 m. de perfmetro y 96m’ de 4rea. Ha-
llar sus dimensiones.

La suma de los catetos de un triangulo rectingulo es 34 cm., y
su drea es de 120 cm” ., Hallar la longitud de la hipotenusa.

P AR

.
¥ 4

o
S

LauﬁLAL}TECA UMNIVERS




secunDpo caso: Un sistema formado por dos ecuaciones cuadriticas.

Ejemplo 1.-

CIRCULO

(D7 A W<

(2) oy~ 4

De la ecuacién (2), despejamos a X :
4

y

Ahora, sustituimos el valor de x en la ecua

HIPERBOLA EQUILATERA

X

cién (1) y efectuamos opera-

ciones:
COMPROBACION:

x2 + y2= 8

4 2

5 £ s

16 %

-}-;; +7y— =8

16 + y* £
O |

16 + yd_—_ 8y2

g4 — 8y2 + 16 = _ (-2)*+(-2)*=8 | (-2)(-2)

(yt—4)y?-4) =
y2 —4 =0 '
8 =8

x* +y2=238 xy =4

(2)*+(2)*=8 | (2)(2)=

HIEHLIOTECA UNIVERSITARLY

P (-2 -2) 4+4 =8 4

yr=+4

C. S. {(2, 2), (-2, —2)} que son las coordenadas de los puntos donde

se intersectan las graficas.




Ejemplo 2.-

El duefio de una libreria gasté $360 dblares en la compra de
derto namero de ejemplares de un libro. Los vendié todos,
menos 10, con una utilidad de $2.00 délares por libro, tenien-
do una ganancia total de $190 délares. Hallar el nimero de

ejemplares que compro.
Consideremos:

Nuamero de ejemplares del libro = x
Costo por libro = y

Entonces, por los datos del problema, podemos establecer que:
(1) xy = 360

(2) (x—10)(y+2) =360 + 190

Efectuemos las operaciones indicadas en la ecuacién (2):
xy + 2x —10y— 20 = 550

360 + 2x — 10y — 570 =

(—;‘) 2% — 10y — 210

20— Sy 105 = 0

x = 5y +(105

|

|

Ahol‘a, Sustitlll’mos e] alOI‘ df X €n l1a ec ][a(:’(’)n I e .e
V l' 1 y t p
- ctuamos o e€ra-

xy = 360
(5y +105)y = 360
(%) 5y* + 105y — 360= 0
yr+ 2ty 72=0
(y—3)(y + 24)
y-3 =0 y+24=0
g =3 Wy = =24

no es solucion!
Costo por ejemplar = $3.00 délares

Por lo tanto, el nimero de ejemplares que se compraron es:

ejemplares

COMPROBACION

0 substituyendo a xy por su valor.

Nimero de libros vendidos = 120 — 10 = 110
Precio de venta = Costo + Utilidaa =3+ 2 = § 5 délares
Importe total de la venta = Costo + ganancia total
= 360 + 190 = 550
(110) (5) = 550
550 550

C.S. {Se compraron 120 ejemplares del libro}

BLIGTECA UNIVERSTARLY i




EJERCICIO III - 2 Ejemplo:

Resolver el sistema:

Resolver, por sustitucién, el sistema formado por dos ecuaciones cua-
4x? + );2 = 13

draticas:
d) y*= 2x-8
xy =12 x? 4+ y2= 16 e = 10
Multiplicamc -
¥+ y =11 uu‘[.)'hcamos por
ecuaciones:

a) x*+ y*=40

(— 1) la ecuacién (2) y sumamos ambas

b)  x% +4y? =16

%y =% X _x—2y =2

dxtk iyt = 13

e}l ||| (3 H 4R = 25 4
xy =6 *
16

ante compro una cantidad de sombreros en
o hubiera costado § 1.00 me-
4s con el mismo dinero.

Un comerci
$100.00 délares. Si cada sombrer
nos, habria comprado 5 sombreros m
Encontrar el nimero de sombreros gue compro.

1,875.00 dolares.

anando $4.00 dé- Sustituimos ¢l valor de x en cualquiera

El Sr. Gomez comprd algunas acciones en $
de las ecuaciones originales:

Las vendié todas menos 15 por $1,740.00, g
lares por accién. ¢Cudntas acciones compré?

RIELIGTECA UNIVEASTALY

y: = 10

RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECU ACIONES CUADRATICAS POR
SUMAS O RESTAS.

100 — x*%

Consideremos un sistema en que ambas ecuaciones son de la forma:

2 Al
g + by = €
solverlo, consiste en eliminar una de las variables por

el método para re
suma o resta.




son las coordenadas
—3) } que son lascc EJERCICIO 1I - 3

3) 1, 3), (-1, =3},
bt e intersectan las glahcas

o, e b

de los puntos donde $ :
Resolver los sistemas de ecuaciones cuadriticas por el método de sumas
| o restas:
P( 13 S Ay a) 2x2—3y2= 6
3x2 + 2y2 = 35
- x"’ + y2 = 10
9x2 + y2 = 18 ; _
Sx3— 3yl= _ 11
P(1, -3) T _ 5y2
P(—-1,—=
4x 2 + 5y2
3x 2 + 4y2 =
2x 2— yz

""‘. fd l £r;.).'. ;:;—; '1 ‘-‘43

L

ECA

’_

3x 2+ 4y2

(#

COMPROBACION

Sl

3. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS:
POR ELIMINACION DEL TERMINO CONSTANTE.

Consideremos un sistema de dos ecuaciones, sin términos lineales y con
término xy, de la forma:

a?® + bxy + cy* = d

donde g, b, ¢, d pueden ser cero.




Ejemplo:
Resolver el sistema:
(1) x* + 6xy = 28

() ||| xy'+ 8ytE

Para eliminar el término constante, multiplicamos la ecuacién (2) por

— 73

x2 + 6xy = 28

— 7xy -—56y2 = _ 28

N x_‘y—-56y2 =0 , resolvemos para x :

(x—8y)(x+7y) = 0

x—8 =0 x=+'79'= 10

x =8 e L

Sustituimos los valores encontrados para x, en la ecuacién (1):
x? + bxy = 28
2
(8y)" + 6(8y)y = (-79)" + 6(~79)y = 28
2 2
64y  + 48y 49y" — 42y°
112y = 7y

x? + 6xy = 28

b

;/;I

1 1
C.S. {(4, 5 ), (—4, — 5 ), (=14, 2), (14, -2) } que son las coordena-

das de los puntos donde se intersectan las graficas.

SWLIGTECA UNIVERSITARLY




RESUMEN

EJERCICIO III - 4
La ecuacion cuadratica general en dos variables es de la forma:

Resolver los sistemas de ecuaciones cuadraticas por eliminacion del tér-
; . 2 :
mino constante: P RN gt e

2

= e) x*—xy *t donde: aq, b, ¢, d, e, f son constantes reales y al menos una
x* 4

2
a) x2 + 3xy = Y
N » de las constantes a, b, o ¢ es diferente de cero.

2 e e

f) 2 =] Secciones Conicas: Se obtienen al cortar un cono circular recto con un
plano.

b) x*— 2xy—2y' =
x4 Ly + AN M

Q) 3x%_4xy = 4 g).  x2— 3xy + 2y? =_ 105 Ecuacion del Circulo: x2 + 92 =2 de radio r y centro en
o ()= 2 2y + P= el origen,

22 Loy T\ 12 h) *%\¥ )’: = b Ecuacién de la Elipse: ax? + by2 =c¢ conagb,c >0y
xy| — y2 23 3xy +4y 10 a¥ b

H Ecuacién de la Hipérbola: ax? — by? cong, b > 0yc#0

INIVERSITARLS

s digitos de un nimero de dos cifras excede d
nidades en. 16. Ea suma de los cuadrados de los Ecuacién de la Hipérbola b cin B

Equilatera:

El producto de lo

_cuadrado de las u
digitos es 80. Hallar el mimero.

'
=~

’

Ecuacion de la Parabola: y = ax?2 + bx + ¢ , 6
X =ay? + by + ¢ donde: a ¥ 0 y
que la mitad de su producto en 4. a, b, ¢, son constan-
tes reales.

Hallar dos ntmeros cuya suma de sus cuadrados excede al doble
producto de ellos en 4, y cuya diferencia de cuadrados es mayor

EVBEIBTECA L

Un par de ecuaciones en que el mayor grado de la incégnita es dos,
constituyen un Sistema de Ecuaciones Cuadr4ticas en dos variables.

El conjunto solucién del sistema queda determinado por las coordena-
das de los puntos de interseccién de ambas grificas. Cada uno de estos
puntos son una solucion del sistema, puesto que satisface a ambas ecua-
ciones simultdneamente.




1.

AUTOEVALUACION

Resolver, por sustitucion, el sistema formado por una ecuacién de
primer grado y una de segundo grado.

x2+y2=25
2330 e N E 5

2. Resolver, por sustitucion, el sistema formado por dos ecuaciones

cuadraticas.

xy = 212

3. Resolver el sistema de ecuaciones cuadraticas por el método de su-
mas o restas,

x2

x2

= yz 16
Lty? 34

4, Resolver el siguiente problema, cuya solucién implica un sistema

de ecuaciones cuadraticas.

“Cierto ntmero de personas alquilan un camioén en
$32,000.00. En el momento de la salida, faltan dos per-
sonas y por eso los demds tienen que pagar cada una
$800.00 mas. ¢Cuantas personas habfa al contratar el

camion?

5. Resolver el sistema de ecuaciones cuadréticas por eliminacién del

término constante.

x2 + 3xy
xy + 4y?

RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

c.s. {(0,-5), 4,3) }
C.S. {(-3,4), (4, _3)}
C.8. { (5,8), (-5,3), (5,-3), (=5,-3).)

Habia 10 personas

c.s. { (-14,4), 14,-4), (4,1), (—4,-1) }

3

-
o
s
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PASATIEMPO MATEMATICO

;Qué hay de erréneo en lo que sigue? _

Para dividir 17 caballos entre tres personas, de modo que una de ellas
reciba la mitad, otra la tercera parte y la illtima una novena parte, se
sugirié la solucion siguiente: Tomar prestado otro caballo, lo cual da
un total de 18; darle la mitad a la primera persona, 0 seq, 9 caballos,
a la segunda persona una tercera parte, 0 sea 6 caballos y una novena
parte a la tercera, es decir, 2 caballos; lo cual constituye, 9+6+2 =17
caballos.

Ahora ya podemos devolverle el caballo restante a su duefio,

Utilizando los digitos que van del 1 al 9, una sola vez, llewe los cua
dros que siguen, hasta obtener una suma de 15, vertical, horizontal y
diagonalmente.

F

L- Sucesiones y Series.

IL.- Progresiones Aritmeticas,

y Geométricas.

. IIL.- Teorema del Binomio.
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PASATIEMPO MATEMATICO

;Qué hay de erréneo en lo que sigue? _

Para dividir 17 caballos entre tres personas, de modo que una de ellas
reciba la mitad, otra la tercera parte y la illtima una novena parte, se
sugirié la solucion siguiente: Tomar prestado otro caballo, lo cual da
un total de 18; darle la mitad a la primera persona, 0 seq, 9 caballos,
a la segunda persona una tercera parte, 0 sea 6 caballos y una novena
parte a la tercera, es decir, 2 caballos; lo cual constituye, 9+6+2 =17
caballos.

Ahora ya podemos devolverle el caballo restante a su duefio,

Utilizando los digitos que van del 1 al 9, una sola vez, llewe los cua
dros que siguen, hasta obtener una suma de 15, vertical, horizontal y
diagonalmente.

F

L- Sucesiones y Series.

IL.- Progresiones Aritmeticas,

y Geométricas.

. IIL.- Teorema del Binomio.
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El alumno, al terminar la unidad, en el tema:

L.

El alumno, por escrito en su cuaderno y s

I

SUCESIONES Y SERIES.

CUARTA UNIDAD
SUCESIONES Y SERIES, PROGRESIONES Y
TEOREMA DEL BINOMIO

OBJETIVO DE UNIDAD:

Aplicard, en ejercicios, en forma precisa los conceptos de suce

siones y series finitas € infinitas.

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE:

in error en el tema:

SUCESIONES Y SERIES.
1.1 Definiré el concepto de sucesion.

1.2 Identificara los elementos de una sucesion,

1.3 Representara graficamente las sucesiones dadas.

1.4 Determinara los elementos de una sucesién mediante una for.

mula o regla especifica dada.

|

1.5 Determinara los elementos de una sucesién, dada la férmula qug
le rige y el primer elemento de la misma,

1.6 Definiré el concepto de serie.

4 entre sucesion y su serie correspondiente, ya se!![

K
E @n
n=1

1.7 Diferenciar
finitas o infinitas.

1.8 Enunciara el significado del simbolo:

1.9 Determinara

. nara los element :
A os de una seri
cién sigma. erie, expresando en nota-

1. inara
10 Determinard los elementos de sumatorias finitas e infinitas

1.11 Represen A i g i
P tara cua]quxer téermino de una serie espccx’fica median
5 ~

te una expresién algebraica.

=
b
5
ud
-
=
= }
<
5
W

H

STIA TS (E 2




INTRODUCCION

i j iguien-
Son llamadas sucesiones a conjuntos como los sigu

tes:

1, 4,
1, 8,9,
1.10; 100, 1000,

; i na
Son conjuntos de mimeros ordenados que tienen u

determinada ley de formacion.

talle, el concepto

idz jaremos con de
esta unidad, estudiarer ,
i ; emitica y su for-

i i6n mat
de sucesiones, su representacion
macion.

o de Serie, su significa-

ié oncept
eremos tambieén, €l ¢ er
M lacién con las suce-

do, su representacion Z ,ysure

siones.

. SUCESIONES Y SERIES,

A. Sucesiones.

Una sucesion es un conjunto de elementos dispuestos en un orden defi-
nido y que guardan una determinada ley de formacién,

Cada elemento de la sucesion se llama término,

Si el nimero de términos es finito, la sucesién se denomina sucesién fi-
npita, y en caso contrario, sucesion infinita,

Como una sucesién es un conjunto de términos ordenados, a cada uno
de ellos le corresponde el orden primero, segundo, tercero, etc., es de-
cir, existe una correspondencia biunivoca (uno a uno) entre el conjun-
to de los numeros naturales y los términos de la sucesién.

Se trata de un tipo especial de funciones, cuyo dominio es el conjunto
de los ndimeros naturales { - Npage e o } o un subconjunto propio de

él.
Consideremos la funcién f{n) = n? , n €N

n: A i

0

1
1
1

2
1
fin): 1, 4

Esto define una funcion cuyos elementos son los pares ordenados

Ln, fin) 1:
fion) =Am2}={(1, 1),(2,4), (3,904, 16) . n,m2 ) )

) ) )

El dominio de la funciénes: {1,2,8,4... }

El rango de la funcién es: {1,4,9,16... } que
constituyen los términos de la sucesién,
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ando solamente los elementos

Una sucesién puede escribirse enumer
ales con los cuales se asocian,

del rango en el orden de los numeros natur:
La sucesién, entonces, se denota por:
{an} = L(ha) (2a;) (Bray ).}
o indistintamente por:

{d“} u {all Apy, @3,:+- An 5 « »» }

la sucesién;a , , segundo término,
a, es el término n-ésimo
inos para indicar el

donde a, se llama primer término de
y en general, para cualquier nuimero natural n,
de la sucesion. Se les pone el subindice a los térm

lugar que ocupa en la sucesion.

Una sucesién {an} es una funcién que asocia a
cada entero positivo 7, un nimero @.

entonces:
LI Le Y 2
{an} ={n*}= 14916 ...n, ... se llama la suce-

cién de los cuadrados de los nimeros enteros.

Las sucesiones pueden representarse graficamente en un sist
nado rectangular, por ejemplo, la grafica de la sucesion anterior es:

ema coorde- r

15
{h 2} 10 i La grifica de l.a sucesién la for-
man un conjunto de puntos

5

i ___1( 2,41 aislados.
1108
1 2

72

21 =
GRAFICA DE LA SUCESION {n*} = 1,4,9 16,.. nt ..

108

Podemos calcular cualesquier término de una sucesion sustituyendo ade-
cuadamente en la expresién para el n-ésimo término del nimero natural
que se asocia con el orden que ocupa dicho término.

7’ & »
As{, si queremos expresar el 120. término de esta sucesién, sustituimos
n=12 en la férmula a, = n* ,lo cual nos da:

ays = (128 = 144,
Luego 144 es el término décimo-segundo de la sucesién.
Otro método para determinar una sucesién es dar el primer término y
una férmula llamada “férmula de induccién o de recurrencia” o también
regla de formacién.
Ejemplo:

an = 3a,., + 2 y a; = 3,tenemos entonces:

3(3) ®u2h= 11

3(11)+ 2= 35
= 3(35) + 2 = 107 , porlo tanto:

= 311,35, ,107,...,3a:.; + 2,... nE€EN

B. Series.
Una gerie es la suma indicada de los términos de una sucesién.
No debemos confundir una serie con su suma.

Al igual que las sucesiones, las series pueden ser finitas o infinitas, segin
el nimero de términos.

EC.
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que corresponde a la inicial de la pala.

bra sumatoria para representar una serie ya sea finita o infinita, seguida
de una férmula para el n-ésimo término e indicamos cuales términos s
han de sumar; poniendo numerales arriba y abajo de la sigma maytscula,

Usamos la letra griega T (sigma),

Una serie, entonces, se denota por:
K
serie finita

serie infinits

esempLo 1. Expresar la sumatoria de los términos correspondientes a los
reciprocosden, 1 <n <4 : F

serie finiti

4

1 B i e
27;=1+?+3 v
n=1

“sumatoria desde n
1

»
.

esempLo 2. Expresar la sumatoria de todos los niimeros pares de dos ¢

fras:

49
2n =10 + 12 + 14 +... + 98

n=235

= 1 hasta 4 deI

serie finita

esempLo 3. Expresar la sumatoria de los primeros cuatro términos co-
rrespondientes a la serie:

D (1) - (Lt erdidh (Bl (At

n=1

- o 4 5
2 dy ke el

serie infinita

EJERCICIO IV - 1

1. Escribir los primeros cuatro términos de las sucesiones, cuando el
n-esimo término para cada caso es el que se indica, y n € N:

e) ((—é—)n }

Bl |
{274
c){n -: 1 }

d) { zn}

2. Graficar las sucesiones, n € N:

a){ 2n — 1}
b){zn}

el s

> 1%
>
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3.. Escribir los primeros cuatro términos de las sucesiones, dados el pri-

mer término y la férmula de induccién:
=1

a) Aan = an-l 3 + 2 ) al

an -1
b) dn = "\2 ay

a)

€)

an -1
= ]

d) an = n

a

4. Expresar la sumatoria de todos los términos de las siguientes series

finitas:
S

}: @2) =

: s -1 I
5.- Expresar la sumatoria de los primeros cuatro terminos de las siguien
tes series infinitas:

oo

) O, kk+1) =

K=4

Y WS
Nn=1

6. Encontrar una expresion para el n€simo término (regla de formacién)
de las siguientes series y expresar en notacién sigma:

2

a) 17 + 28 + 3% + 4% + ...+ 100

e 22 % 3 4 et oo 1001
La sumatoria de todos los multiplos de 3 entre 70 y 170.
La sumatoria de todos los nlimeros pares de tres cifras.

La sumatoria de los cuadrados de los reciprocos de los niime-
ros naturales menores de 10.

Encontrar una expresién para el n-ésimo término (regla de formacién)
de las siguientes series y calcular el valor del término que se solicita.

1 1 1 1

_4_+_9_+1—6-+ 25 t ..ot ay + o0y 70, término

. 2 IR g + ... 10o. término

8o. término

90, término

11o. término

1
i ? 10o0. término
1°2 + 23 + 34 + 45 + ... + ..., 13o0. término

1
1ok +gp + o+ ay + oy, 100, término
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a 8o. término ~ CUARTA UNIDAD
Pt e e 23 maishy SUCESIONES Y SERIES, PROGRESIONES Y
R EE vor, 90. término TEOREMA DEL BINOMIO
J . e

OBJETIVO DE UNIDAD:

Ly oL . 150. término
k) 1 2 EVINCIN e

El alumno, al terminar la unidad, en el tema:

.1 +18+ 27 + 64+ .0 o L IO TEHIAD I. PROGRESIONES,

2.  Aplicard los conceptos de progresién, en problemas.

PASATIEMPO MATEMATICO OBJETIVOS DE APRENDIZAJE :

Un reloj tarda cinco segundos en dar seis campanadas. ;Cudnto El alumno, por escrito en su cuaderno y sin error, en el tema:
n reloj tarda ¢ £ ‘n

tardaré en dar doce? INol. La contestacion no es 10 seguncos B
Una botella y su tapén cuestan $110.00. La botella cuesta
$100.00 mds que el tapén. ;Cudnto cuesta la botella? jNo! La
respuesta no es $100.00 9.9

2.1 Definira progresiones aritméticas,

Calculard los componentes de una progresién aritmética.

2.3 Utilizard las férmulas de las progresiones aritméticas, para la so-

lucién de ejercicios y problemas sencillos.

2.4 Definird progresiones geométricas.

00°S0}  P]j2109 01502

2.5
00°S $ ugdv; 03509

Calculara los componentes de una progresién geométrica,

2.6 Utilizard las férmulas de las progresiones geométricas, para la so-

‘uodpy 1o anb spws 00°06§ 23u2w]0S LD lucién de ejercicios y problemas sencillos.

-s02 vJ12309 v] 00°0F § uodvy 12 £ 00°001§ P4r3sod P[1210q P IS
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I1. PROGRESIONES.

Las progresiones aritméticas suceden en los problemas relacionados a la
produccién de alimentos, en el an4lisis del movimiento de un cuerpo en
caida libre que inicialmente se encontraba en reposo y en general, en
“todo aquello en que la variaci6n es constante y uniforme”,

'A. Progresién Aritmética.

Es una sucesién en la cual la diferencia que se obtiene al restar cualquier
término del inmediato anterior es siempre la misma.

Esta diferencia es llamada la diferencia comin de la progresién y se de-
signa por la letrad.

Por tanto:

La sucesion f{a,} ,enlaquea, —ana = d para
n > 1 es llamada sucesién aritmética o progresion
aritmética.

Ejemplo:

La sucesién 2, 5, 8, 11, 14, ...
cuya diferencia comun es 3.

es una progresion aritmética

Podemos formar una progresién airtmética agregando la diferencia co-
mun al término inmediato anterior al que queremos encontrar,

Esto es:
Primer término de la progresion aritmética.
+ d

a,

(a1+d)+d=al
= (al+2d)+d=a

+ 2d

A 4 3d , etc.

entonces, el n-ésimo término seri:

0 4 td, e +2d , a +3d, .

1o, 2o. 3o. ~ 4o,

o8 Y(n-14d, ...
n-ésimo

Observemos que el coeficiente de d, en cada término es una unidad me
nor que el niimero de orden correspondiente al término

Sian es el n-ésimo término, tenemos entonces la f6rmula:

al - (ﬂ-—j)d

T =
primer término de la progresién aritmética
= diferencia comiin

= nidmero de términos

P.odemos.encontrar cualquier término deseado de una progresién airtmé.
tica, sustituyendo adecuadamente el entero positivo apropiado para n

Ejemplo:

Hallar el término 230. de la progresién aritmética 7, L3l .

tenem { .
0S aqui que: a,

n =23

entonces:

a, + (m—1)d
7+ (23-1)(6)
7 + (22)(6)
139




LA SUMA DE n TERMINOS.

Karl Friedrich Gaus (1777 - 1855), matemitico, astrénomo y ffsico de ori.
gen alemdn, siendo casi un nifio, razon asi, ante la peticion d? su profesor,
de obtener la suma de los primeros 100 enteros positivos, sin efectuara
suma:

Tl T AR
Jlusid

t

Observb que cualquier pareja de términos que equidistan de }os extremos de
la serie, suman 101. Como son 100 ntimeros, habra 50 parejas, por lo tanto
hay 50 veces el sumando 101, o sea:

+ 100 = ?
+‘9’8 +J99

Suma total = 50 x 101 = 5,050,
Veamos, ahora, la sustentacién matemdtica del pensamiento de Gaus:

Sea Sy, la suma de los primeros n términos de
una progresion aritmética.

entonces:
Sp =a, +(a, + ;5 e AV ey 2d) +....+(ap-2d) *(an-d) +a
escribiendo la serie en orden inverso, tendremos:
Sp=an +(an-d) *(an-2d) +.... +(a, +2d) + (a, +d) + 3

sumando ambas expresiones, nos queda:

25n = (a] '+ an) +'(a, +ay) +(a, +an) +.. . F(a; tan)t(a *J

n*(a + an)

por tanto, la férmula para la suma es:

donde:

suma de n términos
namero de términos
primer término
n-ésimo término

También podemos expresar la suma de n términos de esta otra manera:

sabemos que:
an. = a; + (n- 1)d

sustituyendo este valor en la formula encontrada tendremos:

¥

(‘tll + ay!

["1 e, T "u»lf‘d]

‘g' [ 2a, +(n-1!d ]

MEDIOS ARITMETICOS.— Siempre es posible interpolar cualquier ntme

ro de términos entre dos numeros dados, de tal mode que todo ¢l con-
junto forme una progresion aritmética.

Se llaman “*‘medios aritmdéticos™ los termunos intermedios eniye el pri
mero v el ultimo de una progresion aritmética




cierto numero de medios aritméticos entre dos
el valor d, de la féormula, y entonces
en hallarse por la suma repetida de

Si queremos insertar un
ntmeros dados, debemos calcular
los términos de la progresion pued

este valor.

Ejemplo:  Insertar cuatro medios aritméticos entre 9 y 24.

Aqui tenemos: d, = 9Ny =24 , n=206
= ay H(n- 1)d

9 + 5d

24-9 E
d = 9,12, 15,18, 21,24

(1”

24 =

entonces:

Cuando tres numeros form
tral se llama “medio aritmético’’ entre

comanmente como el promedio de esos dos niimeros.

Asi si a, m, b forman una progresion aritmética y el medio ari
es m.

m—a=b—-m
m+m =a+b
2m =a+b

at+b
m = 2

Y puesto que:
tendremos:

Ejemplo:
Calcular el medio aritmético o promedio de 90 y 100:

90+ 100

m = 2

90, m, 100

190
= T

m S ) 5
de tal manera que se forma una progresion aritmética con:

90,95, 100 donde la diferencia comun es igual a 5.

an una progresion aritmética, el término cen-
los otros dos; es lo que se conoce

tmético

A continuacion veremos icaci i
% os algunas aplicaciones de progresiones aritméti-
EJEMPLO 1.—
Hallar el tiempo 1
que se empleara en saldar una deuda d
$15,000.00, pagando $1,000.00 el primer mes, $1,250 (;10 eL;
segundo, $1,500.00 el tercero, etc. =

tenemos la progresion aritmética:
1,000, 1,250, 1,500, . . .

entonces:

= n
al 1,000 S” :2—-[ 20, +(ﬂ-1}d]

d= 250

g - n
§,=15,000 15,000="5 [ 2(1000) + (n- 1) 250]

n= ?

30,000=n (2,000 + 250n - 250)
30,000=n(1,750 + 250n)

1
750, 30,000 = 1750n + 250n°
;12 + 7n — 120

(n—8)(n+15)
Hose Bz 0 n+15 =0

no es solucion!

C. S. {Se saldara la deuda en 8 meses}




MPLO 3 —
EJEMPLO 2,— i

A un empleado le ofrecieron dos planes para el pago de sus
honorarios: empezaria a ganar 12 millones anuales pagade-

ros por semestres, con aumentos de 1.5 millones anuales {Cudnto caerd en el octavo segundo? y ¢Cudnto en el
o si preferfa le podian dar $500,000.00 cada semestre de vigésimo segundo?, {Cudl seri el recorrido total?

3 2 > z ’ &y ¥
aumento. ¢Cual plan cree usted que le conviene mids a éste O

empleado?

Un cuerpo que parte del reposo cae 5 metros el ler, segun-
do, 10 metros el 20. segundo, 15 metros el er. segundo.

1>’ — 5.00 mts, 5,10,15,20, . ..
="
5

2” —10.00 m,

PLAN 2 ' g3 15‘00 m, t
$500,000.00 de

aumento senwstral 8

PLAN 1

$1.5 millones de :
aumento anual <

P
20 :

—3 L
20 1

80 +'85

ag =a, +(n-1)d
ag=5+(8-1)(5)

ag =5 + 35=40m

430 =a; +(n-1)d
@0 =5+(20-1)(5)

Ayo =5+ 95=100m

n
Sn =72 (a; +ay)
=20 5+ 100)

S0 1,050m,

9.0 + 95 EJEMPLO 4 —

El primer término de una P.A. es 34 y el dltimo término es

10. Si la diferencia comin es —2. Hallar elntimero de tér-

La primera alternativa nos dice que el aumento anual de 1.5 millones :
minos y su suma.

luce mas atractivo que tan sélo un aumento de $500,000.00 por semes-
tre, pero analizandolo detenidamente podemos darnos cuenta que la se-
gunda alternativa ofrece un sueldo anual mayor en 0.5, 1.0, 1.5, y 2.0
millones por afo respectivamente.

an=a, +(m-1)d Ss
10 = 34+ (m-1)-2)
10, =D¢ 12, ¥2 Sse

_10-34 _2

n

n =13




1
. Hallar el término 28o0. de la progresi6n aritmética — 105~ , — 9

EJEMPLO 5.—

Hallar la suma de los primeros 22 términos de una P.A, en]

cual la diferencia comin es 7 y el primer término es 2. . Hallar la suma de los primeros 22 términos de la progresién arit-

7 _ - mética 8,3, —2,...
Sn :-—2-[241 +(n-1)d]

7 22 éQué término de la progresion 5, 14, 23, . . , es 239?
22 = a2 $02-1)(1)
. El primero y el Gltimo término de una progresion aritmética son

— 1661 respectivamente 17 y 350. Si la diferencia comin es 9, écudntos
Sy = 11(4+ 147) =1,601. términos hay en la progresion y cudl es su suma?

7. El noveno término de una progresién aritmética es ¢ : el término

EJERCICIO IV - 2 160. es 25 . Hallar el primer término.

ordea,,an, n, d Sn que no estén dados,y ) ' .
I Enc!lenltre e! va..l s de 1; ;Z, [ esié’n ariZmética "| 8. Hallar cudntos enteros consecutivos a partir de 10 se deben tomar
escriba los termino progr o5 bt e valga T00,

a) a; = f) ay =3, n=8, Sn=280

b) g) a, =-5, n=7, Sn=28

c) a;=22,an=2,n=5 h) a,=1, ap =51, d=10

d) =17 apn=11,n=6 i) ap=-8, a, =10,8y =7 10. Hallar la suma de todos los niimeros naturales pares de dos cifras,
ay/7T 7 e ’

C) an = 1, n=6, d=-10 ]) an = 23, d=3, Sn=100

9. ¢Cuantos términos de la progresién aritmética 24, 22, 20, . . . se
necesitan para que su suma sea 150? Escriba los términos.

11, Hallar la suma de los enteros pares entre 21 y 81.

2. Interpolar los medios aritméticos que se solicitan y calcular el vala

12. Hallar la suma de todos los niimeros naturales impares de dos ci-
de su suma:

fras.

a) 8m.a. entre 47y2

b) 5 m.a. entre 8y 26

9 v 24 14. Hallar la suma de los enteros divisibles por 3 y que son mayores -
c) 4ma. entre bl - que 2 y menores que 100.

13. Hallar la suma de los enteros impares entre 2 y 50.

d) 2m.a, entre —1y1

1
e) Hm.a. entre —o Yy

L
2




15. Hallar la suma de todos los enteros comprendidos entre 100 y
800 que sean multiplos de 3.

16. Hallar la suma de los enteros divisibles por 5 qué estan entre 50
y 200.

17. ¢{Cuantos miltiplos de 11 tienen 3 cifras?
18. Hallar cudntos nimeros divisibles por 6 hay entre 0'y 200.
19. Hallar la suma de todos los enteros de dos digitos miltiplos de 9

20. Hallar la suma de todos los enteros positivos menores que 400
que sean miltiplos de 9.

| .z e
| B. Progresion Geométrica.

Las progresiones geométricas suceden en los problemas relacionados
con el crecimiento de la poblacién, con la desintegracion radioactiva
y también en problemas de interés ( % ) compuesto devengado so-
bre dinero,

|
| Progresion Geométrica.

Es una sucesiéon en la cual el cociente que se obtiene al dividir cual-
quier término por su inmediato anterior es siempre el mismo.

Este cociente es llamado la razén de la ptogresié;l y se designa por
laletra r.

Por tanto:

La sucesion {an} ,enlaqueay = ran.y para
toda n > 1 es llamada sucesién geométrica o pro-
gresién geométrica,

Ejemplo: La sucesién 5, 10, 20, 40, 80, . . . es una progresién geomé-
trica cuya razén es 2.

Pod’em?s formar una progresién geométrica multiplicando por la razén
¢l término inmediato anterior al que queremos encontrar.

£

Esto es:

ler. término de la progresién geométrica.
a,r
(agr)r = ay r2

(a2 )r= a; 13, , etc. etc.
entonces, el n-ésimo término sera:

a,r? a,rd 7i-1
P ay

J
3o. 40, n4ésimo

Observemos que el exponente de r, en cada término es una unidad me-
nor que el nimero de orden correspondiente al término.

Si ay, €s el n-ésimo término, tenemos entonces la férmula:

= ler. término de la progresién geométrica.

= razén

= numero de términos.

Podemos encontrar cualquier término deseado de una progresién geo-

métrica, sustituyendo adecuadamente el entero positivo apropiado para
n.




Ejemplo: Hallar el 6o. término de la progresién geométrica: 2, —6,
L8

tenemos aquique: @, = 2, r = =3 yn = 6

entonces:

-1

an a,tr

oo LT
ag = 2(~243)= 486

LA SUMA DEn TERMINOS,

i érmi rogresién geomeétri-
Sea S, la suma de los primeros » terminos de una progr g

ca:
entonces:

- - ~1
S, = agtt-a,T + [d{n ey T

7

multiplicando ambos miembros por r, tenemos:

n

; n-2 n-1
pSaietatidt gt (Th a3+, a2 X a8 F 47

restando ambas igualdades, resulta:

Sn — TSn i

Su(1-r)

=algi— Gyl

=a,(1-"
por lo tanto, la férmula para la suma es:

a1 ?)
T

También podemos expresar la suma de » términos de esta otra manera:

Sabemos que:
an

ray sustituyendo este valor en la f6rmula
anterior, tenemos:

‘n

1—7 7

4 —Téon
G

Sy =

Suma de n términos

ler término de la progresién geométrica

razén
n-ésimo término

= numero de términos

MEDIOS GEOMETRICOS.

Siempre es posible interpolar cualquier nimero de términos entre dos
nimeros dados, de tal modo que todo el conjunto forme una progresién
geométrica.

Se llaman “medios geométricos” los términos intermedios entre el pri-
mero y el Gltimo de una progresién geométrica.

Si queremos insertar un cierto niimero de medios geométricos entre dos
mimeros dados, debemos calcular el valor de la razén, r, de las férmulas

Y entonces los términos de la progresién pueden hallarse por la multipli-
cacion repetida de este valor,




Ejemplo: Insertar cuatro medios geométricos entre 1 y 32:

Aqu: tenemos: a; =
an = alr'""l
32 1(r)?
24 rs
r i
entonces:

| ZERITATIS &Ll 4¢l, A2

Cuando tres niimeros forman una progresién geométrica, el término
central se llama “medio geométrico” entre los otros dos, también se co-
noce como “media proporcional” de esos dos nimeros,

Ast si a, G, b forman una progresibn geométrica, el medio geométrico
es G,

&
Y puesto que: =

tendremos: G? =
G

Ejemplo: Calcular la media proporcional de 4 y 1:

1G4 @ 2 [(4)(1)
G '{/;

G 2

de tal manera que se forma una progresién geométrica con:

4.2 1 donde la razon es igual a7

A continuacién veremos algunas aplicaciones de progresiones geométri-

.cas.

EJEMPLO 1.—

La poblacién de una ciudad crece a razén del 10% anual. Si
la poblacién actual es de 1 millén de habitantes, Hallar la po-
blacion esperada dentro de 10 aiios,

Poblacién actual = 1°000,000 = 10° habitantes
Poblacién al final del primer afio = 10® + 10 % (10°)
= 10° + 0.1 (10°)
10° (1 +0.1)
= "1.1 (10%)

1.1(10%)
1.1

? n-1

a9 = ayr
10 a0 = 1.1(10°)(1.1)°
ayo = (10%)(1.1)*°

ayo = 2'593,742 habit.
EJEMPLO 2.—

Una persona se propone ahorrar 1 centavo el primer dfa del
mes, 2 centavos el segundo dfa, cuatro centavos el tercer dfa,
ocho centavos el cuarto dia y asi sucesivamente, cada dfa aho-
rrando el doble que el dia anterior. ¢{Cudnto habra ahorrado al
final de los 31 dias del mes?
a, = 0.01 an = a;r'’!

= 2 a3, = (0.01)(2)*°
31 ay, = $10°737,418.00

T
n
d"=.-

Sn =




= 1000 mt

al .‘— ran
1—r

, 0.01 — 2(10°737,418)
Sa1 1-2

ST § $ 217474,835,99

EJEMPLO 3.—

Supongamos que tenemos una hoja de papel muy fino, d.e una
milésima de centimetro de espesor, lo cual equivale a decir que
un montén de mil hojas de esas tendria una altura de 1 cm,
Rompemos por la mitad esa hoja de papel y ponemos los .dos
trozos uno encima del otro; volvemos a partirlas por la mitad
y colocamos los cuatro pedazos uno encima del otro; los v?lve.
mos 2 partir por la mitad y a colocar los trozos en monton, y
asi sucesivamente hasta 50 veces, {Cudl serd la altura del mon.
tén que nos resulte?

21 milésimas de cm.
22 milésimas de cm,
23 milésimas de cm.

ler corte
20 corte
30 corte =

500 corte milésimas de cm.

(1024 x 103 )}
1.1258998 x 10'®

1125899 800 000
11°258,998 kms.

cms,

1000 (100) cm
105 cm.

132

1.125 899 800 000 000 milésimas cm.

EJEMPLO 4. —

Cada una de las personas que viven hoy dfa, tuvo 2 padres, 4
abuelos, 8 bisabuelos, etc. Tiene dos antepasados de una gene-
racién antes; 4 o sea, 22 de hace dos generaciones; 8 o sea, 2°
de hace 3 generaciones; 16 o sea, 2* antepasados de hace cua-
tro generaciones, y as{ sucesivamente. En general tendri 2"

antepasados de hace n generaciones. Supongamos que cada ge-
neracion viva 30 afios.

Segin ésto todos tenemos 22° = 1°048,576 antepasados de
hace 20 generaciones, es decir de hace 600 afios.

Entonces, ¢podriamos concluir que hace 600 afios habfa en la
Tierra mas de un millén de veces los habitantes de hoy en dia?
¢Qué opina usted?

. EJERCICIO IV - 3

1. Encuentre el valor de a;, an, n, r y Sn que no estén dados, y es-
criba los términos de la progresién geométrica.

a) a,
b)
¢)

d)

)

=2 n=5, r=2 f)

=243, n=5, an=3 j)

1
n=9,r=-§, an=1

1, n=35, r=4 g8 a;=2,ap=32 5,=62

1, r=-2,a,=64 h) a,=64, r=—2 §,=43
1
D

a
=_2 ay=32 i) a,=7, r=-25,=-170.5

an =7, =73, n=7




2. Interpolar los medios geométricos que se solicitan y calcular el valor
de su suma.

a) 3 m.g. entre 2y 162
b) 6 m.g. entre 128y 1

1
c) 4mg.entre —7 y8

8 27

d) 4 m.g.entre T (S

e) 5mg.entre 9 y 576
8. Hallar la suma de cada una de las siguientes series geométricas:

a) 1+ 2+ 4+ 8+ ... +256

b) 1+ 3+ 32 + 8 +,..43

4. ¢Cudntos términos hay en la serie?

1
64+ 32 + 164 ... + &g

. Hallar el valor de x en la serie,

2.k 2.+ 2 Y o 4 (8% = 510

Si los socios de una organizacién que tiene actualmente 320 miem-
bros aumentan el nimero a razén del 50 % cada afio ¢Cu4ntos so-
cios habra dentro de 5 afios?

(Suponiendo que no muere ni se retira ningin socio),

. La diferencia entre dos nimeros e§ 48. Si su media aritmética excede
a la media geométrica en 18, hallar los niimeros.

El sexto y décimo término de una P.G. son respectivamente 20 y 320
Hallar el segundo término.

CUARTA UNIDAD
SUCESIONES Y SERIES, PROGRESIONES Y
TEOREMA DEL BINOMIO.

OBJETIVO DE UNIDAD:
El alurgno, al terminar la unidad, en el tema:

Ill. TEOREMA DEL BINOMIO.

3. Aplicard la férmula general del binomio, para desarrollar exprc.;zio-

nes de la forma (a * b)n, siendo n elemento del conjunto de los
mimeros naturales.

OBJETIVOS DE APRENDIZAJE:

El alumno, en su cuademo y sin error al terminar la unidad, en el tema:

1Il. TEOREMA DEL BINOMIO.
3.1 Indicari la regla de la expresién binomial,
3.2 Expresar4 la férmula general del binomio,

3.3 Desarrollard expresiones de la forma (a + b)n , donde n perte-
nece al conjunto de los niimeros naturales,

3.4 Calculard, sin efectuar su desarrollo, al r-ésimo término de

cualquier binomio de la forma (a £b) " , siendo n elemento del
conjunto de los niimeros naturales,




III. TEOREMA DEL BINOMIO.,

Sir Isaac Newton (1642 - 1727). Fl'sicc.>, matemitico’y astrénomo inglés,
estudioso de la época, en cuya memoria, se ha dado su nombre al Teore.
ma del Binomio, por haber encontrado, entre otras muchas cosas, la .fol-.
ma de calcular el coeficiente de cualquier término en el desarrollo bino.

mial,

’ 3 AR n
Aqui estudiaremos “el célculo de la potencia de un binomio (atb)",
cuando n € N”,

En cursos anteriores aprendiste a encontrar el cuadrado de. un bi’nor?io,'
mediante una “regla de desarrollo”. Es: El cuadrado d?l primer término,
mis el doble producto del primero por el segundo, mds el cuadrado del
segundo, ¢Recuerdas?

»
=7
Bien, pues ahora veremos que el binomio puede ser elevado, también a
’
otras potencias mayores, € incluso menores,

Estudiaremos la regla de formacién para obtener la llamada “expansi6n
i i i i inomio.
binomial” , mediante el importante Teorema del Bin

Desarrollo de las potencias de un binomio.—

Para todo entero positivo n, (a + b L esel producto de n factores igua-
les(a+ b), o sea:

+b +b)...(ath)
(a+8)% NI )(a‘ wifr

i

v

n factores

Por tanto, por multiplicaciones sucesivas de (a + b) obtenemos:

(a+b)° 1

(a‘l-b)l a
(atb)
(a+b)
(at b)‘ , a
(a+b)s | a
(a+b)‘s = i

+ b

a® + 2ab + b°
@ +3a2b + 326> + b°

+ 4ab® + 3t
+ 54°b + 10a°b® + 1046 + Sab*

+ 48°b + 6a°b?
3157
+6a°b + 154°b® + 208°b° + 154°b* + 6ab° + b°

En estos desarrollos se observa que:

lo. En cada desarrollo, el niimero de términos es igual al exponente del bino.-

20.

mio m4s 1. (nimero de términos= n + 1)

El primer término a, del binomio, comienza en el primer término del desa-
rrollo con exponente igual al grado del binomio, disminuye luego sucesiva-

mente en 1 en cada término que sigue, siendo asi factor en todos los tér.
minos del desarrollo, excepto en el Gltimo.

- El segundo término b, del binomio, comienza en el segundo término del

desarrollo con exponente uno; aumenta después sucesivamente en 1 en

cada uno de los términos siguientes, resultando asi factor en todos los tér-
minos, excepto en el primero.

. Elgrado de cada término es igual al grado del binomio, .

- El coeficiente del primer término es 1, y el del segundo es igual al expo-

nente del binomio.

- El coeficiente de un término cualquiera es igual “al producto del coefi-

ciente del término inmediato anterior, por el exponente de g en ese tér-

mino, dividido entre el niimero que indica el orden de ese mismo término
en el desarrollo binomial”,

. Los términos que equidistan de los extremos, tienen coeficientes iguales.




EJEMPLO 1.— ) 6
Obtener el desarrollo binomial de (2a+ 1)".

niimero de término = n+1 = 7 observacion No. 1
ler. término del desarrollo= (2a)® : observacién 2 y 5
20. término del desarrollo= 6(2a)” (1) observacion 2,34,y 5

6x5 3
30. término del desarrollo=—— (2a)"(1 P observacién 2,34,5y 6

y asi sucesivamente, tendremos entonces:

(2a+1f =(2af F6020)° (1)+ 15(2af (1 +202ap(AF + 152 (1)6‘ 7
6(2a)(1)° + (1)

=64d® +1924° +2408° +1608° +60a> + 120 + 1

EJEMPLO 2.—

Obtener el desarrollo binomial de:
(x — 1 = [x+ (=) =x*+50x) (1) + 10(x] (-1)* +
10(x)* (=1)* + 5(x)(-1)* +(=1)

* +10x® — 106 + 5x — 1

Obsérvese que cuando el binomio es substractivo, puede expresarse como
una suma, considerando negativo el segundo término. Los signos de los
términos del desarrollo binomial + y — se van alternando.

Otra manera de calcular los coeficientes.—

El Tridingulo de Pascal.— Blaise Pascal (1623 - 1662). Pensador, matemati-
‘co y cientifico francés, estudioso también de este teorema, escribié El Trai-
.té du triangle arithmetique, donde muestra la importancia del tridgngulo en

el cdlculo de los coeficientes de las potencias de un binomio,

Observemos el siguiente arreglo triangular:

5 10
1 6 15 20 15 6

TRIANGULO ISOSCELES, UN TERMINO TRIANGULO RECTANGULO, UN TER-
CUALQUIERA (EXCEPTO EXTREMOS ) MINO CUALQUIERA (EXCEPTO EX-
ES LA SUMA DE LOS TERMINOS DEL TREMOS) ES LA SUMA DEL TERMINO

RENGLON INMEDIATO ANTERIOR SITUADO INMEDIATAMENTE ARRIBA
ENTRE LOS CUALES ESTA ESCRITO Y EL QUE PRECEDE A ESTE,

Sin embargo, el método de Pascal, requiere de la elaboracién previaide este
arreglo numérico para consultar los coeficientes del desarrollo binomial de
que se trate.

Es poco prictico, comparado con el método propuesto por Newton. (obser-
vacién No. 6).

EJERCICIO 1V -4
Obtener el desarrollo binomial y simplificar.

) (at+b) = d) (x _%)’ =
b) (2a-b) = (G =

24 _ b
c) (x—;) f) (4 + 5=




(x? -5 )=

1 4
m) (2x— g o= t)
LA FORMULA GENERAL DEL BINOMIO.—

n
Consideremos el binomio (a+b) , n € N:

ler. término
20. término n-1p

30. término

n(nz— 1) an-2 b2

nn—1)(n—2)

40, término 773 av? p?

. nn—1)n—-2)(n-3) ,.
. termino Te g a

4b4

FACTORIAL n: Con este nombre se conoce la forma abreviada de es.
cribir los factores sucesivos de niimeros positivos y se representa por n/

W = 1523k o
o bien

n! nc(n'—4)(m 22) "5 gLy
Por definicién: 0! 1

(r=
Ejemplos:

41 4x3x2x1 4x(8x2x1)
3! 3x2x1 3x(2x1)
2! 2x1
1! 1
0! 1

Considerando esta simplificacién, la férmula general del binomio es:

— 1
(a+b)' =a" + na™ b+ L’;,-—)a"""bz -+

n(n —;{(n —2) PR ‘rn(n—I)(n4—,2)(n—3)an_4 b* 4.

.+ 5t




El Teorema del Binomio (a + b)?, también es vélido para valores negati-
vos y fraccionarios de n, convirtiéndose en estos casos en una serie infi-
nita,

El r-ésimo término de la Férmula del Binomio:

Puede obtenerse una regla ficil para calcular, sin desarrollar, el término
de orden  en la expansién binomial.

Observemos en el Teorema del Binomio, un término cualesquiera, el
quinto ( =35, por ejemplo, notaremos que:

El numerador del coeficiente: Se forma con la multiplicacién sucesiva de

n(n — 1) (n — 2) (n — 3)y cuenta con 4 factores, es decir, (r — 1) facto-
res.

El denominador del coeficiente: Es (r — 1)! , o bien 4! =4 x 3x2x1.

El exponente de a: Esn — 4 o bien n—(r— 1)

El exponente de b: Es4 o bien (r — 1)

El grado del término: Esn

Por lo tanto:

n(n—1)n—2). ... hasta(r—1) factores (1) pr1
(r—1)!

r-ésimo término =

Obsérvese que el coeficiente numérico, tiene el mismo nimero de facto-

res (r — 1) tanto en el numerador como en el denominador.

EJEMPLO 1.—

Encuentre el 60. término de (a +—1 ) 2
a

8

6 60. término
=5

_8xTxEXEXA 85
Ix2xFxAx5 (a)

1 6
= 3, !
56 a P B

EJEMPLO 2.—

En qué términ i
o c(lle (a+b) l‘; :son iguales los exponentes de a y b en el desarro-

12

» r-ésimo término= C - an'(f'l ) pr-1

Como los exponentes de a 'y b deben ser iguales, entonces

ﬂ—(r_I) = r_1
12 — 1 r—1
13+1 = 2r

14
2

T =

COMPROBACION

12x11x10x9x8x 7
1x 2x 3x4x5x6 ©

70. término =

124(7-1) p 71

= 924 a6 b6




Determine, sin desarrollar, el término que se solicita: .

a)
b)
<)
4)
e)
0

g)

EJERCICIO IV - 5

a 2
50. término de (7 + 7)’

4o. término de (2x + 3y)9
90. términode (a+ 1) 11

1
60. término de (x2 +;)9

70. término de (a? + a2 )'°

90. término de (x” -y2 e

L‘ 1
60. término de (x ° —-3\:—:_;)7

W
80. término de (1-;)”

s . - ‘1 1 0
término medio de (2a — 2 J
término medio de (2x + 3y )’3

b
término medio de (2g = )1 &

término medio de (2x — y 0

: 1
Hallar el término libre de literales de (a — = )8

1
Hallar el término libre de literales de (x2 = /i

¢En qué término son iguales los exponentes de a y b en el desarro-
lode (a+ )'%?

¢En qué término son iguales los exponentes de a y b en el desa-

rrollo de (—3—-%} )6?




RESUMEN

SUCESIONES: Una sucesion es un conjunto de elementos dispuestos en
un orden definido y que guardan una determinada ley de formacién.

También se le define como un tipo especial de funcién, cuyo dominio
es el conjunto de los numeros naturales {1, 2: 3« .} ounsub-con.

junto propio de él. [, f{n)]

Las sucesiones pueden ser finitas o infinitas, segin el nimero de térmi-
nos.

Una sucesion se representa por:
{an}=  {ta) @) Gias).. 3
o bien
{an}= al,' a,, 4as, ag,...an’.

La grifica de las sucesiones, se puede representar en un Sistema Coorde-
nado Rectangular, y la forman un conjunto de puntos aislados.

Los términos de una sucesion se determinan, sustituyendo adecuadamen-
te en la expresion para el n-ésimo término el nimero natural que se aso-

cie con ¢l orden que ocupa dicho término.

También podemos encontrar los términos de una sucesion, si se nos da
una férmula o regla de formacién y el valor del primer término,

SERIES: Una serie es la suma indicada de los términos de una sucesion.

Las series pueden ser finitas o infinitas, seglin su niimero de términos.

Las series se representan medi
lante el simbolo: ¥  geoui
. it ‘2 , seguido de una férmu-
:,aofara el .n-éflmo termino, y se ponen numerales arriba y abajo del s X
o para indicar cudles términos se han de sumar s

'Una serie se representa por:

a; + a; + a, + 5 vy

serle finita

o bien:

oo
Z an = as + 42 +a3 +"'
n-== 1

serle Infinita

PROGRESIONES ARITMETICAS: La sucesién

a gl a } en la
a . L gl : { n ’ que
% a es llamada 2 . i n
p "lca. P > sucesion aritmeética o progresién

Los componentes de una progresién aritmética son:

ay primer término
dltimo término
diferencia comiin
numero de términos

S =

= suma de »n términos,
Las férmulas aplicables en las progresiones aritméticas son:

1) Para el cdlculo del n-ésimo término:

a4, = a + (m—-1)d




2) Para el cilculo de la suma de # términos:
n ,
Sp = '2'(01 +ay,)

s —;[24, Fin— 1]

n

MEDIOS ARITMETICOS: Sc llaman “medios aritméticos los términos
intermedios entre el primero y el Gltimo de una progresién aritmética,

Cuando tres numeros forman una progresion aritmética, el término cen-
tral se le llama “medio aritmético” cominmente conocido como el pro-
medio de esos dos niimeros, y se obtiene con la semi-suma de ambos.

PROGRESIONES GEOMETRICAS: La sucesién {a,}

a, = ra,, paran>1,esllamada sucesién geométrica o progresion
geométrica,

, en la que

Los componentes de una progresién geométrica son:
primer término
dltimo término
razén comun

numero de términos
Sn suma de » términos.
Las férmulas aplicables en las progresiones geométricas son:

1) Para el cilculo del n-ésimo término:

an = a; rn-l

2) Para el cdlculo de la suma de n términos:

=, a,(I—r")

S” 1—-r

a; —ran

Sn T 1=
MEDIOS GEOMETRICOS: Se llaman “medios “medios geométricos”

los términos intermedios entre el primero y el dltimo de una progresion
geométrica,

Cuando tres niimeros forman una progresién geométrica, el término cen-
tral se le llama “medio geométrico” o también “media proporcional” de
esos dos niimeros, y se obtiene con la raiz cuadrada del producto de am-

bos ntimeros.

La férmula general del binomio es:

(a+bft =d" + na™'b + -n(nz_r—I} a" ¥ +

n(n—1)n-2)
3!

b+, 4"

para todon € R

Factorial n: Con este nombre se conoce la forma abreviada de escribir los
factores sucesivos de los niimeros positivos, Yy se representa por n/,

nl = 1+2+*3+4,..n
o también

nn—1)mn-2)(n—3)...3+2-1




La formula para el cilculo del r-ésimo término de la expansién binomial

€s:

r-ésimo término =

donde:

n(n—1)fn—2). .. hasta(r — 1) factores

fr— 1)t e

término de la expansion binomial que se desea calcular,
grado del binomio, (a + b)
primer término del binomio

segundo término del binomio

i éri i i i factores
El coeficiente numérico, tiene el mismo nimero .de a
(r — 1) tanto en el numerador como en el denominador.,

AUTOEVALUACION

INSTRUCCIONES: Encuentra los términos que se solicitan de las
sucesiones o series siguientes.

: oo In—2
Los cuatro primeros términos de .
paran €N

Los cinco primeros términos de: a,=2a, =1

1 2 dl=2

Grafica la sucesién {3"}

Expresa la sumatoria de todos los términos de la serie finita,
5

(2k + 3) =

k=1
Expresa la sumatoria de los primeros cuatro términos de la serie infi-
nita:

[+ o]
2
k=1 n?

Encontrar una expresién para el n-ésimo término (regla de forma-
cién) de la serie y expresar en notacién sigma:
“La sumatoria de todos los miltiplos de 5 entre
21 y 2417,

Encontrar una expresién para el nésimo término (regla de forma-
cién) de la serie y calcular el valor del término que se solicita:

2+4+6+8+

70. término = ?




. INSTRUCCIONES: Resuelve las operaciones siguientes.
PROGRESIONES ARITMETICAS
. Interpolar 4 m.a. entre —3/4 y 1/2 y calcular el valor de su suma.

. Hallar cudntos enteros consecutivos a partir de 9 se deben tomar pa-
ra que su suma valga 3,204.

1
El 70. término de una progresién aritmética es 273 y el 150 término
es 7 2/3. Hallar el primer término.

. 1
Si: |d, =8, e T3Z_¥5, T 18.75, hallar d y n.

n
. INSTRUCCIONES: Resuelve las siguientes operaciones.
PROGRESIONES GEOMETRICAS

1
Interpolar 4 m.g. entre ~ g y 4 y calcular su suma.

1
La suma de una serie geométrica es 520.84, el primer término es 5z

y el Gltimo es 625; dar los primeros siete términos.

Si se repartiera dinero entre 16 personas, dandole a la primera
$0.20, a la segunda $0.60, a la tercera $1.80, ¢cudnto le tocaria
ala 16ava, persona?

3
Si: ay =7, a4, = 48 y S,, = 32.25,hallar: n y r

IV. INSTRUCCIONES: Realiza las siguinetes operaciones,

TEOREMA DEL BINOMIO.

Obtener el desarrollo binomial y simplificar:

a) (x—5)]

2
b) (a+b? ) =

INSTRUCCIONES: Determinar, sin desarrollar, el término que se
indica:

término medio de (Za——g)lo =

¢En qué término son iguales los exponentes deay b en el desarrollo

de G +b)*?




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

I.
3n—2 _ 7 5
a) ‘ } = LLg »g 2---

Tt . . -

. |ao—1

1704

-+

|

!

|
|
I
|
:
!

—— —————— — 4 (3, 27

-

(2k+3)=5+7+9+11+13.

k=1
o0
] I A
e) z ;2-—1+4+9+16+'

=1

48
) Z 5x = 25+ 30+ 35 +
X=95
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an=2n

70. término = 14

II. PROGRESIONES ARITMETICAS.
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III. PROGRESIONES GEOMETRICAS.
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a) "8 4> ?, 1, —2, 4’; Sn=2.625

1 1
b) 35,75, 1, -5, 25 —125 625 ;:r=_5

¢©) a;6 = $2'869,781.40

d n=7yr=_2

IV. TEOREMA DEL BINOMIO.
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PASATIEMPO MATEMATICO

Una sefiora fue en una ocasién al mercado a vender una canasta de
huevos. El primer comprador se llevé “la mitad mds medio huevo™.
Al segundo le vendié “la mitad de los que le quedaban mds medio
huevo’, Y al tercero le dio “la mitad de lo que entonces le quedaba
mds medio huevo”. Se qued6 con tres, Si la sefiora jamds rompib nin-
gtin huevo en sus ventas, ;cudntos tenfa al principio?

Solucién: 31 huevos

Truco para adivinar el pensamiento:

El adivinador de pensamiento (M) le pide a un amigo (A) que piense
un némero, lo multiplique por 5, que sume 6, que multiplique por 4,
que sume 9, que multiplique por 5, y que le diga el resultado.

(A) piensa, por ejemplo, el niimero 12, y calcula sucesivamente: 60,
66, 264, 273 y 1365, y dice en voz alta este ultimo niimero.

(M) resta 165 de este resultado, le quedan 1200, quite los dos ceros
y le dice a (A) que el nikmero que pensé era el 12,

El truco se ve facilmente si traducimos con simbolos las operaciones
efectuadas. Si el nimero que (A) elige es x, las operaciones sucesivas
darén (5x), (5x+6), (20x+24), (20x+33)y (100x+165 JCuando le.co-
munican a (M) este niimero, es evidente que puede determinar el va-
lor de x, si le resta 165 y divide por 100.
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QUINTA UNIDAD
PERMUTACIONES Y COMBINACIONES

OBJETIVO DE UNIDAD:
El alumno, al terminar la unidad, en el tema:
L 'PERMUTACIONES Y COMBINACIONES.

Aplicara los conceptos de permutacion y combinacion, en la
solucién de problemas.

OBJETIVOS DE APRENDIZA]JE:

El alumneo, por escrito en su cuaderno y sin error en el tema:
I. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES.

1.1 Utilizar4 el principio fundamental de conteo, en la solucion de
problemas,

Definir4 el concepto de permutacion.

Usar4 la férmula para obtener el niimero de permutaciones de
un conjunto de elementos diferentes, tomados “n” a un tiem-
po, en la solucién de problemas sencillos.

Emplears la féormula para obtener el nimero de permutacio-
nes cuando algunos de los elementos del conjunto estan re
petidos.

Definiré el concepto de combinacion,

Diferenciaré entre permutaciones y combinaciones.

y s Lo o
Utilizara el teorema concerniente a las combinaciones de “n’
objetos, tomados en grupos de “r” a un tiempo, en la solucion
de problemas sencillos.
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INTRODUCCION

En la industria, en la administracién gubernamental ¥y en la investiga-
cién  cientifica oeurren con frecuencia los problemas que requieren
*el célculo del mimero de todos los subconjuntos que pueden formar-
se con un conjunto dado de simbolos, objetos o sucesos”.

Po.r ejemplo, una compafifa telefénica debe proporcionar a cada sus-
criptor un niimero Gnico, irrepetible; el departamento de transito de-
be asignar placas de identificacién, todas diferentes, para los vehfcu-

los. Ambos deben tener la suficiente amplitud para cubrir el ntmero
de elementos previsto.

El problema es, entonces:

Calcular cuintos subconjuntos distintos se pueden formar con un
conjunto dado de simhbolos, :

En esta unidad, estudiaremos:
Colecciones y ordenaciones de simbolos, objetos o sucesos.

Desarrollaremos los principios fundamentales que permiten calcular

el nimero deseado de subconjuntos sin necesidad de enumerar sus
elementos.




1. PERMUTACIONES Y COMBINACIONES.
A. Principio Fundamental de Conteo.
Supongamos que hay. dos carreteras que van de Monterrey a México y

tres carreteras de México a Acapulco. ;De cudntos modos distintos se
puede viajar de Monterrey a Acapulco por carretera?

DIAGRAMA DE ARBOL

Podremos viajar por la carretera A para llegar a México y continuar por

1 hasta Acapulco, A — 1;0 bien continuar por 2, A — 2;y también por
3, A — 3. Esto hace 3 modos distintos iniciando el viaje por la carretera
A. Por la carretera B, tendremos también otras 3 alternativas diferentes:
B-1,B-2yB-3.

Tenemos. entonces. que podemos viajar de Monterrey a Acapulco de
2 x 3 modos diferentes.

Esto es:

A—1)+ (A—2)+(A-3) + (B—1) + (B-2) +(B-3)
3 alternativas 3 alternativas

2 x 3= 6 modos diferentes

muchachas

Principio fundamental:

Siun evento puede producirse de h, modos, y después de ello, un
segundo evento puede producirse de h, modos distintos, los dos
eventos pueden producirse juntos en, 'nl X hz modos diferentes.

_pe

Ejemplo: ;De cudntas maneras diferentes pueden seleccionarse parejas de
entre 4 muchachas y 3 varones?

Consideremos:

varones

1,2,3,4 abc.

1—a 2—a 3—a 4 —a
. H1-b 242—-b 343-b 444-—-b
1 —c 2=C 3= c 4 _¢

Cada muchacha puede ser seleccionada de 4 modos diferentes, luego, cada

var6n puede ser seleccionado de 3 modos; por tanto, cada pareja puede se-
leccionarse de 4 x 3=12 modos diferentes.

Cuando ocurren més de dos sucesos, se puede ampliar el principio funda-
mental del modo siguiente:

8i después de haber ocurrido los dos primeros sucesos, ocurre un tercero
de h , modos diferentes, un cuarto de h, modos diferentes, y por tltimo,

un enésimo de h,, modos diferentes, entonces, los n sucesos pueden ocu-
mrir en el orden indicado de:

h h, h h, ..h moédos,




i ificaci6n de automoéviles pueden fa.
PLO 1.;Cuéntas placas de identi '
i ; bricarse usando en cada placa 2 letras y 4 digitos?

alesquier letra o cuales.
N. En este problema,se pueden usar cu )
- quier digito més de una vez en cada placa,e]erflplo:AA—llll_

Se considerars que el primer digito puede ser cero.

El primer suceso es la eleccion de la letra que ocupe el prir}r:er lu2g;r enla

esto e hay 27 Iletras para escoger, h, =2
%tct;xan?rla anélg; h, = 27. Puesto que cualquiera de los niimeros
0,1,2,3,..9, se pueden usar en cualquiera de los otros cuatro lugares de la
placa, entonces h 3=10, h4 =10, hs =10, h6 =10.

Por lo tanto, el nimero total de placas es:
27 x 27 x 10 x 10 x 10 x 10=7"290,000

Si consideramos ahora, que ninguna letra y ningn digito deben repetirse en
la placa, el nimero de placas posibles serd: h;=27,h, =26 (puesto qu}:a ;ia;;
el segundo lugar solo quedan 26 letras disponibles), h 3™ 10, h4-—’ 9,. '5-31,
h =7. Por lo tanto, el nimerototal de placas sin repetir letras, ni digito a
gx:no sera:

27 x 26 x 10 x 9 x 8 x 7=3°538,000

EJEMPLO 2. ;Cuéntos nlimeros impares menores que 1000 pueden formar
se con los digitos 1,2,3,4,5,67

SOLUCION. Puesto que los nimeros menores que 1000 pueden tener 1,3 6
3 dfgitos, consideraremos cada caso en forma separad

No. de 3 digito:
C. D W

[4]5]3]

No. de 1 digito No. de 2 digitos
U. D. U.

Lienamos el lugar de las unidades con un dfgito impar, y después llenamos
los lugares restantes. :

3 +15 460=78 niimeros impares

EJEMPLO 3. Tres muchachas se suben a un camién urbano de transpor-

te colectivo, en el que hay 5 asientos vacfos. ;En cudntas
formas diferentes pueden sentarse?

SOLUCION. La primera muchacha puede seleccionar su asiento de 5

formas diferentes, la segunda lo puede hacer de 4 formas
y la tercera muchacha de 3.

Por tanto, las tres muchachas pueden sentarse de:

5 x 4 x 3=60 formas distintas

EJEMPLO 4. ;En cudntas formas diferentes podemos colocar 5 cartas en

4 buzones?

SOLUCION. La primera carta puede depositarse en cualquiera de los 4

buzones: esto es en 4 formas diferentes. La segunda carta
puede depositarse también en cualquiera de los 4 buzones,
es decir, también en 4 formas distintas; y lo mismo sucede
con cada una de las cartas restantes.

Entonces:

4x4x4x4x4=4=1 ,024 formas diferentes.
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Resolver los ejercicios siguientes aplicando el Principio Fundamental de

Conteo.

EJERCICIO V —1

;Cuantos niimeros pueden formarse con los digitos 1,2,3,4, a) de dos
cifras diferentes, b) de tres cifras diferentes?. Enuméralos.

;Cuéntos nimeros distintos de dos cifras pueden formarse con los di.
gitos 1,2,3.4.5, si: a) cada cifra puede usarse sblo una vez en cada nfi-
mero, y b) cada cifra puede usarse més de una vez en cada nimero?,

;Cuéntos nimeros diferentes de dos cifras pueden formarse con los
digitos 1,2,3,4,5,6, a) de a lo mis tres cifras distintas y b) de a lo me.
nos tres cifras diferentes?.

;Cudntos ntimeros de tres cifras diferentes menores de 500 pueden
formarse con los dfgitos 1,2,3,4,5,6,7, a) sin repetir cifra en cada ni-
mero y b) si se permite la repeticion de cifras en cada namero?.

; Cuidntos ntimeros de tres cifras pueden formarse con los cinco digi
tos 3,4,5,6,7, a) sin utilizar los digitos mds de una vez, b) cudntos
son menores que 500, ¢) cudntos son impares y d) cudntos son ml-
tiplos de cinco?,

;Cuéntos nimeros de tres cifras, siendo la primera dlf.erente de' ce-
ro, pueden formarse con los digitos 0,1,2,3,4, si: a) si se permiten
repeticiones, b) no se permiten repeticiones?.

. 3 s Ao c tormh
;Cuéntos niimeros de 4 cifras podemos escribir en nuestro siste
decimal?.

Si una persona tiene 4 chamarras deportivas y 5 pants. s Cudntas
combinaciones pueden formarse, cada una de ellas con una chamarra

y un pantalén?.

¢De cudntas formas diferentes puede escogerse un cuarteto, de entre
3 bajos, 4 tenores, 2 baritonos y 4 sopranos?,

En una escuela se van a hacer elecciones para mesa directiva. Hay 3
candidatos para presidente, 2 para vice-presidente, 4 para secretario,

_y dos para tesorero. ;De cuintas formas diferentes puede quedar in-

‘tegrada la mesa directiva?.

Tres vendedores competidores Illegan a un pueblo en que hay 5 ho-
teles. ;En cudntas formas distintas pueden alojarse de tal modo que
no queden dos en el mismo hotel?.

4De cuéntas formas diferentes podemos colocar 4 ldpices en tres bol-
sas distintas, considerando que cada bolsa es suficientemente grande
para guardar los cuatro lapices?.

Si lanzamos 4 monedas al aire, jen cuéntas formas diferentes pueden
caer?,

Si tenemos 3 dados, de distintos colores, ;de cudntas maneras dife-
rentes pueden caer si lanzamos los tres dados?.

¢De cuintas formas diferentes podré contestarse completamente un

cuestionario de 5 preguntas, si debe responderse solamente sf 0 no
a cada una de ellas?,

Un estudiante tiene que elegir un idioma y una materia, de entre 5
idiomas y 4 materias. Hallar el ndmero de formas distintas en que
puede hacerlo.

¢De cudntas formas se pueden repartir dos premios entre 10 perso-
nas, sabiendo que ambos premios, a) no se pueden conceder a una

misma persona y b) si se pueden conceder a la misma persona?.

Un estadio tiene 8 puertas de acceso. ;De cudntas maneras puede
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- a) salir por otra distinta, b)salir
una persona entrar por una puerta y, a) salir p )

por una puerta cualquiera?,

;Cudntas placas diferentes de identificacion de automoéviles pueden
[ . ; ‘ V

h 1 i 51 ros son letrasy
hacerse & cada una tiene 5 simbolos, los dos prime s
el resto son digitos?. Podemos incluir el cero, pero las letras y

“0” no pueden ser usadas.

Un teléfono tiene 10 botones, numerados del 0 al 9, Para obte.ner I8
nea directa se debe marcar el 1 6 el 0,2 continuacién, un c6digo zo-
nal de tres digitos, y finalmente, un nimero de siete dfgitos. ; Cudn.

pa ?
tos niimeros telefénicos pueden marcarse?,

B. Permutaciones,

Nos hemos interesado por el niimero de modos en que puede disponerse
una coleccién de objetos en un orden dado.

iA cada una de esas ordenaciones diferentes de un conjunto de n elemen-

tos se le llama permutacién del conjunto.

Ejemplo: ;De cudntas formas diferentes podemos ordenar los elemen-
tos del conjunto {A,B,C}?

Podemos ordenarlas en 6 diferentes formas, veamos:
ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA.

Cada una de estas ordenaciones es una permutacién. Aun constan de
los mismos elementos, no hay ninguno igual si consideramos el orden
en que estdn colocados,

Una Permutaci6n es cada una de las maneras posibles en que
pueden ser ordenados los elementos de un conjunto finito.

El simbolo nPn representa el nimero de permutaciones de n objetos
distintos, tomados a razén de n cada vez.

Las permutaciones de un conjunto de n elementos, pueden también
efectuarse considerando sélo una parte (r) de los elementos del con-
junto,

Ejemplo: Las permutaciones de los elementos. del conjunto {A,B,C}
considerados en grupos de 2, son:

AB, BA, BC, CB, AC, CA.

Férmula para obtener el nimero de permutaciones de elementos di-.
ferentes de un conjunto.

Considersmos que el sfmbolo nPr represente el ndmero de permutacio-
nes de n elementos tomados en grupos de r elementos a la vez.
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Entonces, tendremos:

Vs of X | n=2

r factores

Es decir:

El primer; lugar de la ordenaci6n, se puede ocuPé.l: de n modos distintos,
después de que se ha ocupado esta primera posicién, nos quedan (n — 1)
modos para ocupar el segundo lugar; luego nos quedaré} (.n — 2) que es e:l
resto de los elementos del conjunto para la tercera posicién, y asf sucesi.
vamente, hasta el r-ésimo término que sera[n— (n — 1)].

Cuando tenemios un conjunto de n elementos y disponemos r de ellos
. e

(r <n) en un orden determinado, llamamos; a esta disposicién “una per.

mutacién de n elementos tomados de r en r”, y su férmula es:

nPr=nn—1)(n—=2)....(n—r + 1)
siendon> 1

Para obtener el nlimero de permutaciones de un conjunto de n elemen-
tos cuando disponemos de todos a la vez, hacemos en la férmula ante-

rior,r = n,

De este modo se obtiene:

nPn =nm—1)mn-2)....3.2. 1

Ejemplo 1.  ;De cudntas maneras distintas pueden sentarse 6 personas
en una fila de 6 asientos?

Solucién:

nPn= n!
6Pe = 6x5x4x3x2x1
6Ps = 720 maneras distintas

Ejemplo 2.  ;De cudntas maneras distintas pueden tomar asiento tres’
personas en un salén donde hay 7 asientos?

Solucidén:

nPr=n(n-1)m—-2).... (n—r+1)
7Pa= 7x6x5
7P3 = 210 maneras distintas

2. Permutaciones cuando algunos de los elementos estan repetidos.

No se aplican, las férmulas anteriores, si alguno de los objetos son igua-
les, ya que se obtuvieron bajo la suposicién de que el conjunto de n obje-
tos son todos distintos entre si.

Por ejemplo, la palabra GALAXIA, tiene siete letras pero no podemos
hacer 7! permutaciones usando las siete letras a la vez, ya que tres de
ellas son iguales. :

Asignemos sgb-indiceg a las tres A, para ayudarnos a encontrar el ndmero
de permutaciones distintas: G A L A,X I A _tenemos ahora, siete objetos

distintos. Habiendo distinguido las A tendremos 7! permutaciones distin-
tas,

Dejando a G, L, e I en posiciones fijas permutamos las A entre sf, est6
puede hacerse de 3! maneras distintas:

GA, LA, XIA,
GA, LA, XIA,
GAs LA, XIA,

GA, LA, XIA,
GA, LA; XIA,
GAs LA, XIA,
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un Gltimo objetos. Si los objetos se arreglan en un circulo, sin embargo,
no hay primero o tltimo objeto, y las férmulas anteriores no se aplican
directamente. Un arreglo circular nos presenta un nuevo aspecto, ya que
una simple rotacién no cambiarfa la posicion relativa de los objetos en-
. tre si. Una rotacién no | constituye una permutacién diferente.

No podriamos distinguir entre si estos seis arreglos si se removiesen o

indices.

A cada permutacién de las siete letras corresponden 3! p.erml.xtacm;es § *
considera a las A distintas, entonces el niimero de permutac'lones de g
te objetos de los cuales tres son iguales multiplicado por 3! nos da eln

Para encontrar el nimero de maneras en que se pueden arreglar n obje-
mero de permutaciones de 7 objetos diferentes:

tos diferentes en un circulo, elegimos primeramente una posicién para

uno de los objetos. Después pueden colocarse los demés en sus posicio-

nes de (n — 1) ! diferentes maneras,

Ejemplo: sDe cudntas maneras pueden sentarse 6 personas alrededor
J de una mesa circular?

Este razonamiento puede ser aplicado a los casos en que haya dos, tres

més grupos de objetos idénticos entre los n objetos. Pkl Sits 1

Pecire =5! = 5x4x3x2x1 = 120 maneras.

Por tanto: “El niimero de permutaciones P de n objet.os tomados todo:ﬂ
un tiempo, donde n,, n,, ny, . . . de los objetos son iguales y los de

distintos, es”: EJERCICIO VY — 2

5
o
i
BV

n!

Evalia las expresiones:

e

nlln2!n3!...
a) sPy=

SLIGTECA!

s
2]

dJ €) sP,=
; Cudntas permutaciones pueden hacerse con las 11 letras
i

J

Ejemplo:

(&
1 %,

la palabra MISSISSIPPI?

Solucion: Tenemos 4 1,4 S y 2 P, por tanto:

L]
T 414121

estan ordenados en forma ar

= 34,650

3 Permutaciones cuando los elementos

cula!'

cando un objeto tras de otro en una linea. Hay, por tanto, un prim

b) sP,=
c) sP,=
d) sP;= - h),P,= 90,n = 7

;Cudntos nameros pueden formarse con los digitos 0,1,2,3...., 9

a) de tres cifras, b) de tres cifras y menores que 700 y c) que tengan
a lo més tres cifras?.
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SILIGTECA

.De cuéntas maneras pueden sentarse en una fila de alet.e asientog,
Z hombres y 3 mujeres si, a) pueden sentarse en cualquier ordeny
b) alternéndose?.

De cuéntas maneras se pueden colocar siete cuadros diferentes en
oA :il sabiendo. que uno de ellos debe de estar, a) en el centro,
una fila

b) en uno de los extremos?.

Un profesor de idiomas desea mantener juntos en un e.stant(;,:r los li-
bros de un mismo idioma. Si tiene 12 espacios para 5 hbl;)S almce.
ses, 4 italianos y 3 alemanes, jde cudntas maneras los puede colocar
en el estante?.

a ve libros diferentes so-
;De cuéntas maneras se pueden colocar nue on
bre una estanterfa de forma que: a) 3 de ellos estén siempre
y b) sin poner condici6n alguna.

Hallar los nimeros que se pueden formar con mfatro de los 5 digi
tos 1.2, 3, 4, 5, si;.a) éstos no se pueden repetir en cada} ntimero,
b) si ,se,pueden repetir. Si los digitos no se pueden repetir, ;,cu;n-
tos néimeros de 4 cifras se pueden formar, ¢) empezando por 2§
d) terminando en 257.

i i 0 y 5,000 se pueden
;Cuéntos nimeros comprendidos entre 3,09 (}lra D no;;e o
formar con los digites 0, 1, 2, 3, 4,5,6,sica gi
de repetir en cada nimero?.

] i i den formar con 1ot
los nameros de cinco cifras que se pueden 1
\;:) }tllai]gliirosoo 1,2, 3, 4, ...9, pudiendo éstos repetirse. ;Cu;n’fof
de estos niimeros, b) empiezan por 40, c) son pares, d) son divis
bles por 5%.

Hallar cusntos nimeros de cuatro cifras se pueden formar con los
10 digitos 0,1,2,3,4,....9, si cada uno s6lo se emplea una ves
b ’ 2 £ 3 "

. . °
;Cuéntos de estos nimeros son Impares:.

Un hombre distribuye una moneda de $50.00, dos de $100.00 tres
de $200.00 y cuatro de $500.00 entre 10 nifios, ¢ De cudntas mane-

ras puede repartirse este dinero entre los muchachos si cada uno ha
de quedarse con una moneda?,

Encuentre el niimero de permutaciones que pueden formarse usan-

do todas las letras de las palabras, a) Alabama, b) Arkansas, c) Missi-
ssippi.

a) Hallar el nimero de palabras que se pueden formar con las letras
de la palabra “cooperador” tomadas todas a la vez. ¢ Cudntas de es-
tas palabras, b) tienen juntas las tres “o” Yy ¢) empiezan por las dos
“r’*?. (Las palabras no necesitan tener significado),

Se dispone de tres ejemplares de 4 libros diferentes. ¢De cudntas
maneras se pueden colocar en una estanteria?.

:De cudntas maneras pueden sentarse ocho personas alrededor de
una mesa redonda?,

¢De cudntas maneras pueden sentarse ocho personas alrededor de

una mesa redonda, si dos personas insisten en sentarse una al lado
de la otra?,

:De cuédntas maneras se pueden colocar cuatro hombres y cuatro

mujeres alrededor de una mesa redonda de manera que cada mujer
esté entre dos hombres?,

Siete nifios tomados de la mano forman un circulo. +De cudntas

maneras pueden formar un circulo?. ;De cudntas maneras pueden
formar una linea?,

Un brazalete de una joven tiene cinco amuletos, si los saca y los po-

ne en su tocador formando un circulo, ;cudntos ordenamientos
distintos puede tener?,
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C. Combinaciones.

j.“.}l‘

Cinco nifios y cinco nifias forman una linea alternando nifios y nj.
fias, a) jde cudntas maneras pueden formar una linea ?, y b) ;de
cudntas maneras diferentes podrian formar un circulo en el quelog

nifios y las nifias esten alternados?.

A diferencia de una permutacién, que es una disposicién ordenada de de.
terminados objetos, una combinaci6n es “un conjunto de objetos distin.

tos en el que el orden de disposicién carece de importancia”.

Al elegir un comité dentro de un grupo de personas lo que interesa son
Jos individuos que constituyen el comité miés que cualquier arreglo de los

integrantes del mismo.

La diferencia entre permutaciones y combinaciones, es la ordenacion de

los objetos en cuestion.

Cuando todos los elementos de un conjunto se toman a un tiempo hay
tan s6lo una combinacién, es decir, *‘las combinaciones de n element

considerados en grupos de n elementos es iguala 17,

Las combinaciones de los elementos del conjunto [ AB]

Ejemplo:
considerados en grupos de tres es una sola.

Al considerar las combinaciones de una parte de los elementos de un cor
junto, obtendremos mas de una manera, veamos:

Recordemos que las permutaciones de los elementos del conjunty
[A,B,C] considerados en grupos de dos son:

AB,BA, AC,CA,BCyCB

es decir, son 6 permutaciones; en cambio las combinacio

'

posibles son solamente 3:
AB, AC, y BC

ya que, por ejemplo, AB y BA son d i
At i e Yl 08 permutaciones pero

Consideremos que el simbolo:
nCr

:-iepresente el nimero de combinaciones de n elementos toma-
os en grupos de r elementos a la vez.

Rike i :

P asc:a una d.e las nCr combinaciones, consistentes de r objetos diferen-
es, estos r objetos pueden reordenarse, permutindose en r! maneras dis-

tintas. As{, por cada combinacién habra r! permutaciones

De modo que para las nCr combinaciones habri:

. ’ 1
r! nCr permutaciones diferentes

Puesto que éstas constitu
' yen todas las permutaciones posibles d
objetos, tomados de r en r, tenemos: ’ o

r'nCr =nPr
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Wr =n@=1)@—-2)....(a—r + 1)

!

Nota: Hay exactamente r factores tanto en el numerador como en el de-

nominador.

= V anterior, obtendremos:
Sihacemos quer = n,enla férmula }

n(n—-1)(n-2)..c.(n—n e n!

1
Cn = n! n'

Lo que confirma lo dicho, de que sélo existe una combinacién de n obje-

tos considerados en grupos de n objetos.

j inaciones de
; Cuantos sub-conjuntos de 3 elementos, combma? t
3 diferentes elementos; pueden formarse con los elementos

del conjunto{ a, b, ¢, d,e} ?

Ejemplo 1.

Analizando el problema, encontramos:

Ninguno de estos 10 sub-conjuntos contiene los mismos elementos qué

otro.

permutaciones, de tal modo que nos d&

‘ ite las 3!
Cada uno de ellos permite de 3 elementos escogidos entre 5

rin 10 (3!), o sea, 60 permutaciones

elementos.

Recordemos que: P3 =5x4x3 =60 permutaciones.

Por lo anteriormente dicho, tenemos:
5Cs.(3!) =s5P3

. _ sPs 5x4x3 .
, 8Cs = 31 =359 % i 10 combinaciones,

Ejemplo 2.  ;De cudntos modos podemos seleccionar 3 folletos dife-
rentes de viaje, de un conjunto de 12 folletos diferentes?

_12x11x10

1203 = 3xox1 220 modos

2. Simplificacion de la formula nCr—~

Sin es relativamente grande y r < n, pero también grande, la expresion
puede simplificarse, utilizando:

nCr = nCn-—r

En efecto, el nimero de sub-conjuntos de r elementos seleccionados de
un conjunto de n elementos, donde n > r, es exactamente el mismo que
el nimero de sub-conjuntos de ( n — r) elementos seleccionados del mis-
mo conjunto de n elementos. Cada vez que tomamos un conjunto de r
elementos del conjunto n, nos queda otro conjunto de ( n — r) elemen-
tos.

Ejemplo. Evaluar la expresion:

. 52.51.50.49. (48,432,

2Ca -
° ? (A8—47-—46—"—"7-6:5)4.3.2.1

X 52 .51 .50 .
52Cas = 52C52—48 = 52Ca=

4,3 .
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La férmula nCr = nC n —r nos hace ver el significado de nCo, puest

que:

Sin = r, tenemos:
nCn = nCn —n
nCn = nCo

y como  nCn = 1,nos queda:
nCo = 1

Esto significa que, solamente existe un sub-conjunto de un conjunto da.
do que no tenga ningin elemento: el conjunto vacio¢ .

Es decir, hay solamente una manera de no seleccionar ninglin elemento
’
de un conjunto de n elementos.

3. Ntmero total de combinaciones de n objetos tomande algunos o to-

dos a lavez.

Consideremos un conjurito de n elementos; deseamos saber el nulmero ;co-
" i e : sn e 08
tal de sub-conjuntos que contiene uno o mas, o todos, de los n elemen

del conjunto.

El nimero total es:

nC,+ nC; + nCy +--* + nCn

Ejemplo: Un estudiante tiene seis textos diferentes, jDe cudntas for

i ela?
mas puede llevar uno, o varios, o todos, a la escu

Escogiendo 1 cada vez: ,C = 6
Escogiendo 2 cada vez: ¢C, 15
Escogiendo 3 cada vez: ¢Cs 20
Escogiendo 4 cada vez: ¢C4 = 15
Escogiendo 5 cada vez: ¢Cs = 6
Escogiendo6 cada vez: 4C¢ = 1
Total 63

180

Podriamos haber llegado a este mismo resultado razonando en la forma

siguiente: para cada libro podemos escoger dos caminos; o tomarlo para
llevarlo, o dejarlo, lo que hace:

2% = 64 combinaciones

Pero esto incluye la combinacién en donde todos los seis libros hubieran
sido dejados en la casa; asf pues, tendremos:

2% _1 = 64 —1 = 63 combinaciones

De esto obtendremos una férmula para determinar el ntimero total de
combinaciones de n objetos tomando aleunos o todos a la vez:

=3
«.n)

(1,2,

EJERCICIO V — III

Evalae las siguientes expresiones:

a) sCp = €) sCq °

b) sC, = f) sCs =

¢) sC; = g) sCs = 4C,

d) ;C; = h) nC, =15, n =17

En un curso de 15 muchachos'y 10 sefioritas, ;de cudntas maneras
puede formarse un comité de 3 muchachos y 2 sefioritas?.

En un examen, el alumno debe contestar 8 de un total de 12 pre-

guntas, debiendo incluir exactamente 5 de entre las 6 primeras,
;De cuantas maneras puede hacer su examen?,

181




Si dos puntos determinan una lfnea recta, ;cudl es el mayor nimer

de lineas determinadas por diez puntos distintos en el espacio?, En una reunién, después de que cada uno de los asistentes saludé

una sola vez a cada uno de los restantes, se realizaron 45 salutacio-

;De cuéntos modos distintos puede seleccionarse una comision de nes. Hallar el nimero de las personas que habfa en la reunién.

dos hombres y dos mujeres de entre un grupo de 8 hombres y 6 mu.

jeres?, JEn cuédntas formas pueden seleccionarse cinco listones del mismo

_color de entre siete listones azules y ocho blancos?,

Si viven diez familias en un edificio de departamentos, ;de cudntas
maneras distintas podra seleccionar un encuestador del censo a 4 fa.

milias para entrevistarlos?.

¢Cudntos grupos de mis de siete personas pueden formarse con diez
personas?,

¢ Cudntos grupos de menos de cuatro personas pueden formarse con

;Cusntos grupos de cuatro alumnos se pueden formar con 17 alum. .
€z personas?,

nos para representar a una escuela en un concurso de preguntasde

mateméticas?. i
¢De cudntas maneras se puede colorear un cuadro con siete colores

diferentes?.

w
£ 4

=y

;De cuintas maneras se pueden elegir cinco idiomas de entre ocho’,

¢Cuéntos grupos se pueden formar con ocho mujeres sabiendo que

;De cuéntas formas se pueden repartir doce libros entre dos persp-
en cada uno de ellos debe haber por lo menos tres?,

nas, A y B, de manera que a uno le toquen 9 y al otro 37.

=25

“
=

—~—

¢De cudntas maneras puede una sefiora invitar a merendar a: a)dos

;De cuéntas maneras se pueden elegir tres hombres de entre un g .
amigas, b) tres amigas, ¢) dos o mis de sus ocho amigas?.

po de quince, de forma que: a) uno de ellos debe figurar en cada
grupo seleccionado, b) dos de ellos no deben figurar en cada grup
seleccionado, ¢) uno de ellos debe, y otros 2 no deben, figurar en

cada grupo.

SHLITECA

i
-

;Cuantos grupos de siete miembros se pueden formar con 6 quimi
cos y 5 biblogos de manera que en cada uno se encuentren 4 qufm

cos?,

12. ;Cuintos grupos diferentes de dos hombres y una mujer se p}mden
formar con: a) 7 hombres y 4 mujeres, b) 5 hombres y 3 mujeres’

13. ;Cuéntas diagonales tiene un octigono?.
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RESUMEN

Principio fundamental de Conteo: |

Si un evento puede producirse de h 1modc:s, y después de ello, un segundo
evento puede producirse de h, modos dls.tmtos, y un tercero (:curre de
h; modos diferentes, y por dltimo, un n-ésimo e'vento ocurre de 1nm(.>d0.s
diferentes; entonces, los n sucesos pueden ocurrir en el mismo orden indi.
cado de:

h, .hy .h; ....h, modos diferentes

Permutaciones: secyer Syl

10 ntes e
Una permutacién es cada una de las maneras posibles difere qu
pueden ser ordenados los elementos de un conjunto finito.

Las permutaciones de n objetos distintos de un conjunto, tomados todos
a la vez son:

= 1
4B n:!

Las permutaciones de n objetos distintos de un conjunto, tomando sblo
una parte ( r ) de los objetos son:

WP =n(n=1)(n-2)....(n—r + 1)siendon >r

Las permutaciones de n objetos distintos de un conjunto, cuando algunos
de los objetos estin repetidos:

“ El niimero de permutaciones P de n objetos tomados todos a un tiempo,:
donde n ;, n ,, n,. ... de los objetos son iguales y los demds distintos es:
2

Las permutaciones de n objetos distintos de un conjunto, cuando estan or-
denados en forma circular:
Pecirc. =(n—1)!

Combinaciones:

Una combinacién es un conjunto de objetos distintos considerados en
cualquier orden,

La diferencia entre permutaciones y combinaciones es la ordenacién de
los objetos en cuestion.

Las combinaciones de n objetos distintos, tomados todos a un tiempo:

“ Las combinaciones de n objetos considerados en grupos de n objetos es
igual al >,

Las combinaciones de n objetos distintos de un conjunto, tomando sélo
una parte ( r ) de los objetos son:

coBh(n-1)(n-2)...(n—r+1)
nte T NE

Nota: Hay exactamente r factores tanto en el numerador como en el de-

nominador,

Simplificacién de la férmula ,C

re

Si n es relativamente grande y r también, la expresion puede simplificar-
se, utilizando:




A UTOEVALUACION

Namero total de combinaciones de n objetos tomando algunos o todosa

la vez:
Principio fundamental de Conteo:

) 1. Resuelve las siguientes cuestiones:
i n que deseamos saber el ni. . -
“ Consideremos un conjunto de n elementos en qu

e n 141 n v n - ;

- .’,
mentos del conjunto: tes pueden caer?

El niimero total es{ : b) Un estudiante tiene que elegir un idioma y una materia, de
entre tres idiomas y dos materias. Hallar el ntimero de formas

- o o S (NRDANN S o, .
nC1t aCa ol g8\ distintas en que puede hacerlo.

P
o también: Permutaciones.

.nc (120800 m) =20 = a) Calcular:

VER

J:'

WHLIOTECA 1N

b) ;Cuéntas permutaciones se pueden hacer con las letras de la pa-
labra MARTES, si:

>

1) Cuatro letras son usadas a un tiempo.

2) Se usan todas las letras,

3) Se usan todas las letras eligiendo una vocal para la primera
posicién.

¢De cudntas maneras se pueden ordenar las letras de la pala-
bra SINUSITIS?,

:Cudntos ordenamientos diferentes podemos tener cuando
una familia de cinco miembros se sienta a comer en una mesa
redonda?,




RESPUESTAS A LA AUTOEVALUACION

III. Combinaciones.
a) Calcular:

Principio fundamental de Conteo:

a) 8 formas,

;De cudntas maneras se puede elegir un comité de cinco perso.

nas de entre ocho?. b) 6 formas.

;Cuéntos grupos de menos de cuatro personas pueden formar. Permutaciones:

se con seis personas?,
a) 210,6,1

;De cuantas maneras se puede colorear un mapa con cinco co-

lores diferentes?. b) 1) 360 2)720 3) 240

c) 10,080
d) 24
III. Combinaciones:
a) 1,21
b) 56
c) 41

d) 31




ANEZXO
EJERCICIO I - 2
SOLUCIONES bi

EJERCICIO I - 1

1. a) 181

b) 15ix/2
c) 21\/6_
d) 6i~/2"

2. a) 31\/3—
p) 7i/6 a) 2 + 5i

v OV = P
[

()]
(o)}

=

N =
-

c) 5i
d) -1% i\/5_

e) O

b) 7 - 8i

c) 14i

d)

3. a) = 15
p) - 100
c) 5
d) -5
e) 24

e)

Sﬂ:‘
&
B
L8
S
'R
b
£
5
i
B

a)

b)

w|wn N| = Nl—' N W

c)

d)

e)




gJERCICIO II%=- 3

EJERCICIO II - 1
a) X = 2, X2

I

ofw
%
N

1. a) X =

b) X1 S, X2

»
N

b) X =

|
Njw =

< . .
c) X} = -4, x,

X
N

d) X1 5, X2 =

Njw N|=
-
b
N

e) X =

X
N

EJERCICIO

-

a) X1
b) X)
c) X3

EJERCICIO II - 2
d) X

i
o
L
e
b
i
A
8
E.g.l

&

a) X1
- = EJERCICIO
c) X, T .

d) X] 4
c)

d)

e)




EJERCICIO II - 6

a)

b)

c)

a)

e)

f)

g)

N G VB s LAV 20\ -i /2 }

C. S.
C. S.

C. S.

~

C. S.

-

S.

.
~——

-

,..,
Niw win |-
-

) .G 18,

i) Cc. s.

3 c. 8.
ky<er . §.
1) c. 8¢
m) C. S.

n) C. S.

{4, -4, 3, -3 }

{3' -31 V3,

3
{3'1 -1}

{20 =y 1}
{- 2}
{80 - 64 }

{1, 8}

EJERCICIO II - 7

a) c. s.
b)Sc.\8:
c) C. s.
d) c. s.

e) C. s.

{2 }
{o‘}
{1, 7}
{ 16 }
{6 }

EJERCICIO II - 8

14
a) C. s.

b) cC.
c) C.

d) C.

{4, 17}

/3 }




EJERCICIO III - 2
3.

a) i km/hr. - tarda.']_s Bt - a) CeSi {(2'6)1 ("2' "6)1 (612)1 (_61 _2)}
: B t d 5 hr.
3 tarda b) c.s. {(2 V2, ¥2), (-2 V2, - V/2)}

A tarda 22.8 dias c)
c) V ida 50 km/hr. B tarda 17.8 dias

vV reg = 60 km/hr. _ d) c.s. {(4,0), (-6, -2i V/5)}
A tarda 6 hr.
B tarda 12 hr. 8

o
e) c.s. {(=3.5), 3, 2)}

b) 35 km/hr 3
3
C-So- {(41 _2')1 (_41 = '2—) v (312) (_31 =-2) }

8
EJERCICIO III - 1 f) C.s. {(6.3), (2, 8)}

a) C.S. {(0,5), (4,3) } g) C.S. {20 sombreros a $5.00 c/u }

b) C.S. {(-—i— v 75), (6, -1)} h) c.s. {75 acciones a $25.00 c/u }

c) c.S. {(-1 -2i, 2 % 3i), (-1 + 2i, 2 = 3i)}
EJERCICIO III - 3

-

11
a) ¢.s. {("13'—5)' (2,710 3

_—,

a) c.s. {(3,2), (-3, -2), (3, -2), (-3, 2)}

- g
7 §

5

e) Cc.S. {(% '2' )r (_11 —5)} b) C.S. {(1'3)l (11 ‘3), (—1, —3), (-1' 3)}

LI

B

4 c)

£ cs. (&, 5), -1 D)
g ~4 d)e @S RPN =t (=25 ) g2y
g) C.S. {(-—13 '3 )., (0, 1}

AN ES 3B Aal s
h) c.S. {( 4"5' 5 Ju b ong o 2 O

CRTPEyf B (21, -1 /D), (=20 EIIIEZi, -1 /3 ) )

/
§
f

e) C.s.. {(VT, 3, (/T7 =3), (=/7,13), (=¥, .-3) }
f) oD {(613)1 (61 —3)1 (-61 3)' ("61 -3)}

i) C.S. {47 y/o 74} g) c.s. {(2,3), (2, -3), (-2, 3), (-2, -3) }

1 1 ‘-
nhtess i1 h & ) In<E L o aa,
5 c.s. {3y 6 y/o 6y3} 2 (2 W /AN &5 0N 3

i) c.s. {(2,V/5), (2, =-/5), (- 3%
k) c.s. { 8 x 12} ( /5 ), (=2, V5 )," (=25 =B )Y

J) oD . {(11 /—2)1 (11 b 2 ’ -1 - -
b e it Y2), (-1,/2), (-1, V2)}

197




INVERSTALS

iech

EJERCICIO III - 4

3
a) C.S. {(--‘2—.—3—), (2,-2), 1,2, 0, -2}

b) c.s. {(1,00, (=1, 0), 1, =1), (=1, 1) }

c) c.s. {(2,1), (-2, 1), (2, =1, (-2, -1)}

a) c.s. {(4,1, (-4, -1}

e) c.s. {(1,3), (-1, =3), (3,1, (=3, -1)}

£) c.s. {( 73,0, (-3, 0, (2 PN AR
g) c.s. {(Vi5, 0, (- /15, 0), (1, -2), (-1, 2}
h) c.s. {(-1, 2), (1, =2).4" €21 (3% (52 -1}

i) c.s. {84}

3)-E.S.| Mt -8,

EJERCICIO IV -

T

-
.
.
.

&
w|=
-
IS
-
~S|w
-

-
-

2

-
=Y

3
|\

1, 8, 27, 64 .

—_—
nls ojw vl

| w
-
~

2. Graficar las sucesiones, n £ N:

a) {2n-1} = 1,3,5,7,... b) {3"

TS sl ik B Sy
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d)

~ NW a0 N O®

- 3'9127, 81,..,

B o o s e el e

{2“ }= 2141618’ o;.
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1, 3, 5,
5 5

5:3°'37

Tgeoo

5
IE'

3, 10, 24, 52, ...

1

3 1
‘31‘51'51"8'1---

5

a) 2 + 6 +
1
— +
b) 1 + >

1
-+ 2+
c) 2

d 0+ 1+

12 + 20 + ...

4 +5 +6+ 7
27 + 81 + 243

27 + 64 + 125

4 +9 + 16 + 25 + 36

100

a) 1002, 2, a2
=1

100
n+1
By 100191 3" B&
n=1

c) 72 + 75 + 78 +...+ 168,

56

2: 3n

n=24

d) 100 + 102 + 104 + ...+ 9%

%99

2: 2n

n=50

1
= Jo8-T + R EN;
-3n, n € N; -33

e 1
an = et € N =5

an = n(n+1) n € N;

1
2!!" 1

an
= n = 8
an 3 n e N; 3

an = 2n-1 n € N; 17

=1 1
an—;neN;ﬁ

an =0 nenN; 125




- 2:430
EJERCICIO IV - 2

= 1,530
1.
a) ap = 13; Sp = 49; 1,3,5,7,9,11,13

X - 2,475
b) an 4 H Sn 39; 9'8'7,6,5,4. ) 624
c) d =-5; Sp 60; 22,17,12,7,2 i

Sn = 1,683
d) d = 5.6; Sp = -18; -17, -11.4, -5.8, -0.2, 5.4, 11

s, = 104,850
o) ay= §1; Spl=l156; 51, 41, 31,/21, 11,1 | : S nt s
£) aj= 17; <2:-79, (15} | 13,\11)\9,7, 5,3 o

g) da=3; /e, 1-24 1,4, 790,13 S

h) n = 6; 1565 1, 11,21,31,41,51

i) di= -3; 7:  10,7,4,1, -2,-5,-8

j) a1= 2 ; s 2,5,8,11,14,17,20,23

2 EJERCICIO IV - 3
) 47, 42,373432,27,2254 7,12 Tadh

1.
a) an 62; 2,4,6,8,16,32
9,12,15,18,21,24 b) ap =

8,11,14,17,20,23,26

= 341; 1,4,16,64,256

o; -1, =1/3, 1/3, 1. €) n = 43; 1, -2,4,-8,16,-32,64

1 1 - l_ 0
=07"—2'l"§l 6 " e

= 21.5; %-, -1, 2, -4, 8, -16, 32
Sn = 363; 243, 81, 27, 9, 3
8,27, 265\25 24, 123, .22, 21, 20
2,4,8,16,32

1, -2,4,-8,16,-32,64

203




10; ay = -256; 12- . -1, 2, -4,8,-16,32, -64,128, -2 $9'565,938.00

’

1
3125; Sp = 3,906.2; 3,125, 625, 125, 25y 3 by 5 R L
Sp $10,995'115,999.99

2. .
a) 2, 6, 18, 54, 162; Sp = EJERCICIO IV - 4

7 6
b) 128, 64, 32, 16, 8, 4, 2, 8, = 255 a) a’ + 7a% + 21a%2 + 35a%b3 + 35a3b% + 21a2b5 + 7abb+ b7
Gl %-, % -, 2,-4, 8 Sp=5-25
3
665 c) 8x3 , 24x2  32x 16

b) 32a%- 80a"b + 80a3b2 - 40a2b3 + 10 ab* - b5

o) 9, 18, 36, 72, 144, 288, 576; Sy = 1143 d)

e)
3.l [18 g
a) ||| SLan¥E s py Y, an!=3,280 X 6at

g) 6a3 + 15 + é% % l% i _g
ab " a

an = 256 N

h) 5x3+10x-£).+
X

S _ 1
x3 %5

El 20 plan le dard un mejod

ingreso durante el 50. ano
! 6, _15 20 15 6 1

- . 1 +

El 1o. plan le dara un nej ) x6 x5y2 Xlyh i X6 + 248 3 10 + =

ingreso total en el period 5 y
X 5x3 20 40 , 32

de 5 anos. J) =/ F ——— + i 54
32 8 5x + x+x3+ -

a. = $651.85

n k) 64x6 - 96x5y + 60 x4y2 - 20 x3y3 + l%_xzyq_ 3 n I

199.21875 $12,150.00 g pa

1), %8 ~ 125 + 5dx2 — 198 . 81

10. Sp = 1.111111111 =k x xb
g 4

m) 1 _5y2, My* _10y5 598 10

11. 3,15,75,375,1875 : < 5 = 5 > =

12. a, = 531,441 N




N
IO i M 19%— - EJERCICIO V - 1
;1-0 xe X

4 5 5§'+ 6
3 4 ex2y/x + 15x2y2 + 20xy3 7+ 15xy" + 6y %

1. a) 12 2. a) 20
X

b) 24 b) 25
A 3 - I 2 %5 4+ y3
x5 - 6xs zy + 15x“'y2 < 20x3y y + 15x°y 6xy b%

4. a) 120 5. a) 60; b) 24

a8 \1ozx5 . 220 160x3 . 60x2 " 12%6 - lTZ b) 196 c) 36; 4) 12
= y2 +——y|+ yé yg b Y

7. 9,000 8. 20

10.. 48 e
2 2 2 !

1 -4 V< + 6x - 4x ¥x + X E y gank
: 4 58

210 4 529 b + 45 afp? + 15a7 b3 + 105 a® b*+ 63a°b>+

= 8 8 16. 20 17. a) 90

b) 100
pl0
ST Forl LM M el
a% b8 + == a¥p’+ 5zp a®h” + 55¢ abT ¥ qo3g

625,000 20. 20 Mil Millones
32

EJERCICIO V - 2
EJERCICIO IV - 5

1. a) 1 2. a) 900
a) 70 i b) 5 b) 600

c) 20 c) 999
b) 145,152x%y3 ] 2 60

e)
c) 165a3 £)

9)
d)

5; 103,680 6. a) 30,240

&) b) 362,880

8. 240 9. a) 90,000
£) i b) 1,000
. c) 45,000
9) d) 18,000

h)
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